
Analitiqka geometrija
-zadaci za praktikum-

1 Vektori u geometriji
1. Neka je taqka P na stranici AD, a taqka Q na dijagonali AC paralelograma ABCD, tako da

je −−→PD = 3−→AP i −−→QC = 4−→AQ. Dokazati da su taqke B, P i Q kolinearne.

2. Dokazati da se du�i koje spajaju sredixta naspramnih ivica proizvoǉnog tetraedra uza-
jamno polove.

3. Neka je taqka E sredixte stranice AB proizvoǉnog qetvorugla ABCD i neka za taqke F i G
redom va�i −−→EF = −−→

BC,
−−→
EG = −−→

AD. Ako je taqka S sredixte stranice CD dokazati da su taqke
F , G i S kolinearne.

4. Neka su taqke M , N i P redom sredixta stranica BC, CA i AB trougla ABC. Neka je D
taqka na stranici BC, a taqke E i F redom sredixta stranica BD i CD. Prave AD i NP
seku se u taqki Q. Dokazati da je EFNP paralelogram qije se dijagonale seku na du�i MQ.

5. Dat je trougao ABC i taqke Xn i Yn tako da je −−−→XnB = (n + 1)−−−→AXn i −−→YnC = n
−−→
AYn, za n ∈ N.

Dokazati da postoji taqka koja pripada svakoj od pravih XnYn (n ∈ N).

6. Taqka P pripada stranici AB, a prava p sadr�i taqku P i paralelna je te�ixnoj du�i CC1,
proizvoǉnog trougla ABC. Ako je p ∩ BC = {M} i p ∩ AC = {N} izraziti vektor −−→PM + −−→

PN

preko vektora −−→AB i −→AC.

7. Dokazati da se simetrale spoǉaxǌih uglova kod temena A i B i simetrala ugla kod temena
C proizvoǉnog trougla ABC seku u jednoj taqki.

8. U prostoru su dati paralelogrami A1B1C1D1 i A2B2C2D2. Ako su taqke A, B, C i D sredixta
du�i A1A2, B1B2, C1C2 i D1D2 razliqite taqke, dokazati da je onda i ABCD paralelogram.

9. Neka je O zajedniqki poqetak vektora −→a i
−→
b . Na�i odnos u kome treba da stoje parametri

α i β tako da vektor α−→a + β
−→
b bude kolinearan sa simetralom ugla ](−→b ,−→−a)

10. Koriste�i skalarni proizvod dokazati da du�i koje spajaju sredixta susednih stranica
kvadrata obrazuju kvadrat.

11. U pravouglom trouglu ABC, sa pravim uglom kod temena C, konstruisana je visina CD. Ako
je M sredixte du�i CD, a N sredixte du�i BD, dokazati da je AM ⊥ CN .

12. Dat je trougao ABC kod koga su te�ixne du�i iz temena A i B me�usobno normalne. Odred-
iti vezu izme�u du�ina stranica trougla.

13. Ako se u qetvorouglu ABCD dijagonale seku pod pravim uglom, dokazati da va�i |−−→AB|2 +
|−−→DC|2 = |−−→BC|2 + |−−→AD|2.

14. Izvesti formulu za raqunaǌe povrxine trougla ABC: 2P = sin B sin C
sin A |−−→BC|2.

15. Dat je proizvoǉan trougao ABC povrxine P . Neka su taqke A1, B1 i C1 takve da va�i−−→
CA1 = −→

AC,
−−→
BC1 = −−→

CB,
−−→
AB1 = −−→

BA. Kolika je povrxina trougla A1B1C1?

16. Izraqunati povrxinu trougla odre�enog vektorima 2−→a − 3−→b i 3−→a + 2−→b , ako je |−→a | = 2,
|−→b | = 3 i |−→a +−→

b | = 4.

17. Dokazati da za komplanarne vektore −→aj , j = 1, 2, 3, 4 va�i (−→a1 ×−→a2)× (−→a3 ×−→a4) = −→0 .
18. Dokazati identitet (−→a ×−→b )× (−→b ×−→c ) = [−→a ,

−→
b ,−→c ] · −→b .

19. Dati sistem vektora −→a (3,−4, 2), −→b (6,−8, 5) i −→c odre�uje paralelepiped qija je visina koja
odgovara strani (−→a ,

−→
b ) jednaka 2. Odrediti celobrojne koordinate vektora −→c , ako je |−→c | =√

14 i
−→
b · −→c = 5.
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20. Data je kocka ABCDA1B1C1D1 qija je ivica du�ine 4. Neka su taqke M , N i P sredixta
strana A1B1C1D1, BCC1B1 i DCC1D1 tim redom. Odrediti zapreminu tetraedra AMNP i
vektor visine tetraedra iz temena A preko vektora −−→AB, −−→AD i −−→AA1.

2 Transformacije koordinata
1. Dat je pravougli Dekartov koordinatni sistem u ravni Oxy. Nova osa Ox′ zaklapa sa starom

Ox ugao
π

12
, a osa Oy′ zaklapa sa osom Ox ugao

π

4
. Izraziti stare koordinate (x, y) nekog

vektora −→a preko ǌegovih novih koordinata (x′, y′).

2. Data su dva koordinatna sistema iste orijentacije Oxy i Ox′y′. Prvi od ǌih je pravougli, a
drugi kosougli sa koordinatnim uglom α =

π

4
. Osa Ox′ zaklapa sa osom Ox ugao

π

6
. Poqetak

novog koordinatnog sistema O′ ima koordinate (1,−1) u starom. Na�i vezu izme�u starih i
novih koordinata.

3. Data je taqka (1,−2) u odnosu na kosougli Dekartov koordinatni sistem qiji je koordi-
natni ugao α =

π

6
. Na�i koordinate date taqke u odnosu na koordinatni sistem qije su ose

simetrale uglova koji grade ose datog sistema.

4. Dat je trapez ABCD kod kojeg je odnos izme�u paralelnih stranica AB : DC = 3 : 1. Na�i
koordinate temena trapeza u odnosu na slede�i koordinatni sistem: poqetak sistema je u
taqki A, dok su koordinatni vektori −−→AB i −−→AD. (prelako?)

5. Dat je pravougli Dekartov koordinatni sistem. Na�i formule transformacije ako se ǌegov
koordinatni poqetak premesti u taqku O1(2, 5), dok se ǌegove ose zarotiraju za

π

4
u smeru

kazaǉke na satu.

6. Dat je tetraedar ABCD. Koordinatni sistem ima poqetak u temenu A i koordinatne vektore
−→a = −−→

AB,
−→
b = −−→

BC i −→c = −−→
AD. Drugi koordinatni sistem ima poqetak u te�ixtu T1 strane

BCD, a ǌegovi koordinatni vektori su:
−→
a′ = −−→

T1A,
−→
b′ = −−→

T1B i
−→
c′ = −−→

T1D. Odrediti koordinate
temena C, te�ixta tetraedra T i te�ixta strane ACD u oba koordinatna sistema.

7. Data su dva pravougla koordinatna sistema Oxyz i Ox′y′z′. Osa Ox′ prolazi kroz prvi oktant
i gradi sa osama Ox i Oy uglove od

π

3
. Osa Oy′ le�i u ravni Oxy i gradi sa osom Oy oxtar

ugao; osa Oz′ je postavǉena tako da su oba sistema iste orijentacije. Na�i vezu izme�u
starih i novih koordinata.

8. a) Ose novog pravouglog koordinatnog sistema Ox′y′z′odre�ene su u odnosu na stari pravougli
koordinatni sistem Oxyz slede�im Ojlerovim uglovima θ =

π

6
, ψ =

π

3
, ϕ =

π

4
. Odrediti vezu

izme�u starih i novih koordinata.

b) Date su veze izme�u starog i novog koordinatnog sistema:

x =
1
8
(−
√

2x′ − 5
√

2y′ + 2
√

3z′)

y =
1
8
(3
√

6x′ −
√

6y′ − 2z′)

z =
1
4
(
√

2x′ +
√

2y′ + 2
√

3z′).

Odrediti Ojlerove uglove ove transformacije.

9. Za jediniqne koordinatne vektore prvog koordinatnog sistema uzeti su vektori −→
OA,

−−→
OB i−−→

OC koji le�e na ivicama tetraedra OABC, a za koordinatne vektore drugog koordinatnog
sistema jediniqni vektori koji le�e na te�ixnim du�ima OM1, OM2 i OM3 strana BOC,COA
i OAB, a usmereni su ka taqkama Mi, i = 1, 2, 3. Na�i vezu izme�u jednog i drugog koordinatnog
sistema kao i koordinate temena tetraedra u odnosu na drugi sistem.

2



10. Data su dva Dekartova koordinatna sistema Oxyz i Ox′y′z′. Prvi sistem je pravougli,
ose Oz i Oz′ se poklapaju, dok su ose Ox′ i Oy′ bisektrise uglova ]xOy i ]zOy. Na�i
koordinate taqke M u odnosu na drugi koordinatni sistem ako su joj koordinate u prvom
sistemu (3,−1, 3).

3 Linije u ravni
1. Na�i GMT u ravni za koje je odnos rastojaǌa od taqke O(0, 0) i prave x + y + 1 = 0 jednako√

2. Koja je to kriva?

2. Data je prave l i taqke O ∈ l, A /∈ l. Odrediti GMT C pravougaonika ABCD, ako taqka O
pripada stranici CD, dok se teme B kre�e po pravoj l.

3. Kroz koordinatni poqetak su povuqene tetive na krug x2 + y2 = 2x. Na�i GMT sredina tih
tetiva.

4. Temena tetraedra su M(x, y, z), (1, 2, 1), (0, 0, 1), (1, 0, 0). Xta je GMT M kada je tetraedar uvek
iste zapremine?

5. Odrediti jednaqinu parabole koja prolazi kroz taqke (0,−3
2
) i (0,−4) i ima direktrisu

2x− y + 1 = 0.

6. Odrediti jednaqinu krive drugog reda koja sadr�i taqku A(1, 0) i ako je poznat par konjugo-
vanih dijametara krive: y = 1 i y = x− 1 i ǌena tangenta x− y = 0.

7. Za krivu 2x2 + 5xy − 3y2 + 3x + 16y = 0 na�i par konjugovanih dijametara od kojih je jedan
paralelan sa pravom 8x + 10y + 7 = 0.

8. Na�i jednaqinu konusnog preseka koji prolazi kroz taqku (1, 1) i ako su mu dva para konju-
govanih dijametara 2x− 3y = 0, x + 2y = 0 i x− y = 0, 3x− 5y = 0.

9. Na�i jednaqinu parabole koja dodiruje x–osu u taqki (4, 0), a y–osu u (0, 3). (te�i!)

10. Napisati jednaqinu krive drugog reda qije su ose simetrije prave x+ y +1 = 0 i x− y +1 = 0
i koja sadr�i taqke (−2,−1) i (0,−2).

11. Odrediti GMT iz koih se parabola p : y2 = 6x vidi pod uglom od
π

4
.

12. Odrediti GMT iz kojih se elipsa
x2

a2
+

y2

b2
= 1 vidi pod pravim uglom.

13. Dokazati da GMT jednako udaǉenih od taqke M(
1
2
,
1
2
) i prave x + y = 0 odre�eno jednaqinom

x2 − 2xy + y2 − 2x − 2y + 1 = 0. Ovu jednaqinu svesti na kanonski oblik i napisati formule
te transformacije.

14. Odrediti jednaqinu hiperbole qije su �i�e F1(−11,−10)i F2(13, 14) i koja sadr�i taqku
M(

√
2 + 1, 9

√
2 + 2). svesti dobijenu jednaqinu na kanonski oblik i napisati formule te

transformacije.

15. Izometrijskom transformacijom svesti jednaqinu krive 7x2 − 8xy + y2 − 26x + 20y + 28 = 0 na
kanonski oblik i napisati formule te transformacije.

( a ) Odrediti jednaqine asimptota krive u oba koordinatna sistema.

( b ) Odrediti koordinate ǌenih �i�a u oba koordinatna sistema.

16. Xta predstavǉaju slede�e jednaqine u polarnim koordinatama:

( a ) ρ = 3;

( b ) θ =
π

4
;

( v ) ρ cos θ = 2;
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( g ) ρ sin θ = 3;

( d ) ρ = 5 cos θ;

( � ) sin ρ =
1
2
.

Skicirati grafike za svaku od ǌih.

17. Koju krivu predstavǉa ρ = 10 sin θ?

18. Napisati jednaqinu prave koja je normalna na polarnu osu i na ǌoj odseca odseqak du�ine
5.

19. Date su parametarske jednaqine krivih:

( a ) x = t2 − 2t + 1,
y = t− 1;

( b ) x = 2a cot2 t,
y = 2a cot t;

( v ) x = cos2 t,
y = sin2 t;

( g ) x = ln(
t

4
+ 2),

y = t2.

Koje su to krive?

20. Transformisati pravougli koordinatni sistem tako da nove ose budu asimptote krive 2x2 +
3xy − 2y2 − 9x− 11y = 0.

4 Povrxi i krive u prostoru
1. Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqke A(1,−2, 2) i B(2, 3,−1) i normalna je na ravan

α : 3x− 2y + z − 6 = 0.

2. Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqku A(1, 1, 1) i i preseqnu pravu ravni α : 2x− y +
2z − 1 = 0 i β : x + y − 3z + 2 = 0.

3. Odrediti vrednost parametra λ za koju su ravni λx+(1−λ2)y+4z+7 = 0 i 4x−3λy+2λ2z−5 = 0
paralelne.

4. Odrediti vrednost parametra λ za koju su ravni 6x+λy−4z = 0 i x+2y+2λz−3 = 0 me�usobno
normalne.

5. Na�i jednaqinu ravni koja sadr�i x–osu i zaklapa ugao od
π

6
sa ravni 2x− 3y + 4z − 1 = 0.

6. Date su ravni α : x = 3+u−v, y = 2+3u−v, z = 1+u+v i β : x = −1+2u+v, y = −3−5u+v, z =
4 + 7u + λv, u, v ∈ R. Odrediti λ tako da su one me�usobno normalne.

7. Odrediti jednaqinu normalne projekcije prave p : −3x + 2y − z + 1 = 0, 2x − y + z + 5 = 0 na
ravan α : −x + 3y − 4z + 3 = 0.

8. Prava b je data kao presek ravni x − y + 3z − 2 = 0, 2x − 2y − 5z + 1 = 0. Na�i jednaqine
kose projekcije prave b na ravan x + y + z = 0 ako se projektovaǌe vrxi paralelno vektoru
7−→i + 11−→j + 13−→k . Odrediti jednaqine ortogonalne projekcije prave b na istu ravan.

9. Odrediti zajedniqku normalu pravih a : x− y + 2z− 1 = 0, 4x + 3y− z + 3 = 0, b : 3x + y− z + 2 =
0, 2x− 5y + 3z − 4 = 0.

10. Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqku A(−2, 3, 1) i pravu l, ako prava l sadr�i taqku
P (0, 2, 1) i seqe pravu p : 2x− y + 2z = 3, x + y + z = 0 pod pravim uglom. (septembar 2001)
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11. Odrediti jednaqinu ravni koja je normalna na presek ravni x + 2y = 3,−2x + z = 1 i udaǉena
je od koordinatnog poqetka za

√
21.

12. Jedno teme paralelepipeda je taqka A(1, 1, 1), a tri ǌegove neparalelne strane pripadaju
ravnima x+ y +2z− 1 = 0, 2x+ y +3z +2 = 0, x− y− z +3 = 0. Odrediti jednaqine ravni kojima
pripadaju preostale tri strane paralelepipeda.

13. Na�i jednaqinu ravni koja polovi uglove izme�u ravni 5x−5y−2z−3 = 0 i x+7y−2z +1 = 0.

14. Na�i centar i polupreqnik kruga k : (x− 3)2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 25, 2x + 2y − z − 17 = 0.

15. Napisati jednaqine ravni koje dodiruju sferu S : x2 +y2 +z2−4x+2y−6z +8 = 0 i paralelne
su ravni α : x− y + 2z + 5 = 0.

16. Na�i koordinate centra sfere koja dodiruje ravni α : z +26 = 0 i β : x+14 = 0, sadr�i taqke
A(18, 0,−25) i B(15, 1, 39) i ako se zna da su tra�ene koordinate celi brojevi. (januar 2002)

17. Odrediti jednaqinu kru�nog cilindra koji sadr�i taqku A(4, 2, 4) i qija je osa prava p :
x− 1

2
=

y − 2
1

=
z + 2

2
.

18. Odrediti jednaqinu konusa qiji je vrh taqka V (0, 5, 0) i koji spoǉa dodiruje sferu S : x2 +
y2 + z2 = 9.

19. Po kakvoj krivoj ravan

( a ) z = 3

( b ) y = 2

( v ) x = 2

seqe konus K : 3x2 + 9y2 − 4z2 = 0?

20. Odrediti jednaqinu cilindra P qija je izvodnica paralelna vektoru
−→
b = 3−→i + 2−→j + −→

k i
qija je direktrisa kriva x = 1 + t, y = 2t, z = t2 − t3.

21. Odrediti uglove koje sa koordinatnim osam zaklapa izvodnica cilindarske povrxi (2x− y +
z)2 − (x + 2y − z + 1)2 − 1 = 0.

22. Odrediti jednaqinu konusne povrxi qiji je vrh centar kruga k : (x− 2)2 + (y− 2)2 + (z + 3)2 =
36, 3x + y − z = 0, a direktrisa ortogonalna projekcija kruga na ravan Oxz. (oktobar 2001)

23. Dat je kru�ni konus K : 3x2−4xy−4xz−8yz +2x+12y +12z +13 = 0. Odrediti osu tog konusa.
Odrediti jednaqine sfera polupreqnika

√
5 koje su upisane u konus. (jun I 2002)

24. Jednaqina x2 + y2 − z2 = 0 predstavǉa kru�ni konus sa vrhom u koordinatnom poqetku qija
se osa poklapa sa z–osom. Prese�i taj konus sa ravni z = λ(y + 1) i pokazati da ortogo-
nalna projekcija preseka na ravna Oxy mo�e biti elipsa, hiperbola, parabola ili taqka u
zavisnosti od realnog parametra λ.

25. Na�i jednaqinu konusne povrxi qiji je vrh S(1, 1, 0) a direktrisa kriva x = t, y = t2, z = et.

26. Poznato je da za razliqite vrednosti parametra λ jednaqina
x2

a2 + λ
+

y2

b2 + λ
+

z2

c2 + λ
− 1 =

0, a > b > c predstavǉa elipsoid, jednokrilni ili dvokrilni hiperboloid. U sluqaju kada
ta jednaqina predstavǉa elipsoide pokazati da su ǌihovi preseci sa ravnima Oxy,Oxz i
Oyz konfokalne elipse. Pokazati da kroz svaku taqku M(x, y, z) prolaze po jedan elipsoid,
jednokrilni i dvokrilni hiperboloid koji zadovoǉavaju datu jednaqinu.

27. Tetraedar je odre�en koordinatnim ravnima i ravni x − 10y − 2z = 57. Na�i centar i
polupreqnik sfere upisane u taj tetraedar.

28. Oko sfere | −→r −−→r0 |= 3,−→r0(1,−2,−1) opisan je cilindar qije su generatrise paralelne pravoj
x = 2t− 3, y = −t + 7, z = −2t + 5. Odrediti jednaqinu tog cilindra.

29. Odrediti osu kru�nog konusa koji je zadat jednaqinom (mx + ny + pz)2 = x2 + y2 + z2.
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30. Odrediti jednaqinu cilindra koji je opisan oko dve sfere | −→r −−→r0 |= 16,−→r0(1, 0, 2) i | −→r |= 16.

31. Na�i jednaqine pravih koje pripadaju hiperboliqkom paraboloidu
x2

16
− y2

4
= z i koje su

paralelne ravni 3x + 2y − 4z = 0. (januar 2003)

32. Odrediti jednaqinu povrxi koja je unija svih pravih koje seku prave a :
x

2
=

y − 1
0

=
z

−1
, b :

x− 2
0

=
y

1
=

z

1
, c :

x

2
=

y + 1
0

=
z

1
. Koja je to povrx? (februar 2003)

33. Xta predstavǉaju jednaqine

( a ) y2 + z2 − x2 − 8x− 2z − 9 = 0

( b ) 4x2 − 9y2 − z2 + 4x + 12y − 2z − 16 = 0

( v ) 9x2 + 4y2 + 36z2 − 6x + 4y − 60z + 21 = 0

( g ) 4x2 + y2 − 9z2 − 12x + 2y + 12z + 6 = 0

34. Xta predstavǉaju jednaqine

( a ) 2x2 − y2 + z2 − 4xy + 2x + 3 = 0

( b ) x2 − 2y2 − xy + yz − xz + x− y = 0

( v ) 2z = xy

5 Afine transformacije
1. U ravni Oxy date su prave a : y = x i b : y = 1 i taqke A(3, 1) i B(−1, 1). Odrediti for-

mule afine transformacije koja predstavǉa kompoziciju homotetije sa centrom u taqki A i
rotacije oko taqke B i koja slika pravu a u pravu b. (februar 2002)

2. U trodimenzionom prostoru date su prave a :
x− 1

1
=

y − 1
1

=
z − 1

1
i b :

x

0
=

y

1
=

z − 2
0

.
Odrediti jednaqinu kompozicije translacije i rotacije koja preslikava pravu a na pravu b.
(januar 2001)

3. Dati su krugovi k1 : (x − 6)2 + (y − 6)2 + (z + 1)2 = 40, (x − 3)2 + y2 + (z + 7)2 = 13 i k2 koji
pripada ravni x+2y+2z+5 = 0, ima centar u taqki C(−1,−1,−1) i polupreqnik 1. Odrediti
formule homotetije koja preslikava k1 na k2. (januar 2003)

4. Odrediti afinu transformaciju prostora koja predstavǉa kompoziciju homotetije sa cen-
trom u taqki A(1, 0, 2) i koeficijentom 2 i ravanske refleksije u odnosu na ravan α : x +
2y − z + 3 = 0. Odrediti sliku povrxi x2 + y2 + 2y + z2 − 2z = −1 pri ovoj transformaciji.
(septembar 2001)

5. Odrediti formule kose projekcije prostora na ravan αx+y−z = 2 u pravcu vektora −→u (1, 1, 1).
Odrediti zatim konturu slike sfere S : (x − 1)2 + (y + 2)2 + (z + 7)2 = 4 pri ovoj projekciji.
(oktobar 2002)

6 Afini prostori dimenzije n ≥ 4

1. U E4 ispitati uzajamni polo�aj dvodimenzione ravni α : x1 + x2 = 3, x2 − x3 + x4 = 1 i prave
p : x1 = 2t + 1, x2 = −2t − 1, x3 = −t, x4 = t. Odrediti i formule afine transformacije kojom
se taqka M(x1, x2, x3, x4) ∈ E4 preslikava u ǌoj simetriqnu taqku M ′(x′1, x

′
2, x

′
3, x

′
4) u odnosu na

ravan α. (2. kolokvijum 2001)

2. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru data je dvodimenziona ravan α koja sadr�i taqke
A(1, 1, 1, 1), B(2, 2, 0, 0), C(1, 2, 0, 1) i prava p odre�ena taqkama D(1, 1, 1, 2), E(1, 1, 2, 1). Odrediti
uzajamni polo�aj prave p i ravni i na�i du�inu ǌihove zajedniqke normale. (april 2001)
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3. U qetvorodimenzionom prostoru date su hiperravni α : x1 + x2 − x3 + 2x4 = 9 i β : 2x1 − x2 −
x3 − x4 = 5 i prava p :

x1

1
=

x2 − 2
2

=
x3 − 3

3
=

x4 − 5
4

. Odrediti jednaqine hipersfera koje

dodiruju ravni α i β i qiji centri pripadaju pravoj p. (oktobar 2002)

4. U petodimenzionom euklidskom prostoru date su dvodimenzione ravni α : x1 + x3 − x5 =
0,−2x2 + 5x3 + 2x4 = 0, x2 − x3 − x4 = 0 i β : x1 = q, x2 = 1, x3 = 2p, x4 = 0, x5 = 0, p, q ∈ R.
Odrediti jednaqinu sfere koja dodiruje ravni α i β i qiji centar pripada pravoj koja seqe
obe ravni i normalna je na svaku od ǌih. (oktobar 2001)

5. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru data je dvodimenziona ravan α koja sadr�i taqke
A(3, 0, 3, 0), B(3, l, 5, 0), C(2, 0, 1, 2) i sfera S : (x1−4)2+(x2−2)2+(x3+5)2+(x4−1)2 = 1. Odrediti
koordinate taqke na sferi S koja je najbli�a ravni α. (april 2002)

6. Odrediti formule afine transformacije qetvorodimenzionog euklidskog prostora koja pred-
stavǉa kompoziciju simetrije u odnosu na dvodimenzionu ravan x1 + x2 = 0, x3 + x4 = 0 i
centralne simetrije u odnosu na taqku S(1, 2,−1, 0). (januar 2002)

7. U qetvorodimenzionom prostoru data je prava p :
x1 − 3

1
=

x2 − 4
2

=
x3 + 5

2
=

x4 − 2
−1

. Odrediti

formule transformacije koja je kompozicija refleksije u odnosu na pravu p i translacije
za vektor −→u (1, 2, 2,−1). Odrediti zatim sliku hipersfere S : (x1 − 2)2 + (x2 − 2)2 + (x3 + 1)2 +
(x4 + 1)2 = 1 pri ovoj transformaciji kao i rastojaǌe sfere i ǌene slike. (februar 2003)

Dodatak 1: GMT u ravni
1. Data je taqka A(x1, y1) i krug x2 +y2 = 1. Polara proizvoǉne taqke M seqe pravu MA u taqki

B. Koju krivu opisuje taqka B ako se M kre�e po pravoj mx + ny = p? (Za m,n i p se mogu
uzeti konkretni brojevi.)

2. Krajevi odseqka du�ine a+b se kre�u po koordinatnim osama pravouglog Dekartovog sistema
Oxy. Na�i geometrijsko mesto koje opisuje taqka M koja dati odseqak deli na delove du�ina
a i b.

3. Kroz taqku (0,−a) postavǉen je snop pravih. Na svakoj od ǌih sa obe strane ǌene preseqne
taqke sa x–osom postavǉen je odseqak du�ine b. Na�i GMT krajeva tih odseqaka.

4. Date su dve taqke: M1 na x–osi (|OM1| = a) i M2 na y–osi (|OM1| = a). Na�i GMT M takvih
da va�i |−−−→M1M |2 + α|−−−→M2M |2 = β2, α, β ∈ R. Prodiskutovati rexeǌa za razne vrednosti α i β.

5. U ravni su dati konusni presek K, prava l1 i taqka O koja ne pripada datoj pravoj. Ako se
prava l okre�e oko taqke O ona �e se�i konusni presek K u taqkama M1 i M2, a pravu l1 u
M3.

( a ) Na�i GMT M takvih da su parovi taqaka M1,M2 i M,M3 harmonijski konjugovani.

( b ) Na�i graniqni polo�aj GMT-a dobijenog pod a) kada se prava l1 udaǉuje u beskonaqnost.

6. Prava d okre�e se ravnomerno (opisuje snop) oko centra kruga x2 + y2 = r. Istovremeno se
i taqka P kre�e po krugu ali u suprotnom smeru. Prava AP seqe pravu d u taqki Q (A je
fiksirana taqka na x–osi qija je apscisa a). Koju krivu opisuje taqka Q ako su u poqetnom
momentu prava d i taqka P bile na x–osi? Prodiskutovati na�eno GMT.

7. Dat je ugao ]AOB i taqka P unutar ǌega. Prava l opisuje snop sa centrom u P . U jednom
svom polo�aju l seqe krake ugla u taqkama M1 i M2. Unutar ugla, na l uoqimo takvu taqku
M za koju je −−−→M1P = −−−→

M2M . Pokazati da je GMT M hiperbola kada l opisuje snop.

8. Dati paralelogram podeǉen je na qetiri jednaka dela sredǌim linijama EF i GH koje se
seku u taqki O Taqka G le�i na strani CD, a F na BC. Du�i OG i GD podeǉene su na n
jednakih delova, tako da na du�i OG imamo taqke O, M1,M2, ..., Mn−1,Mn = G, a na du�i GD
taqke G,N1, N2, ..., Nn−1, Nn = D. Pokazati da se prave EMi i FNi, i = 1, 2, ..., n seku u taqkama
koje pripadaju elipsi.

7



9. Dat je paralelogram ABCD qije su stranice AB i BC podeǉene su na n jednakih delova. Tako
na stranici AB imamo taqke A, M1,M2, ..., Mn−1,Mn = B, a na BC taqke B, N1, N2, ..., Nn−1, Nn =
C. Iz taqke A povuqene su prave ANi, i = 1, 2, ..., n, a iz taqaka Mi prave li koje su paralelne
stranici AD. Pokazati da se prave ANi i li seku u taqkama koje le�e na paraboli.

10. Na�i GMT centara hiperbole koje prolaze kroz dve fiksirane taqke i sve imaju jednu za-
jedniqku asimptotu.

11. Neka je AB preqnik kruga poupreqnika r. Kroz taqku B povuqena je tangenta t na krug, a
kroz taqku A prava koja seqe krug u taqki C, a tangentu t u taqki D. Daǉe, kroz taqku C
povuqena je prava c, paralelna sa t, a kroz D prava d paralelna sa AB. Prave c i d seku se
u taqki E. Odrediti GMT E kada prava AC rotira oko taqke A.

12. Date su tri prave l1, l2 i l3 koje prolaze kroz taqku O. Prave l1 i l2 su me�usobno normalne i
preseqene su pravom l4 koja ne sadr�i O. Posmatrana prava l je stalno paralelna sa l1 seqe
prave l2, l3 i l4 redom u taqkama M2, M3 i M4. Odrediti GMT M pod uslovom da su parovi
taqaka M, M4 i M2,M3 harmonijski konjugovani.

Dodatak 2: Opxti geometrijski problemi
1. U ravni je data zatvorena konveksna poligonalna linija. Svakoj stranici poligona dodel-

jen je vektor normalan na ǌu usmeren spoǉa, qiji je intenzitet jednak du�ini stranice.
Odrediti sumu tih vektora.

2. U prostoru R3 dat je poliedar. Svakoj ǌegovoj strani dodeǉen je vektor normalan na ǌu,
usmaren spoǉa, qiji je intenzitet jednak povrxine strane. Odrediti sumu tih vektora.

3. Data su sfere polupreqnika r. Svakoj od ǌih dodeǉen je vektor normalan na ǌu i iste
du�ine. Na�i sumu tih vektora.

4. Posmatramo presek tri prava kru�na cilindra polupreqnika 1, qije su ose me�usobno nor-

malne. Pokazati da se taj presek mo�e smestiti u sferu polupreqnika

√
3
2
.

5. Ako je [e] ortonormirana baza, a A ortogonalna matrica, da li je i baza [e′] = A[e] tako�e
ortonormirana?

6. Odrediti min(a2 + b2) takav da polinom p(x) = x4 + ax3 + bx2 + ax + 1 ima bar jednu realnu
nulu.

7. U ravni α su date taqka F i prava d i skup taqaka K takav da je
|KF |

d(K, d)
= e > 0, ∀K ∈ K.

Dokazati da postoji konus C za koji je C ∩ α = K. Da li je taj konus jedinstven?

8. Dokazati da su direktrise i fokusi konusnog preseka jedinstveno odre�eni.

9. Dat je bilijarski sto oblika elipse. Posmatramo putaǌu kugle odre�enu jednim udarcem.
Dokazati da postoji elipsa konfokalna polaznoj koju tangiraju sve strane ove putaǌe.

10. Svakoj taqki u ravni dodeǉena je jedna od tri razliqite boje. Dokazati da za proizvoǉno
d > 0 postoji du� du�ine d qije su krajǌe taqke obojene istom bojom.

11. Svakoj taqki u ravni dodeǉen je po jedan realan broj tako da je centru a) opisanog; b)
upisanog kruga proizvoǉnog trougla dodeǉena aritmetiqka sredina brojeva koji odgovaraju
ǌegovim temenima. Dokazati da je to mogu�e ako i samo ako je svakoj taqki dodeǉen isti
broj.

12. Za unapred zadat prirodan broj n odrediti konveksan poligon sa n temena koja imaju celo-
brojne koordinate takav da mu je obim minimalan.

13. Za unapred zadat prirodan broj n odrediti konveksan poliedar sa n temena koja imaju celo-
brojne koordinate takav da mu je povrxina minimalna.
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