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ABajuTUIUYKa reoMeTpuja

-3a/1any 3a OIPaKTUKYM-

BekTopu y reomerpuju

. Hexka je Tauka P uma crpanunu AD, a tauka ) Ha nujaronanu AC mapanemnorpama ABCD, Tako na

je PD=3AP u w = 4@. Ilokasatu na cy tauke B, P u () KojuHeapHe.

IokazaTu ma ce Oy:KU KOj€ CIajajy CPEeAUIITa HACIPAMHUAX WBUIA IPOU3BOJLHOI TeTpaenpa y3a-
jaMHO TIOJIOBE.

Hera je taurka E cpemumre crpauuie AB mpoussosmuor uerBopyria ABCD u ueka 3a tauke F'u G
penom Baxku EF = BE?, EG = AD. Arxo je Tauka S cpemumre crpanune CD mokaszatu na cy Tadke
F, G n S xonuueapse.

Hera cy tauke M, N u P pemom cpemumra crpauuna BC, CA u AB tpoyraa ABC. Hexka je D
tauka Ha crpanunu BC, a tauke F u F penom cpemumra crpanuna BD u CD. Ilpase AD u NP
cery ce y tauku (). Hokazaru na je FF NP mapajenorpam duje ce aujaroHaie cery na my:xu MQ.

Iar je rpoyrao ABC u tauke X, u Y, Tako ma je Xn§ =n+1)AX, n Yn@ = nAY,, 3an € N.
Ilokaszaru ma mocroju Tavyka Koja Ipunana cBakoj ox upasux X,Y, (n € N).

Tauka P npunana crpanuru AB, a mpaBa p caap:ku Tauky P u napasenna je texumuoj nysku CCq,
npoussosmHOor Tpoyriaa ABC. Axo je pN BC = {M} u pN AC = {N} uspasutu BeKTOD PM + PN
IIPEKO BEKTOPAa AB u AC.

ITokazaTu na ce cuMeTpaJe CIOoJLAlkUX YIriaoBa Kom TeMeHa A u B u cuMeTpaja yria Kol TeMeHa
C npowussossHOT Tpoyria ABC cery y jeHOj TAuKuU.

Y mpocropy cy martu napasgenorpamu A; B1C1 Dy u AsBsCyDy. Axo cy tauke A, B, C'u D cpenumira
nysxu Ay Ao, B1By, C1Cy u Dy Dy pasmuunre Tauke, nokasatu na je oupa u ABCD mapamenorpam.

- .
@ u b. Hahwu omaoc y kome TpebGa na cToje mapaMeTpu

Hera je O 3ajemauukn moyeTtak BEKTODPA
-0 —>
b ) —G,)

R
a n  Tako na BeKTOp a@ + (b Oyme rosuHeapaH ca cumeTpasoMm yriaa £ (

Kopucrehu ckamapau mpouw3Bon mOKa3aTu Aa AY:KU KOje CIajajy CPEIUIITa CYCeTHUX CTPaHUIA
KBaJpaTa 00pa3yjy KBaIpar.

Y npasoyrisiom tpoyriy ABC, ca npasum yriom rkon temena C, koucTpyucaHna je Bucuna C'D. Ako
je M cpenumre nysxku C'D, a N cpemumre nysxku BD, nokazaru na je AM 1 CN.

Ilat je tpoyrao ABC kom kora cy Texumae mnysku u3 temena A u B mebhycobuo nopmamue. Onpen-
uTU Be3y m3MeDy myskmHA CTpaHWIA TPOyTJIA.

Axo ce y uerBopoyray ABCD nujaronaje ceky MO MPABUM YTJIOM, HOKA3aTU I& BaKU \EP +

IDCP? = |BCP? + | ADP.

WzBectu dpopmyny 3a pauyHame nosprmwuae tpoyraa ABC: 2P = %B—dﬁ
Hlat je npoussosman Tpoyrao ABC nospmwuue P. Heka cy tauke A;, By u C] TakBe na BayKu

CA = E,BCl = C’_B},ABl — BA. Konuka je moBpmuHa Tpoyriaa Ay B1Cy7

W3zpauynatu mospmmuy Tpoyraa oxpebenor Bekropuma 2@ — 30 u 3@ + 2?, ako je |@| = 2,
D) =3u|a+0b|=4
Ilokasaru na 3a KOMILIAaHADHE BEKTOpe @, j = 1,2,3,4 Baxku (a7 X @3) x (a3 x a1) = 0.

Hokasatu unenrurer (@ X b) X (7 x7)=[a, b, <] .
7(6, —8,5) u € onpebyje napanenenunen umja je BUCHHA KOja
el =

Ilatu cucreMm BekTopa a (3,—4,2),
o i - .
omrosapa crpanu (@, b) jemmaka 2. OnpemuTu nenoGpojHe KOOpAMHATE BEKTOPA €, KO je

ViduD ¢ =5.
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Hara je xkouka ABCDA;B1C1D; uuja je uBuna ny:xkuue 4. Heka cy taurke M, N u P cpenumra

crpana A1B1C1 Dy, BCC1B; u DCC1 Dy tum penom. Onpemnutu 3anpevuny terpaeapa AMNP u
—_—

BEKTOpP BUCHUHE TeTpaenpa u3 TeMeHa A mpexo BekTopa Ag, AD u AA;.

Tpanchopmanuje koopauHaATA

. Har je npasoyrau lekapTos koopaunaTHu cucteMm y pasau Oxy. Hosa oca Oz’ 3aknamna ca ctapom

s
Oz yrao 13’ & oca Oy’ zaxmana ca ocom Ox yrao 1 Nspasuru crape koopaunare (x,y) HEKOT

BEKTOpa @ MPEKO HeroBux HOBWX Koopamuata (2',y').

Ilara cy mBa KoopauHaTHa cucTteMa ucte opujertamuje Oxy u Ox'y’. TlpBu on BUX je mpaBoyrau, a
b 7r
OPYTU KOCOYTJIU Ca& KOOPAWHATHUM YTJIOM (¥ = T Oca Oz’ 3axmana ca ocom Ox yrao 5 ITouerak

HOBOT koopamHaTHOT cuctema O mma koopmumare (1,—1) y crapom. Hahwu Besy mameby crapux m
HOBUX KOODAMHATA.

Iata je tauka (1,—2) y omaocy Ha krocoyriu JlekapToB KOODIAMHATHU CHUCTEM YUjU je KOODIu-
7T .
HaTHU yrao @ = —. Halu xoopauuaTe mare Tauvke y OMHOCY HA KOODIUHATHU CHUCTEM UUje Cy OCe

cuMeTpaJie yrijioBa KOjI/I I'pPage oce marTor cucrema.

. Har je tpane3z ABCD kon kojer je omuoc usmeby napasenuux crpauuna AB : DC =3 :1. Hahnu

KOOpMHATE TEMEHa Tpame3a y OIHOCY Ha ciaemehm KoopAvHATHM cHCTEM: MOUYETAK CHUCTEMa je y
Tauku A, JOK Cy KOOPIUHATHU BEKTOPU AB u AD. (npenako?)

Ilat je mpasoyrau lexkaproB koopaunaTHu cucteM. Hahu ¢opmyite Tparnchopmaluje ako ce mHeros
s

KOOPIMHATHU modeTak npemectu y tadry O1(2,5), IOK ce mErose oce 3apoTHUpajy 3a 1 y cMepy
Ka3aJbKe Ha caTy.

Ilar je Terpaenap ABCD. KoopauHaTHU cUCTEM MMa MOUYETAK y TEMEHY A 1 KOOpIAUHATHE BEKTOPE

b
= A§, b =BC u 7T =AD. pyru KOOpAMHATHM CUCTEM MMAa MOYETAK y TERUIITY 1] cTpaHe

BCD, a meroBu KOOpAUHATHA BEKTOPU CY': ? = le, 17 =T B u ? =T D. O npeanuTu KOOpauHaTe
temena C, Tesgumra terpaenpa 1 u tesgumra crpane ACD y 06a KOOpIUMHATHA CUCTEMA.

Ilata cy mBa mpaBoyria koopauHaTHa cuctema Oxyz u Ox'y'z’. Oca Oz’ nposnasu Kpo3 IPBU OKTAHT
™

u rpamu ca ocama Ox u Oy yriaose on 3 Oca Oy’ neswkn y pasau Ozy u rpamu ca ocom Oy omTap

yrao; oca Oz’ je mocrassbeHa Tako ma cy oba cuctema ucte opujeHTtammuje. Hahwu Besy umameby

CTapux M HOBUX KOOpAMHATA.

a) Oce HOBOT npaBoyTIOr KoopaunatHor cuctema Ox'y'z’onpebene cy y omocy ma ctapu npasoyrau
T

1 Onpenuru Besy

) T s
roopauaaTtau cucreMm Oxyz caenmehum OjreposuMm yriosuMma 6 = g,w =3 =
u3meby crapux m HOBUX KOOpIUHATA.

6) Ilate cy Bese namely crapor u HOBOI KOODIAMHATHOI CHCTEMA!

x = %(f\/ix’ —5V2y +2V/32)
1

y = (V6 —Voy -2
1

z = Z(ﬁm/ +V2y +2v37).

Ogapenutu OjnepoBe yriose oBe TpaHChOpMAIH]e.

. 3a jeIrHUYHE KOODIAWHATHE BEKTOPE MPBOr KOOPAWHATHOD CHUCTEMa Y3€TU CY BEKTOPU OZ,OB) u

oC Koju seske Ha umBunama terpaenpa OABC, a 3a KOOpIWHATHE BEKTOPE APYTOr KOOPIWHATHOL
cUCTEMA je IUHUYHU BEKTOPU KOju jexke Ha TekummauM ayskuma OMy, OMs u OM3 crpana BOC,COA
u OAB, a ycmepenu cy ka taukama M;, i = 1,2, 3. Haliu Be3ay usmeby jensor u apyror KOOpauHATHOT
cucTeMa Kao U KOOPAWHATE TEMEHA TeTpaelapa y OMHOCY HA MPYTU CUCTEM.
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Ilata cy mBa Ilekaprosa koopmuuaTtHa cuctema Oxyz m Oz'y'z’. Tlpeu cucrem je mpasoyriwm,
oce Oz u 02 ce mokmamajy, nok cy oce Ox' m Oy 6Gucexrpuce yraosa £xOy u £20y. Hahn
KoopauHaTe Tauke M y OOHOCY Ha OPYyTY KOODAWHATHU CHUCTEM AKO Cy jOj KOODIMHATE Y MPBOM
cucremy (3,—1,3).

JImauje y paBHI

. Haliu ’MT y pasuu 3a koje je ommoc pacrtojama on tauke O(0,0) u npase z +y + 1 = 0 jemmaxo

V2. Koja je To kpusa?

Iara je npase | u tauke O € [;A ¢ |. Oppemuru I'MT C npasoyraouuka ABCD, axo tauka O
npunana crpanunu CD, nok ce teme B kpehe mo mpasoj .

Kpo3 koopiuuaTHU ModeTak Cy moBydeHe TeTwse Ha KpyT x2 + y? = 2z. Hahum 'MT cpeamma Tux
TeTUBA.

Temena terpaenpa cy M(z,y,z2),(1,2,1),(0,0,1),(1,0,0). lra je TMT M kana je rerpaenap yBek
ucTe 3anpemMuHe’

3
Onpemutu jemHauvHy mapaboiie KOja NMPOJasu KPO3 TAUKe (0,—5) u (0,—4) u uma oUpPEKTpUCy
20 —y+1=0.

Oppenutu jenHauyuHy KpuBe IPYTOr pena koja canp:ku tauky A(1,0) u ako je mo3HAT map KOHjyTO-
BaHUX aujamerapa kpuBe: y =1 u y =2 — 1 u wena taaresra x —y = 0.

3a xpuy 222 + 5xy — 3y? + 3z + 16y = 0 mahu map KOHjyroBaHWMX IujaMeTapa OJ KOjUX je jeJaH
mapaJiesan ca nmpasoMm 8x + 10y + 7 = 0.

Hahu jemmauumny KOHyCHOI Ipeceka KOju IpoJsiasu kKpo3 Tauky (1,1) m ako cy My IBa mapa KOHjy-
ropanux gujamerapa 2r —3y =0,z 4+2y=0unx —y =0,3z — 5y = 0.

Hahwu jemmaumnmy mapabose koja nomupyje z—ocy y tauku (4,0), a y—ocy y (0,3). (Teswn!)

Hamucaru jemmaunny kpuBe gpyror pena 4dmje cy oce cumerpuje npaBe 2 +y+1=0umz—y+1=0
u xoja canp:xu tauke (—2,—1) u (0, —2).

T
Oapemutu I'MT u3 xoux ce mapabona p: 4> = 62 BUIU IO YIJIOM OZ 1

2 2
Onpenuru 'MT u3 kojux ce enurmca — + v _ 1 Buau monm mpaBUM YTJIOM.
a

b2

11
Hokazaru na I'MT jennako ymameHUX On TAdKe M(i’ 5) u upase = +y = 0 ogpebeno jennaumsOoM
2?2 —2zy+y? — 22— 2y +1=0. OBy jemHAuMHY CBECTU HA KAHOHCKM OGJMK M HAIMCATU (OPMYyJIe
Te TpaHc(hopMamyje.

Onmpenutu jemuaumny xumepCose umje cy swwke Fi(—11,—10)u F5(13,14) n koja canpxu Tauky
M(vV2 + 1,9v2 + 2). cBectu n0o6ujeHy jeaHAUMHY HA KAHOHCKM OOJIUE U HAIACATHA (GOPMYJTIE Te
TpaHCcPopManuje.

W30MeTpujcKOM TPaHCHOPMAIL]OM CBECTH jenHauuny Kpuse 7x2 — S8zy + y? — 26x + 20y 4+ 28 = 0 Ha
KAHOHCKM OOJVK M HamucaTtu GopMmyse Te TpaHchopManuje.

( a) Ompenutu jemHauvHe acUMIOTOTA KpuBe y 06a KOODAWHATHA CUACTEMA.

( 6) Ompemutu KOOpIMHATE HEHUX KUKA Y 008 KOODAUHATHA CHCTEMA.

HIra npencrasipajy ciaenehe jenHadmee y moJapHUM KOOPIUMHATAMA:

(a) p=3;
(6) 921;
(e) pcos = 2;
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(2) psinf = 3;

(0) p=>5cosb;
() simp=13.

Crunuparu rpaduke 3a CBaKy O HUX.
Kojy kpusBy npencrasima p = 10sin 67

HanmcaTtu jenHauumny nmpaBe Koja je HOpMaJiHa Ha IOJIADHY OCY M Ha O] OJCEINA OACEYaK TYy:KUHE

5.

Ilate cy mapamerapcke jeqHaYNHE KPUBUX:

(a) 2 =12 —2t+1,

y=t—-1
(6) v =2acot?t,

y = 2a cott;
(8) x=cos’t,

y = sin? ¢;

t

(2) 2 =M(;+2),

y =1t

Koje cy To xpuse?

TpanchopMmUCaT TPABOYTIM KOOPAMHATHU CUCTEM TAKO A HOBe oce Oymy acuMmmToTe Kpuse 272 +
3xy — 2y — 9z — 11y = 0.

IloBpmu 1 KpuBe y IPOCTOPY

. Ompenuru jemmauuny pasHu Koja caapsku tauke A(1,—2,2) u B(2,3,—1) u HOpMaJHA je HA DPaBaH

a:3x—2y+2—-6=0.

Oppenuru jemuauuuy pasHu Koja canpsxku tadky A(1,1,1) u u npeceuny npasy paBHu « : 2x — y +
2z—1=0up:x2+y—32+2=0.

OnmpemuTu BpeaHOCT TapamMeTpa A 3a Kojy cy pasBam Ax+(1—A\2)y+42+7 = 0w 4z —3\y+2X22—5 =0
napaJieJsiHe.

. Ompemutu BpeaHocT mapaMerpa A 3a Kojy cy pasuu 6x+A\y—4z = 0 u x+2y+2A2—3 = 0 mehycobuo

HOPMAJIHE.
™
Hahu jemmauwny paBHEM KOja cagp:ku £—OCYy U 3aKjala yrao of 5 ca paBaM 2 — 3y +4z—1=0.

Hare cy paBan o : z = 34+u—v,y=24+3u—v,z=1+utvuf:x=-142u+tv,y=—-3—-5u+v,z =
44 Tu+ dv,u,v € R. Onpemutu \ Tako na cy oue MmehycoOHO HOpMaJHE.

Onpenurtu jenHauvHy HOpMaJiHe mpojekmuje mpase p: —3x +2y —z2+1 =02z —y+ 2+ 5 =0 Ha
paBaH o : —z + 3y — 42+ 3 =0.

IIpaBa b je marta kKao mpecek paBau = — Yy + 32 — 2 = 0,2z — 2y — 52 + 1 = 0. Hahwu jenmauune

Koce mpojernuje npase b Ha paBaH z + Yy + z = 0 aKO Ce NPOjEeKTOBAIKE BPIUIN HMAPAJEIHO BEKTODPY
— -

7i 4115 +13k. Ongpenuru jequauyuse OpTOTOHAJHE MPOjEKIUje TpaBe b Ha UCTYy paBaH.

Onpenuru 3ajemHuuky HOpMady npaBux a :x —y+2z2—1=0,4c+3y—2+3=0,b:3z+y—2+2 =
0,2x —5y+32z—4=0.

Onpenutu jennaurHy paBHEN Koja canpskn taury A(—2,3,1) u npasy [, ako mpasa | caap:Eu Tauky
P(0,2,1) n ceue mpasy p:2x —y+2z=3,2+y+ 2z =0 nox npasum yraom. (cemnrembap 2001)
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Onpenuru jemqHavywHy paBHU KOja je HOpMAaJIHA Ha Ipecek paBHU T + 2y = 3, —2z + z = 1 u ygameHa
j€ o KOOpAWHATHOT MOYeTKa 3a v/ 21.

Jenno teme napasenemnunena je tauka A(1,1,1), a Tpu merose HemapaJieNiHE CTPAHE NPUNALA]Y
paBamMa +y+22—1=0,22+y+32+2 =0,z —y—2+3 = 0. Onpenuru jeqHaynHe PaBHU KOjUMA
IPUIanajy NpeocTajie TPU CTPAHe Hapajesenniena.

Hahwu jenmauuny paBHU KOja m0JI0Bu yriose usMmeby paBuu br —5y—2z—-3=0mc+7y—22+1=0.
Hahwu nenrap u momynpeunuk kpyra k: (r —3)2 + (y —2)? + (2 — 2)2 = 25,22 + 2y — 2 — 17 = 0.

HamucaTtu jennaumee paBHU Koje nomupyjy coepy S : 22 4y + 22 — 4w+ 2y — 62 +8 = 0 u napaJense
cy paan o : ¢ —y + 2z +5=0.

Hahu roopaunare nenrpa cpepe roja moaupyje paBuu « : z+26 =0 u §: x+14 = 0, canp:xu Tauke
A(18,0,—25) u B(15,1,39) 1 ako ce 3Ha ga cy TpakeHe KoopauHare nenu 6pojesu. (jamyap 2002)

Oppenutu jemHauuHy KPY>KHOD IUIAMHADPA Koju canpsku tadry A(4,2,4) u uuja je oca mpasa p :
x—1 y—2 z+2
2 1 2

OnpemuTu jenmaumuy KoHyca umju je Bpx Tauka V(0,5,0) u koju cmoma momapyje chepy S : x2 +
2 2
yi+2c=9.

ITo xkaxkBOj KpMBO] paBaH

(a) z=3
(6) y=2
() z=2

ceue xouyc K : 3z2 + 9y? — 422 =07

. . — — -
Onpenuru jemnaumny muiaueapa P uuja je m3BogHUWIA mapaJjenHa Bektopy b =34 +2j5 + k n
umja je mupexTpmca Kpusa = 1 +t,y = 2t,2z = t2 — 3.

OmpenuTu yriose Koje ca KOOPAWHATHUM OCaM 3aKjana W3BOIHUNA MUINHIAPCKE moBpum (27 —y +
22— (r+2y—2+1)2-1=0.

OnpemuTy jeHAUMHY KOHYCHE TIOBPIIM UMju je BPX meHTap kpyra k: (r—2)2+ (y—2)2+ (2 +3)%2 =
36,3z +y — 2 =0, a AUpeKTpuca OPTOrOHAJHA IpOjeknuja kpyra Ha paBan Oxz. (oxrobap 2001)

Hat je xpy:xuu kouyc K : 322 — 4oy —4xz —8yz+2x+ 12y + 122+ 13 = 0. OapemuTu ocy TOr KOHYCA.
OxpenuTyn jemmauune chepa moaynpeuruxa /5 koje cy ymucame y xomyc. (jyr I 2002)

Jemnaumna 22 + y? — 22 = 0 mpeacTaBba KPYKHU KOHYC Ca BPXOM y KOODIMHATHOM ITIOUETKY YUja
ce oca mokyama ca z—ocoM. IIpecehim Taj komyc ca pasanm z = A(y + 1) u nmokasatu ma oproro-
HaJIHA TPOjeKIuja npeceka Ha paBHa Oxy Moxke OuTu esumca, xunepbosa, mapaboiia win Tadka y
3aBUCHOCTH OJ] PEAJHOT mapamerpa .

Hahwu jemmaunmy xomycre mospmm umju je Bpx S(1,1,0) a mupexrpuca kpusa = = t,y = 2,z = €.

2 y2 22

PTG WL I S
0,a > b > ¢ npencraB/pa €IUNCOUMI, jeTHOKPWIIHA WX ABOKPUJIHU Xumepbosoua. Y caydajy Kamna
Ta jemHaYMHA IPENCTaBJba EJIUICOUIE MOKA3aTU na Cy HBUXoBU mpeceru ca paBuuma Ozy, Orz u
Oyz roH(porasne eaunce. Ilokazaru na kpo3 csaky tauky M (z,y,z) nposase mo jemaH eJIUICOUL,
jeMHOKPUIHU U ABOKPUIHU XUMEPOOJIOUT KOjU 3aT0BOHABAJY OATY jeTHAYUUHY.

[Mosuaro je ma 3a pasziauuure BPEIHOCTU IapaMerpa A\ jeqHAaUYWHA 1=

Terpaenap je ompeben rkoopmumHaTHUM paBHMA M paBHu = — 10y — 2z = 57. Hahwu nenrap u
IOJIYNPEYHUK chepe yIucaHe y Taj TeTpaenap.

Oxo coepe | T —7¢ |= 3,75(1, —2, —1) onmcan je muiuugap dmje Cy TeHEPATPUCE TAPAJIEITHE MPABO]
x=2t—3,y=—t+7,z=—-2t+5. Onpenuru jeqHAUYNHY TOT HUJIUHIPA.

OnpemuTu ocy KPYysKHOT KOHyCa KOju je 3amar jemmadmuoM (mx + ny + pz)? = 22 + 32 + 22.
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. Y TPOAMMEH3WOHOM MPOCTOPY JaTe Cy MpaBe a : = = ub: =

OmpenuTu jeIHAUYMHY DMUIMHAPA KOJjU je ONMCaH OKO mBe chepe | T —Tg |= 16,73(1,0,2) u | 7 |= 16.
p

2 2
x
Hahu jemmaumue mpaBux Koje mpumanajy XurnepbOoIudKoM napaboIonmy 6 yZ = 2z U Koje cy
napaJiesnse pasau 3z + 2y — 4z = 0. (jamyap 2003)
. . . . z y—1 z
OnpenuTu jeaHauymHy MOBPIIX KOja je VHUja CBUX IPABUX KOJj€ CEKy NpaBe « : 5= "0 = jl,b :

-2 1
x = % = %,c: g = % = % Koja je To mospm? (¢pebGpyap 2003)

IIIra npencrasmajy jeanavume

(a) Y?+2°2—22-8r—22-9=0

(6) 422 —9y? — 22+ 40+ 12y — 22— 16 =0
(8) 922 + 4y? + 3622 — 62 + 4y — 602 +21 =0
(2)

2) dz? + 92 — 922 — 122+ 2y + 12246 =0

IIIta npencrasimajy jeaHavuwHe

(a) 202 —y? +22 —doy+22+3=0

(6) 22 =2y’ —ay+yz—az+x—y=0
8) 2z==x

(e) y

A ¢une Tpanchopmanmuje

.Y pasuu Ozy mare cy mpase a : y = x u b :y = 1 u taure A(3,1) u B(—1,1). Ogpenutu ¢op-

MyJie aguHe TpaHchopMalurje Koja IPeacTaBba KOMIO3UNN]Y XOMOTETHAje Ca MEHTPOM Yy Tauku A u
poraunuje oko Tauke B u Koja ciauka npaBy a y upasy b. (pebpyap 2002)

z—1 y—1 z—1 T

y z—2
. . . L1 1 0O 1 0
OmpenuTu jeqHAUYMHY KOMIIO3UIMje TPAHCIANMje U pOTalldje KOja IPecauKaBa OpaBy a Ha Opasy b.
(jamyap 2001)

Ilatu cy kpyrosu k1 : (x —6)? + (y — 6)? + (2 + 1)2 = 40, (z — 3)2 + y?> + (2 + 7)? = 13 u ko woju
npunana pasau x+2y+2z+5 = 0, uma uenrap y rauku C(—1,—1,—1) u nonynpeunux 1. Oxpenuru
¢popmyire xoMoTeTHje Koja mpeciavkasa ki Ha ko. (jamyap 2003)

Onpemutu aduny TpaHchopManmjy mpocTopa KOja MpPeNCTaB/ba KOMIO3UIM]Y XOMOTETHje Ca IeH-
tpom y taukn A(1,0,2) u KoepummjenToM 2 M paBaHCKe pe(IeKcHuje y OIHOCY Ha DaBaH « : & +
2y — 2+ 3 =0. Ompemutu cauky mospmu z2 + y? + 2y + 22 — 22 = —1 npum oBOj TparCchoOpMaNH]jH.
(cemrrembap 2001)

Oxpenutu GpopMmyIie Koce IPOjeKIuje TPoCTOpa Ha PaBaH ar+y—z = 2 y upasuy Bekropa u (1,1, 1).

Ompematu 3atuM KOHTYDPY cimke cdepe S : (x — 1)2 + (y +2)2 + (2 + 7)% = 4 mpu oBoj mpojexnuju.
(oxrobap 2002)

A ¢uHU npocropu muMeH3uje n > 4

. Y E* ucnnraTy y3ajaMHU [TONO/KA] IBOIMMEH3UOHE PDABHU (v @ T1 + To = 3, Ty — 3 + 24 = 1 u mpase
) 3

prax; =2t+ 1,20 = =2t — 1,253 = —t,x4 = t. Ogpenutu u Gopmyiie apune TpanchopMmalmje Kojom
ce tauka M (z1,xq,23,74) € E* npeciukasa y moj cumerpuuny tauky M'(x), 24, x4, 2}) y ommocy na
pasan «. (2. romoksujym 2001)

Y 4eTBOPOIVMEH3NOHOM €yKJINACKOM IIPOCTOPY AaTa je ABOMWMEH3MOHA PABaH (¢ KOja CaAP/KU TAUKe
A(1,1,1,1),B(2,2,0,0),C(1,2,0,1) u npasa p onpebena taukama D(1,1,1,2), F(1,1,2,1). Oapenurn
y3ajaMHU TOJIOKaA] IpaBe p U paBHu u Hahu nyskuHy BuxoBe 3ajenuuuke Hopmadte. (ampua 2001)



. Y 4eTBOPOAMMEH3MOHOM IPOCTOPY HATE CYy XUIEPPABHU (v : X1 + To — X3 +2x4 =9 u [ : 221 — x5 —
5 aBa. T Tro — 2 I3 — 3 Ty — 5
T3 — x4 = D U mpaB T — = = =
3 4 p p 1 9 3 4
[OIUPYjy PABHU o M [J M YMjU LEHTPU npunanajy npasoj p. (oxrobap 2002)

Onpenutu jenHauunne xunepcdepa Koje

. Y IeToarMeH3MOHOM EYKJIMACKOM MIPOCTOPY OATe Cy MOBOAVMMEH3WMOHE DABHU « : T + T3 — Ty =
0,—2x5 + 523 +2x4 = 0,20 —x3—24 =0u 0 : 21 = qx2 = 1,23 = 2p, x4 = 0,25 = 0,p,q € R.
Ogapenutu jenHauuHy cdepe Koja HOAUPYje PaBHU « U W YUjuU IEHTAp NpUIaLa IPaBOj Koja cede
00e paBHM W HOPMaJHA je HA CBaKy on mux. (oxrobap 2001)

Y 4eTBOPOIMMEH3MOHOM €YKJIUICKOM IIPOCTOPY JaTa je ABOIMMEH3MOHA PAaBaH o KOja CAIPAKU TAUKE
A(3,0,3,0), B(3,1,5,0),C(2,0,1,2) u chepa S : (1 —4)%+ (22 —2)2+ (23+5)?+(24—1)? = 1. Oxpenurn
KoOpauHaTe Tauke Ha cpepu S koja je majbmwka pasuu . (ampua 2002)

Onpenutu popmyiie aprHe TpaHCHOPMALKje YETBOPOAUMEH3NOHOT €YKINICKOL IIPOCTOPA KOja Ipe -
CTaBJ/ba KOMIIO3UWI]Yy CHUMETPUje Yy OOHOCY Ha ABOAMMEH3WOHY paBaH 21 + 22 = 0,23+ 24 = 0 1
HeHTpajHe cuMmeTpuje y omaocy Ha taury S(1,2,—1,0). (jamyap 2002)
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dpopmyte TpaHchopManuje Koja je KOMIO3UIUja pediIeKCcuje y ONHOCY Ha IPaBy P U TPaHCIAIUje
3a Bexrop U (1,2,2,—1). Oapemuru 3atum cauky xumepcdepe S : (z1 — 2)% + (z9 — 2)2 + (w3 + 1)2 +
(r4+1)? = 1 mpu 0BOj TpaHChOpPMAIUjU KAO U pacTojame chepe u mene camke. (pebpyap 2003)

Y YeTBOPOAUMEH3UOHOM IPOCTOPY JATa je IpaBa p : . Onpemuru

Honarak 1: I'MT y paBuHuU

1.

Ilara je Tauka A(ry,y;) u kpyr 22 +y? = 1. [Nomapa npoussomue Tauke M cede mpasy M A y Taukn
B. Kojy xpusy omucyje tauka B ako ce M kpelie no npasoj mx + ny = p? (3a m,n u p ce mory
y3eTU KOHKPETHU OPOjeBu. )

KpajeBu onceuka nyskune a+b ce kpehy mo kooparHaTHIM ocama IpaBoyrior lekapToBor cucrema
Ozy. Hahu reomerpujcko MecTo Koje onucyje tauka M Koja maTu oAcedakr Heyiu Ha NeJIOBE IyKUHA
awub.

Kpos rauky (0, —a) mocrasmen je cuon npasux. Ha cBakoj on mux ca obe cTpaHe H-€HE NPECeYHe
TavKe Ca I—OCOM IOCTaBJbeH je oncevar mysxkuae b. Hahu I'MT kpajeBa Tux omceuaxa.

Hare cy nse taure: M; Ha z—ocu (|OM;y| =a) u My va y—ocu (|JOM;| = a). Haliu TMT M rtaxsBux
na sasu | M M|? + o| M, M |2 = 32, a,3 € R. [lpoauckyToBaTH pemrera 3a pasHe BPEIHOCTH U [3.

Y paBHU cy matu KOHycHu mpecek K, mpasa [y u Tauka O Koja He mpumana natoj mpasoj. Ako ce
npaBa [ okpehe oko Ttauke O oma he cehu komycum nmpecek K y taukama M; u My, a npaBy l; y
Ms.

( @) Hahu I'MT M rakBux ma cy naposu tadaka M, Ms u M, M3 XapMOHUjCKY KOHjyTOBAaHMU.

( 6) Hahwu rpannunu nonoxkaj I'MT-a nobujenor non a) kana ce npasa l; ynapbyje y O6CKOHAUHOCT.

[Ipasa d okpehe ce pasEOMepHO (ommcyje cHoOm) OKo meHTpa kpyra z2 + y? = r. Vcrospemeno ce
u tauka P xpehe mo kpyry amu y cynporunom cmepy. IlpaBa AP ceue mpasy d y tauru @ (A je
¢urcupaHa Tayka HA T—OCH 4Yuja je amcurca a). Kojy kpuBy omnucyje Tauka () ako Cy y IOYETHOM
MOMeHTy mpaBa d u Tauka P 6une na x—ocu? IlpomuckyroBaru Haberno I'MT.

Hat je yrao LAOB u tauka P ymyrtap mwera. IIpasa [ omucyje cuoun ca mentpom y P. Y jemHom
CBOM TIOJIO:Ka]y | ceue kpake yrsa y Ttaukama M; u Ms. YHyTap yria, Ha | yOUMMO TaKBY TaudKy
M 3a xojy je MlﬁS = MsM. Tlokazatu na je I'MT M xunepGosa kama | omucyje CHOI.

Ilaty napaJesorpaM IMOAEJ/LEH je HAa YETUPU jenHaka meia cpenwmum jgunujama EF u GH woje ce
cery y tauku O Taura G nexu Ha crpanu CD, a F wa BC. Hyxu OG u GD nognesmene cy #Ha n
jemHAKUX mesoBa, Tako na Ha nyskum OG mmamo tauke O, My, Mo, ..., M,,_1, M, = G, a na ny:xxku GD
tauke G, N1, No,...,N,_1, N, = D. Tlokasaru na ce nupase EM; u FN;,i=1,2,...,n ceky y Tauykama
KOje Ipunanajy eaulcu.



10.

11.

12.

Hlar je napanenxorpam ABCD uuje cy crpanune AB u BC nonessene cy Ha N je IHAKAX nejoBa. Takro
ua crpanunu AB umamo tauke A, M1, Ms, ..., M,,_1, M,, = B, a ua BC tauke B, N7, Na,..., N,_1,N,, =
C. N3 tauke A nosyuene cy npase AN;,i=1,2,...,n, a u3 rauaka M; npase [; Koje cy mapaJiejiHe
crpauunu AD. Tlokasatu ma ce mpase AN, u [; ceky y Taukama Koje Jeke Ha mapaboiu.

Hahu I'MT nenrapa xumepbose kKoje mpoJsase Kpo3 ABe (PUKCHUPAHE TauyKe U CBE MMAjy jeoHy 3a-
JEMHUYKY aCUMIITOTY.

Hera je AB mpeunuk kpyra moynpeunuka 7. Kpos Tauky B moBydeHa je TaHreHTta t Ha KPyT, a
Kpo3 Tauky A mpaBa Koja ceue Kpyr y tauku C, a tanrenty t y tauku D. Ilame, kpo3 Ttauky C
IIOByUYeHa je IpaBa ¢, mapaJjeiHa ca t, a kpo3 D npasa d mapauenna ca AB. Ilpase c u d ceky ce
y tauku E. Ogpemutu I'MT E kana npasa AC porupa oko taure A.

Iare cy Tpu npase l1,ls u l3 kKoje npoma3ze kpo3 Taury O. Ilpase l; u ls cy mehycobuo Hopmasiae u
npecevene cy mpasoM l4 koja mHe caxp:ku O. [locmarpana nmpasa [ je cramHo mapajenHa ca l; cede
npase ls,ls u ly penom y taurkama Ms, Ms u My. Oppemuru 'MT M non ycnoBom ma cy mapoBu
Tauaka M, My n My, M3 XxapMOHU]CKA KOHjyTOBaHU.

Ilomarak 2: OmmTy reoMeTpujcK IPoodJIeMu

1.

10.

11.

12.

13.

Y paBHE je maTa 3aTBOPEHa KOHBEKCHA IOJUrOHAJHA JuHUja. CBaKOj CTPAHUIM IIOJUTOHA IO0IeJI-
jeH je BEKTOp HOpMaJiaH Ha WY YCMEPEH CNOoJhba, YUjU je WHTEH3UTET jeAHAK MYKUHU CTPAHUIIE.
Onpenutu cyMmy TUX BEKTOPA.

. Y mpocropy R3 mar je mommenap. CBakoj HmeroBoj CTpaHHM HOJE/beH je BEKTOP HOPMAJaH Ha Y,

yCMapeH CIIoJba, YMjU je MHTEH3UTET jenHak moBpruuHe crpane. OapemuTru CyMy TUX BEKTOPA.

Ilata cy cdepe momyupeunura r. CBakroj o HBUX TOJE/LEH je BEKTOD HODMAaJiaH Ha BY U UCTE
my:xkuHe. Hahwu cymy Tux BekTOpA.

. ITocmarpamo npecek Tpu mpaBa KpyskHa UJIMHIAPA DOJIyIpedHuKa 1, yuje cy oce mehycobHo HOD-

. 3
manHe. Ilokazarm ma ce Taj mpecek MOXKe CMECTUTU Y Chepy HMOIYIPEUHUKA 3

Axko je [e] opronopMupana Gasa, a A oproronasna marpuna, na jau je u 6asa [¢] = Ale] rakobe
OpPTOHOPMUpAaHAa?!

Ompemutu min(a? + b?) Takas na nonunom p(z) = 2t + ax® + bx? + ax + 1 uma Gap jemnny peasny
HYJTy.

Y paBHU « cy nmare Ttauka F' u mpaBa d m ckyn Tadaka K TakaB na je m =e > 0,VK € K.
IlorazaTu na noctoju kouyc C 3a xoju je CNa =K. Ila nu je Taj KOHyC jeAMHCTBEH?

Jorazatu na cy aupexrpuce U (OKyCU KOHYCHOT IIpECeKa jequHCTBEHO onpebhenu.

IlaTt je bunwmjapcku cto obauka enuice. llocmarpaMo myramy kyrie oapebeHy jemHum ymapueM.
IlokazaTu na mOCTOjU €IUIca KOH(OKAJIHA MOJIA3HO] KOjy TAHIMPAjy CBE CTPAHE OBE IIYTAE.

CBakoj Tauku y paBHU IOJAeJbeHa je jemHa ox Tpu pasiuuure 6oje. JlokazaTu na 3a NpOU3BOJLHO
d > 0 mocroju ny:x my:kuHe d yuje Cy Kpajime Tauke 000jeHe mcToM OOjoM.

CBakoj Tauku y paBHU HONEJHEH je IO jemaH peasiaH OpOj Tako Ha je HEHTPYy a) onucaHor; 0)
YIMCAHOT KPyra IPOM3BOJFHOI TPOYIJA MOAe/beHA apUTMETHUUKA CPequHa OpojeBa KOju OAroBapajy
H-eroBUM TeMeHuMa. Jlokaszatu na je To Moryhe axko m caMo akKO je CBaKOj TAYKM NONEJLEH UCTU
6poj.

3a yHampesn 3amaT IpUpoaaH OpoOj n OApeaUuTU KOHBEKCAH MOJUIOH Ca N TEeMEHA KOja MMajy HeJsio-
OpojHe KOoOpAuHATE TAKAB Aa MY je OOMM MUHUMAJIAH.

3a yHampen 3aaaT IpUPOAAH OPOj N OAPEIUTU KOHBEKCAH MOJMEeIap Ca 1 TEMEHA KOja UMAajy IeJIO-
OpojHe KoOpaumHATE TAKaB A& MY j€ MOBPIIMHA MUHUMAJHA.



