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1 Predgovor
Sam pojam ergodiqka datira iz 1898. godine, kada ga je prvi put isko-
ristio Bolcman3 u statistiqkoj mehanici, postav	aju�i hipotezu, koja
je (kasnije se pokazalo) bila pogrexna, ali je ustanovila put za da	a
istra�iva�a. Req ergodiqka poreklo vodi od grqkih reqi ergon i odos
koje oznaqavaju rad i put.

Prvi strogi rezultat je 1931. godine dobio Birkhof4, koji je dokazao
da je sistem ergodiqan ako i samo ako je fazni prostor nemogu�e razbiti
na sumu dvaju invarijantnih skupova, sastav	enih od celih trajektorija,
pri qemu svaki od �ih ima pozitivnu zapreminu.

Istovremeno, Birkhof je za veoma uopxtene uslove dokazao egzisten-
ciju vremenskih sred�ih vrednosti. �egova istra�iva�a nastavili su
Nojman5, Hinqin6, Krilov7, Bogo	ubov8 i drugi.

Iako se �en nastanak povezuje sa problemima statistiqke fizike,
ergodiqka teorija ima primene i u drugim nauqnim granama, kao xto su
teorija verovatno�e, teorija brojeva, diferencijalna geometrija...

Ergodiqku teoriju nije lako definisati jer koristi primere i tehn-
ike mnogih nauqnih po	a. Znaqaj ove oblasti je upravo u �enoj xirokoj
prime�ivosti.

Prirodno je zapitati se, xta je zapravo ergodiqki sistem? Er-
godiqki sistem je dinamiqki sistem u kome je sred�a vrednost u vremenu
jednaka sred�oj vrednosti u prostoru. Objasnimo to primerom leta put-
niqkog aviona izme�u taqaka A i B na zema	skoj kugli. Celu puta�u
aviona podeli�emo na tri osnovna dela:
1) uzleta�e, koje je pra�eno promenom meteoroloxkih uslova sa poras-
tom trenutne visine letelice (vetar, kixa, pritisak, temperatura i
sl.),
2) let aviona konstantnom brzinom na konstantnoj visini; kada pilot
aviona primeti na mernom pokazivaqu unapred propisanu visinu na ko-
joj treba da leti i zada kurs lete�a (ugao puta�e pribli�no izme�u
taqaka A i B, ugao ravni u kojoj le�i puta�a oblika kru�nog luka, on
uk	uquje ure�aj pod nazivom automatski pilot koji vodi avion sve do
trenutka u blizini taqke B, kada je potrebno sleteti),
3) sleta�e, kada pilot isk	uquje automatski ure�aj za vo�e�e aviona i

3Ludwig Eduard Boltzmann, austrijski fiziqar i filozof
4George David Birkhoff, ameriqki matematiqar
5Margittai Neumann Janos Lajos, ma�arsko-ameriqki matematiqar
6Aleksandr �kovleviq Hinqin, ruski matematiqar
7Aleksei Nikolaeviq Krylov, ruski matematiqar
8Nikolai Nikolaeviq Bogol�bov, ruski matematiqar
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preuzima komande, pri qemu se proces zavrxava prizem	e�em aviona.
U intervalima uzleta�a i sleta�a, promene meteoroloxkih uslova

su bile znaqajne, a procesi u kojima su se one jav	ale, matematiqki
definisane komplikovanim funkcijama, imale su karakter koji se ne
mo�e smatrati ergodiqkim. Naime, sred�e vrednosti meteoroloxkih
parametra u prostoru nisu se mogle smatrati pribli�no istim kao i
�ihove sred�e vrednosti u vremenu. Za razliku od toga, u intervalu
leta pod dejstvom automatskog pilota, sred�e vrednosti meteoroloxkih
parametara u prostoru i �ihove sred�e vrednosti u vremenu bile su
pribli�no iste i mogu se smatrati ergodiqkim. Upravo zahva	uju�i
ergodiqnosti procesa na razmatranom intervalu mogu�e je konstruisati
ure�aj za automatsko vo�e�e aviona.

U sluqaju borbenih aviona situacija je drugaqija, tada ne mo�emo
tvrditi ergodiqnost.

Ci	 ovog rada je da, sa razliqitih taqaka gleda�a, prika�e neke
osnovne rezultate navedene oblasti.

U uvodu �e biti dat pregled definicija i tvr�e�a neophodnih za
pra�e�e ostatka materijala. U narednim glavama rada, najpre �e biti
opisana svojstva ergodiqnosti, miksira�a, rekurentnosti, ekvidistribu-
cije, da bi se potom dao pregled va�nih teorema ergodiqnosti. Teorija
navedena u radu �e biti propra�ena primerima, kako bi se ukazalo na
mogu�nost �ene primene u razliqitim oblastima.

�elim da se zahvalim mentoru, profesoru Darku Milinkovi�u i
qlanovima komisije, profesorima Jeleni Kati� i Bi	ani Vujoxevi�,
na primedbama i sugestijama tokom nastaja�a ovog rada.
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2 Uvod
Pri egzaktnom opisiva�u fiziqkih procesa, qiji karakteristiqni pred-
stavnik je itermodinamika u xirem smislu, uvodi se pojam dinamiqkog
sistema. Kad se ka�e termodinamika u xirem smislu, misli se na
slo�ene fiziqke procese koji karakterixu, kako termodinamiqka kre-
ta�a pod dejstvom temperaturnih razlika i razlika u pritiscima u po-
jedinim taqkama fiziqke sredine, tako i usled uticaja gravitacionog
i elektromagnetnog po	a, odnosno dinamiqkog sistema sa plazmom9 u
kompleksnom fiziqkom po	u.

Uglavnom, dinamiqki sistem predstav	a matematiqki model nekog
fiziqkog objekta, procesa ili pojave. U matematiqkom smislu dinami-
qki sistem definisan je poqetnim sta�em i zakonom promene sta�a10

u vremenu. Pritom, zakon promene sta�a mo�e biti determinisanog i
sluqajnog karaktera.

Dinamiqki sistem u pomenutom sluqaju karakterixu atomi plazme
sa svojim prostorno-vremenskim koordinatama xi, yi, zi, ti i odgovaraju�im
projekcijama impulsa pi = mivi, i = 1, 2, . . . N , gde je N - ukupan broj
atoma u razmatranom sistemu koji je npr. pri normalnom pritisku na
Zem	i u 1cm3 u qvrstom telu, reda Avogadrovog broja11. Sledi da je
sistem od N atoma zapravo 6N dimenzioni prostor, xto je maksimalan
broj stepeni slobode12.

Me�utim, u praksi rad sa ovim prostorom nema nikakvog smisla, jer
je broj atoma ogroman i rexe�e tehniqki neizvod	ivo. Zbog toga se ova
vrsta problema rexava korix�e�em drugih teorija matematike.

2.1 Dinamiqki sistemi
Dinamiqki sistem se sastoji iz faznog prostora i pravila koje odre�uje
kako fazni prostor evoluira u vremenu. Izuqava�emo sluqaj diskretnog
vremena, odnosno razmatra�emo iteracije preslikava�a T : X → X.

Kako je T : X → X, iteracije formiraju grupu ako je preslikava�e
invertibilno, inaqe polugrupu. Iako smo dinamiqki sistem apstrak-
tno zadali, smatra�emo da on ima dodatnu strukturu koju quva .

U da	em tekstu naglasi�emo kada je (X,T ) mer	iv prostor sa pres-
likava�em koje quva meru, topoloxki prostor sa neprekidnim pres-

9ovde pod pojmom plazma podrazumevamo naelektrisane atome qije je kreta�e u

prostoru i vremenu definisano napred pomenutim fiziqkim po	ima
10za taqku u faznom prostoru ka�emo da je mikrosta�e sistema
11Amedeo Carlo Avogadro, italijanski fiziqar
12nezavisni parametar koji karakterixe sta�e fiziqkog sistema
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likava�em, metriqki prostor sa neprekidnim preslikava�em, metri-
qki prostor sa izometrijom ili glatka mnogostrukost sa diferencija-
bilnim preslikava�em.

Da bismo bo	e razumeli neke dinamiqke sisteme, tra�i�emo �ima
konjugovane i bo	e izuqene modele. Xta znaqi sam pojam konjugacije?

Ako imamo dva dinamiqka sistema (X,T1) i (Y, T2) i surjektivno
preslikava�e π : Y → X tako da dijagram

Y

π
��

T2 // Y

π
��

X
T1 // X

komutira, re�i �emo da su polukonjugovani, a sluqaj invertibilne polu-
konjugacije naziva�emo konjugacijom. Za neke klase dinamiqkih sistema
koristi�emo izraz ,,izomorfizam".

Ako postoji polukonjugacija π : Y → X, onda je (X,T1) faktor (Y, T2)
i (Y, T2) je ekstenzija (X,T1). Preslikava�e π : Y → X se jox naziva
faktor-preslikava�e ili projekcija.

Definicija Neka je x ∈ X.
Niz (T jx)j≥0 je parametrizovana orbita preslikava�a T kroz taqku

x.
Skup O+(x) =

⋃
j≥0

{T j(x)} je neparametrizovana orbita preslika-

va�a T kroz taqku x ili trajektorija taqke x. �

Re�i �emo da je taqka x ∈ X periodiqka s periodom N > 0 ako je
TNx = x. Oqigledno, period nije definisan samo za minimalno N .

Primer 1 Neka je T : R/Z → R/Z, T (x) = 2x (mod 1) (prema Slici
1).

Periodiqke taqke periode n su oblika k
2n−1

za k ∈ {0, 1, . . . 2n − 2},
xto sledi iz T nx = x+ k za k ∈ Z, odnosno iz 2nx = x+ k za k ∈ Z. �

Ako je preslikava�e T : X → X bijekcija, mogu se posmatrati dvos-
trani nizovi (T jx)j∈Z i definisati (redom) pozitivna, negativna i
cela orbita:

O+(x) =
⋃
j≥0

{T j(x)}, O−(x) =
⋃
j≥0

{T−j(x)}, O(x) =
⋃
j∈Z

{T j(x)}.

Pokuxa�emo da za zadatu taqku x ∈ X odredimo budu�nost i rekonstru-
ixemo proxlost.
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Slika 1:

Primer 2 Rigidne13 rotacije

Neka je S1 = {z ∈ C : |z| = 1} = {e2πix : x ∈ R} i posmatrajmo
preslikava�a

ϕ : S1 → S1

e2πix 7→ e2πi(x+α)

Φ : R→ R
x 7→ x+ α

p : R→ S1

x 7→ e2πix

Dijagram

R
p
��

Φ // R
p
��

S1 ϕ
// S1

komutira.

13pojam rigidna oznaqava da se rastojaǌe qestica ne meǌa
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Preslikava�e Φ na koliqniqkom prostoru indukuje preslikava�e

Φ̄ : R/Z→ R/Z
[x] 7→ [x+ α]

Metrika na S1 i R/Z se mo�e zadati sa d(e2πix, e2πiy) = min
j∈Z
|x−y− j|,

odnosno sa d([x], [y]) = min
j∈Z
|x− y − j|.

Stav 1 Ako je ϕ : S1 → S1 rigidna rotacija ϕ(e2πix) = e2πi(x+α), onda
va�i slede�e:

1. Ako je α = p
q
i celi brojevi p, q su uzajamno prosti, onda je svaka

orbita periodiqna sa istim minimalnim periodom q.

2. Ako je α ∈ R \Q, onda je svaka orbita gusta u S1.

Dokaz 1. Trivijalno, da je q minimalan period sledi iz uslova da
su brojevi p i q uzajamno prosti.

2. Primetimo da je ϕj(z) 6= ϕk(z) za j 6= k. Kako je

S1 =
N⊔
k=1

{e2πiβ :
k − 1

N
< β ≤ k

N
} i |{z, ϕ(z), . . . ϕN(z)}| = N + 1,

na osnovu Dirihleovog14 principa sledi

d(ϕj(z), ϕk(z)) <
1

N
za neke indekse j, k.

Brojevi ϕ(k−j)n(z) u ekvidistantnim koracima dele S1, pa za svako
ω ∈ S1 postoji n ≥ 0 takvo da va�i d(ω, ϕ(k−j)n(z)) < 1

N
. �

Primer 3 Anosov	ev15 difeomorfizam

Definicija Izomorfizam A ∈ L (Rn) je hiperboliqki ako va�i |λ| 6=
1, λ ∈ σ(A) i postoje taqke spektra koje zadovo	avaju λ < 1 kao i taqke
spektra koje zadovo	avaju λ > 1. �

Definicija Podskup M ⊂ Rn je hiperboliqki skup difeomorfizma
T : Rn → Rn ako ima slede�a svojstva:

14Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, nemaqki matematiqar
15Dmitrii Viktoroviq Anosov, ruski matematiqar
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1. M je kompaktan i invarijantan pri T ,

2. Postoji razdvaja�e tangentnog prostora u svakoj taqki skupa x ∈
M ,

Rn = TxRn = E+
x ⊕ E−x , x ∈M

koje je invarijantno pri linearizaciji od T ,

dT (x)E±x = E±T (x)

i postoje konstante c > 0 i 0 < m < 1 nezavisne od x za koje va�i

|dT±jξ| ≤ cmj|ξ|, ξ ∈ E±x , j ≥ 0,

3. razdvaja�e E+
p ⊕ E−p zavisi neprekidno od p ∈M .

�

Ako jeM kompaktna glatka mnogostrukost, difeomorfizam T : M →M
takav da je qitav M hiperboliqki skup se naziva Anosov	ev difeomor-
fizam. Nije svaki difeomorfizam Anosov	ev - naime, na sferi nema
takvih. Najjednostavniji primeri su torusi i izomorfizmi na �ima
koji nemaju sopstvene vrednosti modula 1, kao u primeru koji sledi.

Neka je A =

[
2 1
1 1

]
i T �oj pridru�eno preslikava�e na T koje

deluje kao na slici 2.
Matrica A je invertibilna (detA = 1) i hiperboliqka (ima sop-

stvene vrednosti |λ1| = 3+
√

5
2

> 1 > |λ2| = 1
|λ1| = 3−

√
5

2
), kao i samo

preslikava�e T .
Poka�imo da va�e slede�a svojstva:

1. Periodiqne taqke imaju racionalne koordinate,

2. |{x ∈ T : T nx = x}| = |λn1 + λn2 − 2|.

1. Neka je p : R2 → T projekcija. Kako je A invertibilna matrica
nad prstenom Z, to je

A(Z2) = Z2 i A(
1

k
Z2) = (

1

k
Z2).

Imaju�i u vidu da je

T (p(
1

k
Z2)) = p(A(

1

k
Z2)) = p(

1

k
Z2)
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(0,0) (3,0)

(1,1)
(2,1)

Slika 2: Anosovǉev difeomorfizam

i ovaj skup je konaqan (u bijekciji sa [0, 1) × [0, 1) ∩ 1
k
Z2), to je T

permutacija skupa i svaka taqka tog skupa je periodiqna.

Obratno, ako je T n(x1, x2) = (x1, x2) periodiqka taqka, onda je

An
[
x1

x2

]
=

[
x1

x2

]
+

[
n1

n2

]
, za neke n1, n2 ∈ Z.

Kako A, pa ni An nemaju 1 za sopstvenu vrednost, to va�i

(An − I)

[
x1

x2

]
=

[
n1

n2

]
i
[
x1

x2

]
= (An − I)−1

[
n1

n2

]
,

odakle sledi (x1, x2) ∈ Q2.

2. Videli smo da periodiqka taqka perioda n zadovo	ava

An
[
x1

x2

]
=

[
x1

x2

]
+

[
n1

n2

]
, za neke n1, n2 ∈ Z.

Preslikava�e An−I preslikava kvadrat [0, 1)× [0, 1) na paralelo-

gram P generisan vektorima (An− I)

[
1
0

]
i (An− I)

[
0
1

]
, pa je broj
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celobrojnih rexe�a jednaqine koja definixe periodiqke taqke
jednak broju taqaka sa celobrojnim koordinatama unutar paralel-
ograma P, odnosno broju taqaka skupa Z2 ∩P.

Na osnovu Pikove16 teoreme:

Teorema 1 Neka je P prost mnogougao qija temena imaju celo-
brojne koordinate. Povrxina mnogougla se raquna po formuli:

P = i+
b

2
− 1,

gde je i broj unutrax�ih taqaka mnogougla sa celobrojnim koordi-
natama, a b broj taqaka sa celobrojnim koordinatama rubu mno-
gougla.

taj broj je jednak upravo povrxini paralelograma P koja iznosi
| det (An − I)|.
Konaqno,

|{x ∈ T : T nx = x}| = | det (An − I)| = |(λn1−1)(λn2−1)| = |2−λn1−λn2 |.

�

2.2 Tranzitivni dinamiqki sistemi
Neka je (X, d) metriqki prostor i T : X → X neprekidno preslikava�e.

Definicija Dinamiqki sistem (X,T ) je tranzitivan ako T poseduje
gustu orbitu, odnosno ako postoji (tranzitivna) taqka x ∈ X takva da
je O+(x) = X.

Sistem je minimalan ako je svaka orbita gusta. �

Ako je sistem (X,T ) tranzitivan, tada za svaka dva neprazna otvorena
skupa U, V ⊂ X postoji ceo broj n ≥ 0 takav da va�i T n(U) ∩ V 6= ∅.

Zaista, neka je x taqka qija je orbita gusta. Tada, T j(x) ∈ U i
T k(x) ∈ V za neke indekse k ≥ j, k, j ∈ Z. Za y = T j(x) ∈ U i n = k − j
va�i T n(y) ∈ V .

Definicija Dinamiqki sistem je topoloxki tranzitivan ako za
svaka dva neprazna otvorena skupa U, V ⊂ X postoji ceo broj n ≥ 0
takav da va�i T n(U) ∩ V 6= ∅. �

12
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x
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Slika 3:

Oqigledno, svojstvo tranzitivnosti je jaqe od svojstva topoloxke
tranzitivnosti, pri uslovima koji su poqetno zadati.

Primer 4 Preslikava�e T : [0, 1]→ [0, 1]

T (x) =

{
2x, 0 ≤ x ≤ 1

2

2− 2x, 1
2
≤ x ≤ 1

(sa Slike 3) je topoloxki tranzitivno.

Primetimo da za Ik,n = [ k
2n
, k+1

2n
] i k = 0, 1 . . . 2n − 1 va�i T n(Ik,n) =

[0, 1]. Za otvoren podskup U ⊂ [0, 1] postoji k ∈ {0, 1, . . . 2n− 1} za koje je
Ik,n ⊂ U . Me�utim, tada je i [0, 1] = T n(Ik,n) ⊂ T n(U) ⊂ [0, 1]. �

U nastavku navodimo formulaciju i dokaz Birhofove teoreme tranz-
itivnosti, kojom su opisani uslovi pri kojima su ovi pojmovi ekviva-
lentni.

Teorema 2 Neka je metriqki prostor (X, d) kompletan i X poseduje
prebrojivu bazu. Neka je T : X → X neprekidno preslikava�e.

16Georg Alexander Pick, austrijski matematiqar
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Ako za svaki par (U, V ) otvorenih, nepraznih skupova postoji ceo
broj n = n(U, V ) ≥ 0 tako da va�i

T n(U) ∩ V 6= ∅,

onda postoji gust skup R+ ⊂ X tako da je za svaku taqku p ∈ R+

O+(p) = X.

Dodatno, R+ je druge kategorije.

Dokaz Lako se proverava da su pretpostavke teoreme ispu�ene ako je
X kompaktan metriqki prostor. Kako �emo nada	e raditi upravo sa
takvim skupovima, dokaza�emo samo ovaj specijalan sluqaj teoreme.

Naime, svaki niz ima konvergentan podniz (u metriqkim prostorima,
kompaktnost i sekvencijalna kompaktnost su isto), pa specijalno i
svaki Koxijev niz ima konvergentan podniz, xto znaqi da i sam kon-
vergira, qime je kompletnost dokazana. Kako otvorene lopte {B(xn, 1

n
) :

xn ∈ X} daju otvoreno pokriva�e prostora X za svako n ∈ N, mo�emo
izabrati konaqna potpokriva�a B(xn1 ,

1
n
),. . . B(xnmn ,

1
n
) i tada je skup

{xni : n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ mn} prebrojiv i gust u X.
Za svaka dva otvorena skupa U , V postoji n ≥ 0 tako da va�i T n(U)∩

V 6= ∅. Poslediqno, U ∩ T−n(V ) 6= ∅ i U ∩ O−(V ) 6= ∅. Dakle, orbita
proizvo	nog, otvorenog skupa je gusta uX, pa na osnovu Berove17 teoreme
kategorije:

Teorema 3 Ako je metriqki prostor (X, d) kompletan i (Vj)j≥1 pre-
brojiva familija otvorenih i gustih u X skupova, onda je �ihov pre-
brojiv presek

⋂
j≥1

Vj tako�e gust u X.

sledi, R+ =
⋂
j≥1

O−(Vj) je gust u X.

Neka je p ∈ R+. Tada, p ∈ O−(Vj) za svako j ≥ 1, pa za svako j ≥ 1
postoji s ≥ 0 tako da T s(p) ∈ Vj, odakle sledi O+(p) ∩ Vj 6= ∅ za svako
j ≥ 1. Prema tome, za svaki otvoren skup U ⊂ X va�i O+(p) ∩ U 6= ∅,
odnosno svaka orbita je gusta u X. �

Definicija Skup A ⊂ X je invarijantan pri preslikava�u T : X →
X ako je inverzna slika T−1(A) = {x ∈ X : Tx ∈ A} = A. �

Stav 2 Ako je dinamiqki sistem (X,T ) minimalan, onda je svaki za-
tvoreni invarijantni skup A 6= ∅ jednak X.

17René-Louis Baire, francuski matematiqar
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Dokaz Na osnovu invarijantnosti, za x ∈ A va�i O+(x) ⊂ A. Kor-
ix�e�em uslova minimalnosti, dobija se tra�eno: X = O+(x) ⊂ A =
A ⊂ X. �
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3 Ravnomerno raspodeǉeni nizovi po mo-
dulu 1

3.1 Definicija i kriterijumi
Neka je (xn)n≥0 realni niz. Prouqava�emo niz xn (mod 1), odnosno
ograniqi�emo se na prouqava�e �egovog razlom	enog dela, tj. niza
{xn} ∈ [0, 1].

Definicija Niz xn je ravnomerno raspode	en po modulu 1 ako va�i

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f({xj}) =

1∫
0

f(x)dx,

za svaku f ∈ C([0, 1]) za koju je f(0) = f(1). �

Stav 3 (Vejlov kriterijum) Ekvivalentno je slede�e:

1. Niz xn je ravnomerno raspode	en po modulu 1,

2. Za svako a, b ∈ [0, 1] va�i lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

χ[a,b]({xj}) = b− a.

Dokaz Implikacija (2 =⇒ 1) va�i jer se svaka neprekidna funkcija
mo�e aproksimirati linearnom kombinacijom karakteristiqnih fun-
kcija intervala.

(1 =⇒ 2): Neka je ε > 0. Karakteristiqna funkcija intervala se
mo�e aproksimirati neprekidnim funkcijama

f+(x) =


1, a ≤ x ≤ b
x−(a−ε)

ε
, max{0, a− ε} ≤ x < a

(b+ε)−x
ε

, b < x ≤ min{b+ ε, 1}
0, inaqe

f−(x) =


1, a+ ε ≤ x ≤ b− ε
x−a
ε
, a ≤ x < a+ ε

b−x
ε
, b− ε < x ≤ b

0, inaqe
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koje zadovo	avaju f−(x) ≤ χ[a,b](x) ≤ f+(x) za x ∈ [0, 1] i qiji se inte-
grali razlikuju za 2ε. Iz nejednakosti

1

n

n∑
j=1

f−({xj}) ≤
1

n

n∑
j=1

χ[a,b]({xj}) ≤
1

n

n∑
j=1

f+({xj})

sledi

b− a− 2ε ≤
1∫

0

f−(x) ≤ lim inf
n→∞

1

n

n∑
j=1

χ[a,b]({xj}),

lim sup
n→∞

1

n

n∑
j=1

χ[a,b]({xj}) ≤
1∫

0

f+(x) ≤ b− a+ 2ε,

odakle se izvodi �e	eno. �

Stav 4 (Vejlov kriterijum) Ekvivalentno je slede�e:

1. Niz xn je ravnomerno raspode	en po modulu 1,

2. Za svako l ∈ Z \ {0} va�i lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

e2πilxj = 0.

Dokaz Implikacija (1 =⇒ 2) se dokazuje primenom prethodnog stava
na funkciju f(x) = e2πilx.

Implikacija (2 =⇒ 1) va�i za trigonometrijske polinome, pa na
osnovu Vajerxtrasovog18 stava o ravnomernoj aproksimaciji va�i i za
neprekidne funkcije. �

Iz navedenog je vid	ivo da je ravnomerna raspode	enost niza u
vezi sa gustinom orbita odgovaraju�eg preslikava�a. Preciznije, va�i
slede�e

Stav 5 Ako je niz (xn)n≥1 ravnomerno raspode	en po modulu 1, onda je
{xn} gust u [0, 1].

Dokaz Neka je x ∈ [0, 1] i ε > 0. Treba pokazati da postoji n takvo da
{xn} ∈ (x−ε, x+ε)∩ [0, 1]. Na osnovu uslova ravnomerne raspode	enosti
po modulu 1

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χ(x−ε,x+ε)({xj}) = 2ε,

18Karl Theodor Wilhelm Weierstraß, nemaqki matematiqar

17



sledi da postoji n0 takvo da za n ≥ n0 va�i

1

n

n−1∑
j=0

χ(x−ε,x+ε)({xj}) > ε > 0,

pa postoji j za koje va�i {xj} ∈ (x− ε, x+ ε). �

Prethodni stavovi se uopxtavaju na vixedimenzione sluqajeve, uz
uslov obezbe�en slede�im stavom.

Stav 6 Neka su α1, α2, . . . αk ∈ R. Ekvivalentno je slede�e:

1. Niz xn = (α1n, . . . αkn) je ravnomerno raspode	en po modulu 1,

2. α1, . . . αk i 1 su racionalno nezavisni.

Dokaz (2 =⇒ 1): Racionalna nezavisnost znaqi da za (l1, . . . lk) ∈
Zk \ {0} va�i l1α1 + · · ·+ lkαk /∈ Z, pa je el1α1+···+lkαk 6= 1. Zato,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

e2πi(l1jα1+···+lkjαk) = 0.

Na osnovu Vejlovog kriterijuma sledi ravnomerna raspode	enost niza
(α1n, . . . αkn).

(1 =⇒ 2): Pretpostavimo da su α1, . . . αk i 1 su racionalno zavisni.
Tada postoji vektor (l1, . . . lk) ∈ Zk \ {0} za koji va�i l1α1 + · · ·+ lkαk ∈

Z. Kako je lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

e2πi(l1jα1+···+lkjαk) = 1 6= 0, niz (α1n, . . . αkn) nije

ekvidistribuisan. �

Stav 7 Neka je preslikava�e ϕ : Tk → Tk zadato sa ϕ(z1, . . . zk) =
(e2πiα1z1, . . . e

2πiαkzk). Ako su α1, . . . αk i 1 racionalno nezavisni, onda
je svaka orbita preslikava�a ϕ gusta u Tk.

Dokaz Za proizvo	an mer	iv skup A ⊂ Tk koji zadovo	ava m(A) > 0,
na osnovu vixedimenzione varijante ve� dokazanog stava prime�enog
na f = χA, zak	uqujemo da orbita pose�uje posmatrani skup beskonaqno
qesto. �

Primer 5

Iracionalne rigidne rotacije su tranzitivne i minimalne, na osnovu
prethodnog stava za k = 1. �
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3.2 Vejlova teorema ekvidistribucije za polinome
Slede formulacija i dokaz Vejlove19 teoreme ekvidistribucije za poli-
nome.

Teorema 4 Ako je bar jedan od koeficijenata polinoma p(n) = αkn
k +

· · ·+ α1n+ α0 iracionalan, onda je polinom p(n) uniformno raspode	en
po modulu 1.

Dokaz Lema 1 Neka su z0, . . . zn−1 ∈ C i 1 < m < n. Tada,

m2|
n−1∑
j=0

zj| ≤ m(n+m−1)
n−1∑
j=0

|zj|2 + 2(n+m−1)Re
m−1∑
j=1

(m− j)
n−1−j∑
i=0

zi+jzi.

Dokaz Paralelogram

z0

z0 z1

z0 z1 z2

.

.

.
z0 z1 z2 ... zm−1

z1 z2 ... zm−1 zm
z2 ... zm−1 zm zm+1

.
.

.
zn−m ... zn−1

zn−m+1 ... zn−1

.

.

.
zn−2 zn−1

zn−1

ima n+m− 1 redova.

Neka je sj suma j. reda. Imamo
n+m−2∑
j=0

sj = m
n−1∑
j=0

zj, odakle primenom

19Hermann Klaus Hugo Weyl, nemaqki matematiqar
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Koxijeve nejednakosti sledi

m2|
n−1∑
j=0

zj|2 = |
n+m−2∑
j=0

sj|2 ≤ (n+m− 1)
n+m−2∑
j=0

|sj|2.

Kako je |sj|2 =
∑
k

|zk|2 + 2Re
∑
k<l

zkzl, a zkzl se u izrazu
n+m−2∑
j=0

|sj|2 jav	a

m− (l − k) puta, to lako sledi tvr�e�e. �

Neka je (xn)n≤1 realni niz sa definisanim nizom m-razlika x
(m)
n =

xn+m − xn, za m ≥ 1.

Lema 2 Neka je (xn)n≤1 realni niz qiji je niz m-razlika ravnomerno
raspode	en po modulu 1, za svako m ≥ 1 . Tada, xn je ravnomerno
raspode	en po modulu 1.

Dokaz Za zj = e2πilxj i 1 < m < n va�i

m2|
n−1∑
j=0

e2πilxj |

n2
≤ m

n
(n+m−1)+2

(n+m− 1)

n
Re

m−1∑
j=1

m− j
n

n−1−j∑
i=0

e2πil(xi+j−xj),

gde izraz An,j =
n−1−j∑
i=0

e2πil(xi+j−xj) te�i 0 kad n→∞ za svako j, na osnovu

ravnomerne raspode	enosti niza x
(j)
i .

Imamo,

lim sup
n→∞

m2|
n−1∑
j=0

e2πilxj |

n2
≤ lim sup

m

n
(n+m− 1) = m,

lim sup
n→∞

|
n−1∑
j=0

e2πilxj |

n
≤ 1√

m
,

pri qemu posled�a nejednakost va�i za svako m ≥ 1, pa je

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

e2πilxj = 0,

xto znaqi da je niz ravnomerno raspode	en po modulu 1. �
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Vratimo se sada dokazu teoreme.
Dokaza�emo najpre specijalan sluqaj teoreme kad je vode�i koefi-

cijent polinoma iracionalan (indukcijom po stepenu polinoma). Za
bazu indukcije deg(p) = 1 tvr�e�e va�i. Pretpostavimo da va�i za
deg(p) = k. Tada, p(m)(n) = p(m + n) − p(n) je polinom stepena k, pa
je ravnomerno raspode	en po modulu 1 na osnovu induktivne hipoteze.
Sledi da je i p(n) takav.

Doka�imo sada opxtiji sluqaj. Neka je p(n) = αkn
k + · · ·+ α1n+ α0

takav da za �egove koeficijente va�i αk, . . . αs+1 ∈ Q i αs ∈ R \ Q.
Tada, p(n) = p1(n) + p2(n), za p1(n) = αkn

k + · · · + αs+1n
s+1 i p2(n) =

αsn
s+· · ·+α1n+α0. Polinom p1(n) je mogu�e napisati u obliku 1

q
(mkn

k+

· · · + ms+1n
s+1) za mj ∈ Z. Treba proveriti da je lim

n→∞
1
n

n−1∑
j=0

e2πilp(j) = 0

za svako l ∈ Z \ {0}. Kako je j = qm + r za neko m i r ∈ {0, . . . q − 1},
a p1(qm + r) = dr (mod 1) za dr ∈ Q i p2(qm + r) = p

(q,r)
2 (m) sa vode�im

iracionalnim koeficijentom, to va�i

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

e2πilp(j) = lim
n→∞

1

n

[n
q

]−1∑
m=0

q−1∑
r=0

e2πildre2πip
(q,r)
2 (m) =

= lim
n→∞

[n
q
]

n

q−1∑
r=0

e2πildr
1

[n
q
]

[n
q

]−1∑
m=0

e2πip
(q,r)
2 (m) =

= 0.

�
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4 Ergodiqnost, rekurentnost i miksiraǌe

4.1 Preslikavaǌa koja quvaju meru
Neka je dat konaqan mer	iv prostor (X,A ,m), gde je X skup, A σ-
algebra podskupova od X i m : A → [0,∞) konaqna mera. Navedene
oznake �emo koristiti i u narednim poglav	ima u tom obliku, izuzev
kada naglasimo drugaqije.

Definicija Preslikava�e T : X → X je mer	ivo ako je T−1(A) ∈ A
za svaki A ∈ A .

Mer	ivo preslikava�e T : X → X quva meru ako je m(T−1(A)) =
m(A) za svako A ∈ A .

Dodatno, ako T−1 postoji skoro svuda i mer	ivo je, ka�emo da je T
invertibilno preslikava�e koje quva meru. �

Primer 6 Neka je T : X → X mer	ivo preslikava�e i T (p) = p. Tada
je Dirakova20 mera δp T -invarijantna. �

Primer 7 Preslikava�e T : R/Z → R/Z T (x) = kx (mod 1), k ≥ 2,
k ∈ Z (Slika 4) quva Lebegovu meru.

0 1-1

1

-1

x

y

Slika 4: za k = 5

20Paul Dirac, britanski fiziqar
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m(T−1[a, b]) = m(
k−1⋃
j=0

[
a+ i

k
,
b+ i

k
]) = k

b− a
k

= b− a = m([a, b]).

�

Primer 8 Gausovo21 preslikava�e T : [0, 1]→ [0, 1]

T (x) =

{
1
x

(mod 1), x 6= 0

0, x = 0

(Slika 5; napomena: grafik je gux�i xto je x bli�e 0) ne quva
Lebegovu meru, ali Gausova mera, �oj ekvivalentna, zadata sa µ(B) =

1
ln 2

∫
B

dx
x+1

, invarijantna je mera za Gausovo preslikava�e.

0 1−1

1

−1

x

y

Slika 5: Gausovo preslikavaǌe

Poka�imo navedeno. Najpre primetimo da je

m(T−1[a, b]) = m(
⋃
n≥1

[
1

b+ n
,

1

a+ n
]) =

∑
n≥1

b− a
(a+ n)(b+ n)

.

Za [a, b] = [1
2
, 1] je m(T−1[a, b]) =

∑
n≥1

1
(1+2n)(1+n)

= ln 4 − 1 < 1
2

= m([1
2
, 1]).

Kako je 1
2
≤ 1

x+1
≤ 1 za x ∈ [0, 1], to va�i 1

2 ln 2
m(B) ≤ µ(B) ≤ 1

ln 2
m(B),

21Johann Carl Friedrich Gauß, nemaqki matematiqar
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odnosno Lebegova i Gausova mera su ekvivalentne. Gausova mera je in-
varijantna mera za Gausovo preslikava�e:

µ(T−1[a, b]) = µ(
⋃
n≥1

[
1

b+ n
,

1

a+ n
]) =

=
1

ln 2

∑
n≥1

1
a+n∫
1

b+n

1

1 + x
=

=
1

ln 2

∑
n≥1

[ln (1 +
1

a+ n
)− ln (1 +

1

b+ n
)] =

=
1

ln 2
lim
N→∞

N∑
n=1

[ln (1 +
1

a+ n
)− ln (1 +

1

b+ n
)] =

=
1

ln 2
lim
N→∞

[ln (1 + b)− ln (1 + a) + ln (
a+N + 1

b+N + 1
)] =

=
1

ln 2
[ln (1 + b)− ln (1 + a)] =

=
1

ln 2

b∫
a

1

x+ 1
dx =

= µ([a, b]).

�

Primer 9 Neka je sa β oznaqen zlatni presek β2 = β + 1 i T : [0, 1]→
[0, 1] T (x) = βx (mod 1) (videti sliku 6). Preslikava�e T ne quva
Lebegovu meru, ali mera µ definisana sa µ(B) =

∫
B

k(x)dx, gde je

k(x) =


1

1
β

+ 1
β3
, x ∈ [0, 1

β
]

1
β( 1
β

+ 1
β3

)
, x ∈ ( 1

β
, 1]

je T -invarijantna mera.

Za B = [ 1
β
, 1] lako se proveri da T ne quva Lebegovu meru skupa B,

m(T−1B) =
β − 1

β2
=

1

β3
6= 1

β2
= m(B).

Invarijantnost mere µ u odnosu na T se dokazuje za podsluqajeve:
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0 1

1

x

y

Slika 6:

1. [a, b] ⊂ [0, 1
β
]: Kako je T−1[a, b] = [ a

β
, b
β
] ∪ [a+1

β
, b+1

β
], imamo

µ(T−1[a, b]) =
1

1
β

+ 1
β3

m([
a

β
,
b

β
]) +

1

β( 1
β

+ 1
β3 )

m([
a+ 1

β
,
b+ 1

β
]) =

=
b− a
1
β

+ 1
β3

(
1

β
+

1

β2
) =

=
b− a
1
β

+ 1
β3

=

= µ([a, b]).

2. [a, b] ⊂ [ 1
β
, 1]:

µ(T−1[a, b]) = µ([
a

β
,
b

β
]) =

=
1

1
β

+ 1
β3

b− a
β

=

= µ([a, b]).

3. a < 1
β
< b: Kako je [a, b] = [a, 1

β
]∪ [ 1

β
, b], primenom 1. i 2. taqke lako

sledi dokaz.

�
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Primer 10 Definiximo logistiqko preslikava�e T : [0, 1] → [0, 1]
T (x) = 4x(1−x) (Slika 7) i meru µ = 1

π

∫
B

1√
x(1−x)

dx. Mera µ je verovat-

nosna i T -invarijantna mera.

0 1-1

1

-1

x

y

Slika 7: Logistiqko preslikavaǌe

Uvo�e�em smene x = sin2 θ, lako se proverava da va�i

µ([0, 1]) =
1

π

1∫
0

dx√
x(1− x)

=
1

π

π∫
0

dθ = 1.

Kako je T−1([a, b]) = [1−
√

1−a
2

, 1−
√

1−b
2

]∪ [1+
√

1−b
2

, 1+
√

1−a
2

], dovo	no je prove-

riti da je µ([1−
√

1−a
2

, 1−
√

1−b
2

]) = 1
2
µ([a, b]). Uvo�e�em smene y = 4x(1− x),

imamo

µ([
1−
√

1− a
2

,
1−
√

1− b
2

]) =
1

π

1−
√
1−b

2∫
1−
√
1−a
2

dx√
x(1− x)

=

=
1

2π

b∫
a

dy√
y(1− y)

=

=
1

2
µ([a, b]).
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Primer 11 Lirotovo22 preslikava�e T : [0, 1] → [0, 1] (na slici 8;
napomena: grafik je gux�i xto je x bli�e 0)

T (x) =

{
n(n+ 1)x− n, x ∈ ( 1

n+1
, 1
n
)

0, x = 0

quva Lebegovu meru.

m(T−1[a, b]) = m(
⋃
n≥1

[
a+ n

n(n+ 1)
,
b+ n

n(n+ 1)
]) =

∑
n≥1

b− a
n(n+ 1)

= b−a = m([a, b]).

�

0 1−1

1

−1

x

y

Slika 8: Lirotovo preslikavaǌe

Stav 8 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere. Ekvivalentno je slede�e:

1. T : X → X quva meru,

2.
∫
X

f ◦ T =
∫
X

f za sve f ∈ L(X,A ,m).

Dokaz Implikacija (2 =⇒ 1) je trivijalna (f = χA).
Obratno, tvr�e�e va�i za karakteristiqne funkcije mer	ivih skupova,
a na osnovu linearnosti integrala i za stepenaste, pa konaqno va�i i
za sve integrabilne funkcije. �

22Jacob Luroth, nemaqki matematiqar
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Primer 12 Neka je T : X → X mer	ivo preslikava�e i x periodiqna

taqka perioda n, T nx = x. Tada je µ = 1
n

n∑
i=0

δT ix T -invarijantna mera.

Dokaz sledi primenom prethodnog stava,∫
X

f ◦ Tdµ =
1

n

n∑
i=1

f(T ix) =
1

n

n−1∑
i=0

f(T ix) =

∫
X

fdµ.

�

Primer 13 Rigidne rotacije iz Primera 2 quvaju meru.

Uz ranije uvedene oznake, dovo	no je proveriti da je
1∫
S
f ◦ ϕ =

1∫
S
f

za svako f ∈ L(S1). Primetimo da je F (x) = f(e2πix) 1-periodiqna i
izraqunajmo

1∫
0

F (Φ(x))dx =

1∫
0

F (x+ α)dx =

=

α+1∫
α

F (x)dx =

=

1∫
α

F (x)dx+

α+1∫
1

F (x)dx =

=

1∫
α

F (x)dx+

α∫
0

F (x)dx =

=

1∫
0

F (x)dx

�

4.2 Poenkareova teorema rekurentnosti
Jedna od k	uqnih tema u ergodiqkoj teoriji je rekurentnost, koja po-
drazumeva pita�e koliko blizu poqetnog polo�aja se taqke skupa vra�aju
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pri iteracijama. Poenkareova23 rekurentnost je Dirihleov princip
ergodiqke teorije; pokazuje se da se skoro svaka taqka vra�a u skup
beskonaqno qesto.

Stav 9 Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor, T : X → X preslika-
va�e koje quva meru i A ∈ A mer	iv skup. Postoji mer	iv skup B ⊂ A
takav da je m(A) = m(B), sa svojstvom da za svako x ∈ B postoje celi
brojevi 0 < n1 < n2 < . . . takvi da T nix ∈ A za sve i ≥ 1.

Dokaz Skup A0 = {x ∈ A : T nx /∈ A za sve n ≥ 1} se mo�e zapisati u
obliku

A0 = A ∩
⋂
n≥1

T−n(X \ A),

pa je mer	iv. Za svako n ≥ 1 je

T−n(A0) = T−n(A) ∩
⋂

j≥n+1

T−j(X \ A),

odakle sledi da su skupovi A0, T
−1(A0),. . . disjunktni i mere m(A0).

Va�i m(A0) = 0, pa postoji skup A1 ⊂ A takav da je m(A1) = m(A) i
da se svaka taqka iz A1 bar jednom vra�a u A pri T . Primenom istog
argumenta na T 2, T 3, . . . definixu se A2, A3, . . . takvi da je m(An) =
m(A) i svaka taqka iz An se vra�a u A pri T n za n ≥ 1. Skup B =⋂
n≥1

An ⊂ A je mere m(B) = m(A) i svaka taqka iz B se vra�a u A

beskonaqno qesto. �

Prethodna Poenkareova rekurentnost je u potpunosti posledica ko-
naqne mer	ivosti prostora, xto ilustruje slede�i primer.

Primer 14 Preslikava�e T : R → R zadato sa T (x) = x + 1 quva
Lebegovu meru. Za bilo koji ograniqen skup A ⊂ R i bilo koje x ∈ A,
skup {n ≥ 1 : T nx ∈ A} je konaqan, pa T nema svojstvo rekurentnosti.
�

Navedeni primer je jedan od osnovnih razloga xto �emo pa��u ograni-
qiti na prostore konaqne mere.

23Jules Henri Poincaré, francuski matematiqar
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4.3 Definicije i karakterizacije ergodiqnosti i
miksiraǌa

Definicija Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere. Preslikava�e
T : X → X koje quva meru je ergodiqko ako za svaki T -invarijantan skup
A ∈ A va�i m(A) = m(X) ili m(A) = 0. �

Primer 15 Preslikava�e iz Primera 4 na stranici 13 je ergodiqko
u odnosu na Dirakovu meru δ0. �

Stav 10 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je ergodiqko,

2. m(T−1(A)4A) = 0 =⇒ m(A) = 0 ili m(X \ A) = 0.

Dokaz Implikacija (2 =⇒ 1) je oqigledna, doka�imo drugu.
Neka je m(T−1(A)4A) = 0. Za skup

B =
⋂
n≥0

⋃
N≥n

T−N(A) =
⋂
n≥0

Bn

se proverava da je m(B4A) = 0, xto sledi iz

A4Bn ⊂
⋃
N≥n

A4T−N(A) za svako n ≥ 0,

A4T−N(A) ⊂
N−1⋃
i=0

T−i(A)4T−(i+1)(A),

m(T−iA4T−(i+1)A) = 0,

m(A4T−N(A)) = 0,

m(A4Bn) = 0,

m(A4B) = 0.

Kako je i T−1(B) = B, sledi m(A) = 0 ili m(A) = m(X). �

Stav 11 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je ergodiqko,

2. m(A) > 0 =⇒ m(
⋃
n≥1

T−n(A)) = m(X).
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Dokaz Implikacija (2 =⇒ 1) trivijalna, doka�imo drugu.
Neka je A skup pozitivne mere i B =

⋃
n≥1

T−n(A). Tada je

m(T−1(B)4B) = 0 (iz T−1(B) ⊂ B i m(T−1(B)) = m(B)),

a zbog T−1A ⊂ B i prethodnog stava, sledi m(B) = m(X). �

Stav 12 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je ergodiqko.

2. Za svaku funkciju f ∈ L(X,A ,m), ako je f(T (x)) = f(x) za sve
x ∈ X, onda je f(x) konstantna skoro svuda.

Dokaz (2 =⇒ 1): Za invarijantan skup A ∈ A va�i χA(Tx) = χA(x),
pa je χA konstantna skoro svuda i sledi: m(A) = 0 ili m(A) = m(X).

(1 =⇒ 2): Pretpostavimo da ne va�i posmatrana implikacija za
funkciju f ∈ L(X,A ,m). Tada invarijantan skup A = {x ∈ X : f(x) ≥
c} ima meru 0 < m(A) < m(X), kontradiktorno ergodiqnosti T . �

Stav 13 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je ergodiqko.

2. Za svaku funkciju f ∈ L(X,A ,m) postoji nula skup Nf takav da

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

f(T j(x)) = 1
m(X)

∫
X

f za svako x ∈ X \Nf .

Dokaz Za dokaz implikacije (1 =⇒ 2) iskoristi�emo slede�u, Birho-
fovu teoremu ergodiqnosti, koju �emo dokazati naknadno:

Teorema 5 Neka je (X,A ,m) konaqno-mer	iv prostor i T : X → X
preslikava�e koje quva meru. Za svaku integrabilnu funkciju f ∈
L(X,A ,m) postoji funkcija f ∗ ∈ L(X,A ,m) i nula skup Nf ⊂ X
koji zadovo	ava T−1(Nf ) = Nf i

1. lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

f(T jx) = f ∗(x) za sve x ∈ X \Nf

2. f ∗(Tx) = f ∗(x) za sve x ∈ X,

31



3.
∫
X

f ∗ =
∫
X

f ,

4.
∫
X

| 1
n

n−1∑
j=0

f(T jx)− f ∗(x)|dm→ 0, n→∞.

Dakle, va�i f ∗(Tx) = f ∗(x) za svako x ∈ X i f ∗ ∈ L(X,A ,m), pa
na osnovu ve� dokazane karakterizacije ergodiqnosti imamo da je f ∗

konstantna skoro svuda. Na osnovu∫
X

f =

∫
X

f ∗ =

∫
X

c = cm(X),

tvr�e�e lako sledi.
Dokaz druge implikacije:

f(x) =
1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T j(x)) =

∫
f

m(X)
.

�

Za svaki mer	iv prostor (X,A ,m) konaqne mere m(X) > 0 se mo�e

definisati nova standardizovana mera sa µ(A) = m(A)
m(X)

za A ∈ A . Tada

je µ(X) = 1, pa je (X,A , µ) verovatnosni prostor. To �emo imati na umu
u da	em razmatra�u.

Stav 14 Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je ergodiqko.

2. Za sve A,B ∈ A lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

m(T−j(A) ∩B) = m(A)m(B).

Dokaz (1 =⇒ 2): za skoro svako x

1

n

n−1∑
j=0

χA(T jx)→ m(A),

1

n

n−1∑
j=0

χA(T jx)χB(x)→ m(A)χB(x),
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odakle primenom Lebegove teoreme dominantne konvergencije sledi

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

m(T−j(A) ∩B) = m(A)m(B).

Za dokaz druge implikacije posmatrajmo invarijantan skup E ∈ A
i uzmimo A = B = E. Va�i m(E) = m(E)2, odakle sledi m(E) = 0 ili
m(E) = 1. �

Stav 15 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere m(X) = 1 i T : X →
X preslikava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je ergodiqko.

2. Ako je za sve A,B ∈ A m(A)m(B) > 0, onda za neko n ≥ 1 va�i
m(T−nA ∩B) > 0.

Dokaz Jedna implikacija sledi na osnovu prethodnog stava, doka�imo
i drugu.

Neka je A T -invarijantan skup. Tada je i (X\A) T -invarijantan. Ako
bi oba skupa bili pozitivne mere, imali bismo 0 < m(T−nA∩(X \A)) =
m(∅) = 0, kontradikcija. �

Primer 16 Neka je X posuda napu�ena teqnox�u koja se sastoji iz
10% 
ina i 90% martinija. Pretpostavimo najpre da je oblast A u X
ispu�ena 
inom. Nakon n mu�ka�a T , koncentracija 
ina u proizvo	noj
zapremini B posude �e biti

m(T−nA ∩B)

m(B)
.

Fiziqki je prirodno oqekivati da �e nakon dovo	nog broja mu�ka�a
(n→∞) uqex�e 
ina u proizvo	noj zapremini B unutar X biti 10%.

�
Prethodni primer je motivacija za naredne definicije.

Definicija Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X
preslikava�e koje quva meru.

1. T je slabo miksira�e ako va�i

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

|m(T−j(A) ∩B)−m(A)m(B)| = 0, za sve A,B ∈ A
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2. T je strogo miksira�e ako va�i

lim
n→∞

m(T−n(A) ∩B) = m(A)m(B), za sve A,B ∈ A

�

Strogo miksira�e je jaqe svojstvo od slabog miksira�a, a slabo mik-
sira�e je jaqe svojstvo od ergodiqnosti.

Stav 16 Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je slabo miksira�e,

2. T × T je ergodiqko u odnosu na m×m,

3. T × T je slabo miksira�e u odnosu na m×m,

Dokaz (3 =⇒ 2): Trivijalno.
(2 =⇒ 1):

Lema 3 Neka je (xn)n≥0 ograniqen niz nenegativnih realnih brojeva.
Ekvivalentno je slede�e:

1. lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

xj = 0,

2. lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

x2
j = 0.

Dokaz Dokaz prve implikacije je na osnovu uslova ograniqenosti, a
druge primenom Koxi-Xvarcove24 nejednakosti. �

Na osnovu leme je dovo	no proveriti da va�i

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

|m(T−j(A) ∩B)−m(A)m(B)|2 = 0, za sve A,B ∈ A .

24Augustin-Louis Cauchy, francuski matematiqar i Karl Hermann Amandus
Schwarz, nemaqki matematiqar
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Kako je T × T ergodiqko, imamo

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

m(T−j(A) ∩B) =

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

m2((T × T )−j(A×X) ∩ (B ×X)) =

= m2(A×X)m2(B ×X) = m(A)m(B)

i

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

m(T−j(A) ∩B)2 =

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

m2((T × T )−j(A× A) ∩ (B ×B)) =

= m2(A× A)m2(B ×B) = m(A)2m(B)2.

Sledi,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

|m(T−j(A) ∩B)−m(A)m(B)|2 = 0.

(1 =⇒ 3):

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

(m×m)((T × T )−j(A1 × A2) ∩ (B1 ×B2)) =

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

m(T−j(A1) ∩B1)m(T−j(A2) ∩B2) =

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

m(A1)m(B1)m(T−j(A2) ∩B2)+

+ lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

(m(T−j(A1) ∩B1)−m(A1)m(B1))m(T−j(A2) ∩B2) =

= lim
n→∞

L1
n + lim

n→∞
L2
n.

T je slabo miksira�e, pa je lim
n→∞

L1
n = m(A1)m(B1)m(A2)m(B2). Izraz L2

n

se mo�e majorirati izrazom 1
n

n−1∑
j=0

|m((T × T )−j(A1)∩B1)−m(A1)m(B1)|

koji te�i 0, kad n→∞.
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Sledi,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

(m×m)(T−j(A1 × A2) ∩ (B1 ×B2)) =

= m(A1)m(B1)m(A2)m(B2) =

= (m×m)(A1 ×B1)(m×m)(A2 ×B2).

�

Stav 17 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere m(X) = 1 i T : X →
X preslikava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je strogo miksira�e,

2. T × T je strogo miksira�e u odnosu na m×m,

Dokaz (1 =⇒ 2):

lim
n→∞

(m×m)((T × T )−n(A1 × A2) ∩ (B1 ×B2)) =

= lim
n→∞

m(T−n(A1) ∩B1)m(T−n(A2) ∩B2) =

= m(A1)m(B1)m(A2)m(B2)

= (m×m)(A1 × A2)(m×m)(B1 ×B2).

(2 =⇒ 1):

lim
n→∞

m(T−n(A) ∩B) =

= lim
n→∞

(m×m)((T × T )−n(A×X) ∩ (B ×X)) =

= (m×m)(A×X)(m×m)(B ×X) =

= m(A)m(B).

�

Iako je miksira�e invarijantno u odnosu na proizvod, za ergodi-
qnost to ne va�i u opxtem sluqaju, xto pokazuje slede�i kontraprimer:

Primer 17 Na torusu posmatrajmo nekonstantnu funkciju f(x, y) =
x−y. Lako se proverava da je ona invarijantna, odnosno f(x+α, y+α) =
f(x, y), xto je kontradiktorno uslovu ergodiqnosti iz Stava 12. �
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4.4 Kacova lema i Kakutani-Rohlinov neboder
Poenkareova teorema govori da se skoro svaka taqka podskupa A pozi-
tivne mere vra�a u A, ali ne ka�e koliko treba qekati da se to dogodi.
Vreme oqekiva�a za male skupove je veliko i obrnuto. Ovo daje Kacova25

lema. U ovom poglav	u je data i Kakutani-Rohlinova26 lema prema kojoj
se skup mo�e razbiti na proizvo	no velik "neboder" mer	ivih skupova
i ostatak proizvo	no male mere.

Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X invertibilno
mer	ivo preslikava�e koje quva meru. Prema Poenkareovoj teoremi,
broj

rA(x) = inf{n ≥ 1 : T n(x) ∈ A}
je definisan za skoro svako x ∈ A.

A_1 A_2 A_3 A_n
A

Slika 9: Indukovana transformacija TA

Definicija Preslikava�e TA : A → A definisano (skoro svuda) sa
TA(x) = T rA(x)(x) nazivamotransformacijom indukovanom sa T na skupu
A. �

Sa An = {x ∈ A : rA(x) = n}, n ≥ 1, oznaqimo skup taqaka iz A koje
se nakon taqno n iteracija vra�aju u skup A. Posmatrani skup se mo�e
zapisati na slede�i naqin:

An = A ∩
n−1⋂
i=0

T−i(X \ A) ∩ T−n(A).

25Marek Kac, poǉski matematiqar
26Shizuo Kakutani, japansko-ameriqki matematiqar i Vladimir Abramoviq

Rohlin, ruski matematiqar
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Lema 4 Preslikava�e TA quva meru na prostoru (A,A |A,mA). Ako je
T ergodiqko u odnosu na m, onda je TA ergodiqko u odnosu na mA.

Dokaz Korix�ena notacija oznaqava slede�e:

A |A = {B ∩ A : B ∈ A },

mA(B) =
1

m(A)
m(B) za B ∈ A |A.

Efekat indukovane transformacije TA je vid	iv na Kakutanijevom ne-
boderu na Slici 9. Vertikalne strelice pokazuju kako dejstvuje T .
Ako je B ⊂ A mer	iv, tada je

B =
⊔
n≥1

B ∩ An

mA(B) =
1

m(A)

∞∑
n=1

m(B ∩ An).

Tako�e, na An je TA = T n, pa je i

TA(B) =
⊔
n≥1

TA(B ∩ An) =
⊔
n≥1

T n(B ∩ An).

Konaqno,

mA(TA(B)) =
1

m(A)

∞∑
n=1

m(T n(B ∩ An)) =

=
1

m(A)

∞∑
n=1

m(B ∩ An) =

= mA(B).

Ako TA nije ergodiqko, onda postoji TA-invarijantan mer	iv skup B ⊂

A mere 0 < m(B) < m(A). Skup
⋃
n≥1

n−1⋃
j=0

T j(B ∩ An) je netrivijalan T -

invarijantan skup, pa T nije ergodiqko. �

Lema 5 Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor, T : X → X ergodiqko
preslikava�e i A ∈ A takvo da je m(A) > 0. Tada je∫

A

rAdm = 1.
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Dokaz Kako je T ergodiqko, skoro svaka taqka iz X �e posetiti A. Di-
jagram (na Slici 9) predstav	a skoro ceo X. Sa dijagrama je vid	ivo
da se svaka kolona iznad An sastoji iz n skupova, An,0, . . . An,n−1, pri
qemu je An,0 = An i T

kAn,k = An za k = 0, . . . n−1. Iz T -invarijantnosti
sledi m(An,k) = m(An) za k = 0, . . . n− 1. Va�i

1 = m(X) =

=
∑
n≥1

n−1∑
k=0

m(An,k) =

=
∑
n≥1

nm(An) =

=
∑
n≥1

∫
An

rAdm =

=

∫
A

rAdm.

�

Lema 6 Neka je (X,A ,m) neatomiqni verovatnosni prostor i T :
X → X ergodiqko preslikava�e. Tada, za svako n ≥ 1 i svako ε > 0
postoji skup A ∈ A sa svojstvom da su A, T (A), . . . T n−1(A) disjunktni
i

m(
n−1⊔
i=0

T i(A)) > 1− ε.

Dokaz Neka je B ⊂ X mere m(B) < ε
n
(ovakav skup postoji na osnovu

svojstva neatomiqnosti, m({x}) = 0 za svako x ∈ X). Formira�emo
Kakutanijev neboder. Preciznije, neka je

Bk = {x ∈ B : rB(x) = k} za k = 1, 2, . . . .

Skup X je jednak (do na skup mere nula) skupu

k−1⊔
i=0

T i(Bk), za k = 1, 2, . . . .

Da bismo formirali skup A, uze�emo bazu svake kolone poqev od n-te i
svaki n-ti sprat iste kolone (do vrha nebodera). Imamo

A =
⊔
k≥n

[ k
n

]−1⊔
j=0

T jn(Bk).
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Disjunktnost skupova je posledica konstrukcije, a mera izostav	enih
spratova je ma�a od n

∑
k≥1

m(Bk) ≤ nm(B) < ε. �
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5 Ergodiqke mere kao ekstremalne taqke
Definicija Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X
preslikava�e koje quva meru. Mera m je ergodiqka ako za svaki A ∈ A
koji zadovo	ava T−1A = A va�i m(A) = 0 ili m(A) = 1. �

Posmatrajmo kompaktan metriqki prostor X sa Borelovom σ-algebrom
B, tj. sa najma�om σ-algebrom koja sadr�i sve otvorene podskupove od
X. Pokazuje se da je prostor realno-vrednosnih funkcija definisanih
na X, u oznaci C (X,R), sa uniformnom merom separabilan Banahov
prostor(videti [2]).

Neka je M (X) skup Borelovih verovatnosnih mera na (X,B).
Re�i �emo da µn slabo konvergira ka µ kad n → ∞ ako za svako

f ∈ C (X,R) va�i
∫
fdµn →

∫
fdµ kad n → ∞. (Oznake i uslovi u

nastavku va�e za celo navedeno poglav	e).
Lako se proveravaju svojstva skupa M (X) zadata slede�om teoremom.

Teorema 6 Skup M (X) je neprazan, konveksan i slabo kompaktan.

Dokaz Konveksnost je trivijalna. Skup je neprazan jer sadr�i Di-
rakovu meru, a za proveru kompaktnosti koristi se �oj ekvivalentna
sekvencijalna kompaktnost.

Izaberimo gust podskup {fi}∞i=1 ⊂ C (X,R) i za zadati niz mera
µn ∈ M (X) posmatrajmo ograniqen niz µn(f1) ∈ R. On ima konver-

gentan podniz µ
(1)
n (f1). Ponovimo postupak na µ

(1)
n (f2) ∈ R,. . . Na ovaj

naqin se za svako i ≥ 1 dobijaju ugne�deni podnizovi {µ(i)
n } ⊂ {µ(i−1)

n }
takvi da µ

(i)
n (fj) konvergira za 1 ≤ j ≤ i. Dijagonalni niz µ

(n)
n je podniz

µ
(i)
n za svako i ≥ 1. Kako je {fi} gust, za svako ε > 0 se mo�e izabrati

fi takvo da ‖f − fi‖ ≤ ε. Tako�e, µ
(n)
n (fi) konvergira, pa je i Koxi-

jev, odnosno postoji N tako da za n,m ≥ N va�i |µ(n)
n (fi)−µ(m)

m (fi)| ≤ ε.

Primenom ε
3
-metode dobija se da µ

(n)
n konvergira. Prema Risovoj teoremi

reprezentacije, za ω(f) = lim
n→∞

postoji mera µ takva da je ω(f) =
∫
fdµ.

�

Neka je T : X → X neprekidna transformacija. Oqigledno, ona je
mer	iva.

Za zadatu meru µ, mo�e se definisati mera T∗µ sa

T∗µ(B) = µ(T−1B).
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O T∗ se mo�e razmix	ati kao transformaciji T∗ : M (X)→M (X),

T∗µ = µ ◦ T−1.

Oznaqimo
M (X,T ) = {µ ∈M (X) : T∗µ = µ}.

Prema lemi na stranici 67. u [2], va�i ekvivalencija:

µ ∈M (X,T )⇔
∫
f ◦ Tdµ =

∫
fdµ za svako f ∈ C (X,R).

Teorema 7 Skup M (X,T ) je neprazan, konveksan i slabo kompaktan
podskup skupa M (X,T ).

Dokaz Videti 70. i 71. stranicu u [2]. �

Definicija Taqka konveksnog skupa je ekstremalna ako se ne mo�e
predstaviti netrivijalnom konveksnom kombinacijom drugih elemenata
skupa. �

Na osnovu slede�e teoreme (videti dokaz u [2]) sledi egzistencija
ergodiqke mere u M (X,T ):

Teorema 8 Neka je T : X → X neprekidno preslikava�e kompaktnog
metriqkog prostora. Tada postoji bar jedna ergodiqka mera u M(X,T ).
�

Konaqno, mo�emo na osnovu slede�e teoreme (videti dokaz u [2]) za-
k	uqiti da su ergodiqke mere ekstremalne taqke skupa M (X,T ):

Teorema 9 Neka je T : X → X neprekidna transformacija kompak-
tnog metriqkog prostora X sa Borelovom σ-algebrom B . Slede�e je
ekvivalentno:

1. T -invarijantna verovatnosna mera µ je ergodiqka,

2. µ je ekstremalna taqka M (X,T ).

�
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6 Tranzitivnost ergodiqkih sistema
Na osnovu kriterijuma ergodiqnosti iz Stava 13, va�i slede�i stav
ekvidistribucije.

Stav 18 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere i T : X → X ergodi-
qko preslikava�e. Ako za A ∈ A va�i m(A) > 0, onda postoji skup NA

mere nula, takav da je

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χA(T jx) =
m(A)

m(X)
.

�

Ergodiqnost je svojstvo preslikava�a koja quvaju meru na mer	i-
vom prostoru, dok je tranzitivnost svojstvo neprekidnih preslikava�a
na topoloxkom prostoru. Snabde�emo mer	iv prostor topologijom i
pokazati da je ergodiqki sistem tranzitivan (xto je definisano u Po-
glav	u 2.2), pri odre�enim uslovima.

Stav 19 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere i T : X → X ergo-
diqko preslikava�e. Pretpostavimo da je (X, d) metriqki prostor
sa prebrojivom bazom otvorenih skupova i da je svaki otvoren skup
mer	iv, pozitivne mere.

Tada, postoji skup N ⊂ X mere nula takav da je

O+(x) = X za x ∈ X \N.

Dodatno, ako je T : X → X neprekidno preslikava�e i (X, d) kom-
pletan metriqki prostor, skup

R+ = {x ∈ X : O+(x) = X}

je gust u X i II Berove kategorije.

Dokaz 1. Neka je (Vk)k≥1 prebrojiva baza otvorenih nepraznih skupova.
Kako je m(Vk) > 0, na osnovu stava ekvidistribucije, za Vk pos-
toji nula skup Nk ⊂ X takav da je T jx ∈ Vk za sve x ∈ X \ Nk

i beskonaqno mnogo indeksa j. Prema tome, O+(x) ∩ Vk 6= ∅ za
x ∈ X \Nk. Skup N =

⋃
n≥1

Nk je mere nula i O+(x) ∩ Vk 6= ∅ za sve

x ∈ X \N i sve k ≥ 1. Stoga, za proizvo	an otvoren neprazan skup
va�i

O+(x) ∩ V 6= ∅ za sve x ∈ X \N.
Dodatno, m(R+) = m(X).
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2. Kako je T neprekidno, skup O−(Vk) =
⋃
j≥1

T−j(Vk) je otvoren. Kao

u prethodnoj taqki, nalazimo da je O−(Vk) gust za svako k ≥ 1.
Primenom Berove teoreme kategorije, zak	uqujemo da je

R =
⋂
k≥1

O−(Vk)

gust u X i II Berove kategorije. Za p ∈ R va�i

O+(p) = X

(dokaz po ugledu na Birhofovu teoremu tranzitivnosti).

Iz R ⊂ R+, sledi R+ = X. �
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7 Fon Nojmanova teorema ergodiqnosti
Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere. Preslikava�em T : X → X ko-
je quva meru je indukovan pridru�eni operator UT : L2 → L2 definisan
sa UT (f) = f ◦ T .

Lako se proverava da je UT izometrija. Naime, za f1, f2 ∈ L2 je

〈UTf1, UTf2〉 =

∫
f1 ◦ T · f2 ◦ Tdm =

=

∫
f1f2dm =

= 〈f1, f2〉

Ako je preslikava�e T invertibilno, �emu pridru�en operator UT je
unitaran (U−1

T = U∗T ) i naziva se Kopmanov
27 operator.

Svojstvo transformacije koja quva meru je spektralno ili unitarno
ako se mo�e odrediti izuqava�em pridru�enog operatora na L2. Na os-
novu stava koji smo ranije dokazali, ergodiqnost je karakterisana svoj-
stvom da su jedine T -invarijantne funkcije konstantne. Prema tome,
ergodiqnost je unitarno svojstvo.

Fon Nojmanova28 teorema, koja je navedena u nastavku, prethodi (u
matematiqkom smislu) Birkhofovoj teoremi ergodiqnosti.

Teorema 10 Neka je (X,A ,m) prostor konaqne mere, T : X → X pres-
likava�e koje quva meru i PT ortogonalna projekcija na zatvoren pot-
prostor I = {g ∈ L2 : UTg = g} ⊂ L2. Tada za svako f ∈ L2,

1

n

n−1∑
i=0

U i
Tf → PTf u L2.

Dokaz Neka je B = {UTg − g : g ∈ L2}. Pokaza�emo da je B⊥ = I.
I ⊂ B⊥: Za f = UTf je 〈f, UTg − g〉 = 〈UTf, UTg〉 − 〈f, g〉 = 0.
B⊥ ⊂ I: Za f ∈ B⊥ je 〈UTg, f〉 = 〈g, f〉, za sve g ∈ L2. Stoga,

‖UTf − f‖2 = 〈UTf − f, UTf − f〉 =

= ‖UTf‖2 − 〈f, UTf〉 − 〈UTf, f〉+ ‖f‖2 =

= 2‖f‖2 − 〈U∗Tf, f〉 − 〈f, U∗Tf〉 =

= 0.

27Bernard Osgood Koopman, francusko-ameriqki matematiqar
28János Lajos Neumann, ma�arsko-ameriqki matematiqar
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Sledi, L2 = I ⊕ B, odnosno svaka funkcija f ∈ L2 se mo�e zapisati u

vidu sume f = PTf + h, za h ∈ B. Proverimo da je 1
n

n∑
i=0

U i
Tf → PTf u L2,

za svako f ∈ L2.

1. Za f ∈ I tvr�e�e je trivijalno.

2. Za f = UTg − g ∈ B tvr�e�e je posledica

‖ 1

n

n−1∑
i=0

U i
T (UTg − g)‖ = ‖ 1

n

n−1∑
i=0

U i+1
T (g)− U i

T (g)‖ =

=
1

n
‖
n−1∑
i=0

Un
T (g)− g‖ → 0.

3. Neka je ε > 0 i h ∈ B. Postoji h′ ∈ B takvo da je ‖h− h′‖ < ε. Za

dovo	no veliko n je ‖ 1
n

n−1∑
i=0

U i
Th
′‖ < ε. Konaqno,

‖ 1

n

n−1∑
i=0

U i
Th‖ ≤ ‖

1

n

n−1∑
i=0

U i
T (h− h′)‖+ ‖ 1

n

n−1∑
i=0

U i
Th
′‖ < 2ε,

odakle sledi tvr�e�e. �
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8 Jox o ergodiqnosti i miksiraǌu
Naredni rezultat objax�ava koncepte ergodiqnosti i miksira�a u fun-
kcionalnoj formi.

Stav 20 Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je ergodiqko,

2. lim
n→∞

1
n

n−1∑
i=0

〈U i
Tf, g〉 = 〈f, 1〉〈g, 1〉 za sve f, g ∈ L2.

Dokaz (2 =⇒ 1): Na osnovu karakterizacije date u Stavu 14, dovo	no
je uzeti f = χA, g = χB za mer	ive skupove A,B ∈ A i primetiti da je
χA ◦ T = χT−1A.
(1 =⇒ 2): Tvr�e�e va�i za karakteristiqne funkcije, pa na osnovu
linearnosti va�i i za proste, a primenom teoreme o monotonoj konver-
genciji sledi i za integrabilne funkcije. �

Stav 21 Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je slabo miksira�e,

2. lim
n→∞

1
n

n−1∑
i=0

|〈U i
Tf, g〉 − 〈f, 1〉〈g, 1〉| = 0 za sve f, g ∈ L2.

Dokaz (2 =⇒ 1): Uzeti f = χA, g = χB za mer	ive skupove A,B ∈ A .
(1 =⇒ 2): Neka je T slabo miksira�e. Uzmimo f ′ = f(x)f(y) ∈ L2,
g′ = g(x)g(y) ∈ L2. Prema Stavu 17, T ×T je ergodiqko u odnosu na meru
m × m. Na osnovu karakterizacije ergodiqnosti iz prethodog stava
imamo da je

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

〈U i
T×Tf

′, g′〉 = 〈f ′, 1〉〈g′, 1〉.

Leva strana izraza je jednaka 〈UTf, g〉2, a desna 〈f, g〉2. Kako je T i
ergodiqko, va�i i

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

〈U i
Tf, g〉 = 〈f, 1〉〈g, 1〉.
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Kombinacijom izvedenih izraza dobijamo da je

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|〈U i
Tf, g〉 − 〈f, 1〉〈g, 1〉| = 0,

xto je ekvivalentno �e	enom, na osnovu Leme 6. �

Stav 22 Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X pres-
likava�e koje quva meru. Ekvivalentno je slede�e:

1. T je jako miksira�e,

2. lim
n→∞
〈Un

T f, g〉 = 〈f, 1〉〈g, 1〉 za sve f, g ∈ L2 .

Dokaz (2 =⇒ 1): Uzeti f = χA, g = χB za mer	ive skupove A,B ∈ A .
(1 =⇒ 2): Za karakteristiqne i proste funkcije lako se proverava.

Neka je ε proizvo	no. Aproksimirajmo funckije f i g prostim
funkcijama: ‖f − f ′‖ < ε i ‖g − g′‖ < ε. Imamo

|〈Un
T f, g〉 − 〈f, 1〉〈1, g〉| ≤ |〈Un

T (f − f ′), g〉|+ |〈Un
T f
′, g′〉 − 〈f ′, 1〉〈1, g′〉|+

+ |〈Un
T f
′, g − g′〉|+ |〈f, 1〉〈1, g〉 − 〈f ′, 1〉〈1, g′〉| ≤

≤ Kε+ |〈Un
T f
′, g′〉 − 〈f ′, 1〉〈1, g′〉|,

kada se u proceni iskoristi nejednakost Koxi-Xvarca.
Prolaskom limesa kroz nejednakost dobija se �e	eno. �
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9 Birkhofova teorema ergodiqnosti
Pita�e koje se postav	a je pita�e statistiqke raspodele taqaka or-
bite O+(x) u prostoru X, pri preslikava�u T koje quva meru. Zani-
ma nas, za date A ∈ A i x ∈ X, koliko qesto (u proseku) orbita
(T jx)j≥0 poseti skup A, odnosno �elimo da ispitamo konvergenciju sume

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

χA(T jx) kad n→∞.

Teorema 11 Neka je (X,A ,m) konaqno-mer	iv prostor i T : X → X
preslikava�e koje quva meru. Za svaku integrabilnu funkciju f ∈
L(X,A ,m) postoji funkcija f ∗ ∈ L(X,A ,m) i nula skup Nf ⊂ X
koji zadovo	ava T−1(Nf ) = Nf i

1. lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

f(T jx) = f ∗(x) za sve x ∈ X \Nf

2. f ∗(Tx) = f ∗(x) za sve x ∈ X,

3.
∫
X

f ∗ =
∫
X

f ,

4.
∫
X

| 1
n

n−1∑
j=0

f(T jx)− f ∗(x)|dm→ 0, n→∞.

Dokaz Uvedimo oznake

Sn(x) = Sn(f, x) =
n−1∑
j=0

f(T jx), za n ≥ 1,

S0(x) = 0, S+
n (x) = max

0≤k≤n
Sk(x).

Lema 7 Neka je f ∈ L(X,A ,m) i An = {x ∈ X : S+
n (x) > 0}. Tada za

sve n ≥ 1 va�i ∫
An

fdm ≥ 0.

Dokaz Va�i

f(x) + S+
n (Tx) ≥ Sk+1(x) za 0 ≤ k ≤ n,

f(x) ≥ S+
n (x)− S+

n (Tx) za x ∈ An,
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odakle je ∫
An

f(x) ≥
∫
An

S+
n (x)−

∫
An

S+
n (Tx) =

=

∫
X

S+
n (x)−

∫
An

S+
n (Tx) ≥

≥
∫
X

S+
n (x)−

∫
X

S+
n (Tx) =

= 0.

�

Lema 8 Skup Ya,b = {x ∈ X : lim inf
n→∞

1
n
Sn(x) < a < b < lim sup

n→∞

1
n
Sn(x)} je

mer	iv i invarijantan u odnosu na T .

Dokaz Na osnovu identiteta

1

n
Sn(Tx) =

1

n
Sn+1(x)− 1

n
f(x) =

n+ 1

n

1

n+ 1
Sn+1(x)− 1

n
f(x),

sledi lim inf
n→∞

1
n
Sn(x) = lim inf

n→∞
1
n
Sn(Tx) i lim sup

n→∞

1
n
Sn(x) = lim sup

n→∞

1
n
Sn(Tx),

pa je T−1(Ya,b) = Ya,b i mer	iv. �

Lema 9 Iz uslova m(X) <∞ sledi m(Ya,b) = 0.

Dokaz Definiximo g(x) = f(x) − b i An = {x ∈ Ya,b : S+
n (g, x) > 0}.

Funkcija g je integrabilna i va�i
∫
An

g =
∫
Ya,b

χAng ≥ 0. Na osnovu

definicije skupa Ya,b imamo da za svako x ∈ Ya,b postoji j ≥ 0 takvo
da je 1

j
Sj(f, x) − b = 1

j
Sj(g, x) > 0. Sledi, S+

j (g, x) > 0 i svaka taqka

iz Ya,b je sadr�ana u nekom Aj, pa je Ya,b =
⋃
n≥1

An. Primetimo da je

An ⊂ An+1 i lim
n→∞

χAn(x) = χYa,b(x). Prema Lebegovoj29 teoremi monotone

konvergencije je
∫
Ya,b

(f−b) ≥ 0. Sliqno,
∫
Ya,b

(a−f) ≥ 0. Sledi,m(Ya,b) = 0.

�
Definiximo skupove

N0
f = {x ∈ X : lim inf

n→∞

1

n
Sn(x) < lim sup

n→∞

1

n
Sn(x)},

N1
f = {x ∈ X : lim

n→∞
Sn(x) =∞}.

29Henri Léon Lebesgue, francuski matematiqar
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Primetimo da je
∫
X

|f(T jx)|dm =
∫
X

|f |dm za j ≥ 0 zbog T -invarijant-

nosti, pa je
∫
X

| 1
n
Sn(x)|dm ≤

∫
X

|f |dm. Stoga, na osnovu Fatuove30 leme

bi�e ∫
X

lim
n→∞

| 1
n
Sn(x)|dm =

∫
X

lim inf
n→∞

| 1
n
Sn(x)|dm ≤

≤ lim inf
n→∞

∫
X

| 1
n
Sn(x)|dm ≤

≤
∫
X

|f |dm <∞.

Skup Nf = N0
f ∪N1

f je mere nula, jer je m(N0
f ) = m(

⋃
a<b,a,b∈Q Ya,b) = 0 i

m(N1
f ) = 0. Definiximo

f ∗(x) =

{
lim
n→∞

1
n
Sn(f, x), x /∈ Nf ,

0, x ∈ Nf .

Proverom se utvr�uje da va�e svojstva 1 i 2 iz teoreme. Tako�e, lako
se proverava da va�e 3 i 4 za specijalan sluqaj, kada je f ograniqena
funkcija. Iz |f | ≤ K za K > 0, sledi | 1

n
Sn(x)| ≤ K, odakle na os-

novu Lebegove teoreme dominantne konvergencije 1
n
Sn(x)→ f ∗ u L1 i na

osnovu T -invarijantnosti va�i∫
X

f = lim
n→∞

∫
X

1

n
Sn(x) =

∫
X

lim
n→∞

1

n
Sn(x) =

∫
X

f ∗.

Generalni sluqaj se dokazuje aproksimacijom funkcije f ∈ L(X,A ,m)
funkcijama

fN(x) =

{
f(x), |f(x)| ≤ N,

0, |f(x)| > N.

Kako je f ∈ L i fN(x) = f(x)χ|f |≤N → f(x), to na osnovu Lebegove
teoreme konvergencije va�i fN → f u L1, pa je za dovo	no veliko
N ispu�eno

∫
|fN − f | ≤ ε

3
. Pritom, lako se proverava nejednakost

30Pierre Joseph Louis Fatou, francuski matematiqar
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∫
| 1
n
Sn(f)− 1

n
Sn(fN)|dm ≤

∫
|fN − f |. Va�i∫

| 1
n
Sn(f)− f ∗|dm =

∫
| 1
n
Sn(f)− 1

n
Sn(fN)|dm+

+

∫
| 1
n
Sn(fN)− f ∗N |dm+

+

∫
|f ∗N − f ∗|dm ≤

≤ (
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
) = ε, za dovoǉno velike n i N ,

pri qemu je procena prvog sabirka izvedena primenom Lebegove teoreme
konvergencije, odakle procena tre�eg sabirka sledi primenom Fatuove
leme, a procena drugog sabirka se dobija na osnovu dokazanog speci-
jalnog sluqaja.

Korix�e�em L1 konvergencije imamo
∫
f =

∫
f ∗. �
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10 Hopfova31 teorema ergodiqnosti

Teorema 12 Neka je T ergodiqko preslikava�e na (X,A ,m), f1, f2 ∈ L1

i
∫
X

f2 6= 0. Tada, za skoro svako x ∈ X va�i

lim
n→∞

n−1∑
i=0

f1(T ix)

n−1∑
i=0

f2(T ix)

=

∫
X

f1(x)dm∫
X

f2(x)dm
.

Dokaz Pokaza�emo da je skoro svuda na skupu A ∈ A mere 0 < m(A) <

∞, uz oznaku Sn(h) =
n−1∑
i=0

h(T ix), ispu�eno

lim
n→∞

Sn(h)

Sn(χA)
=

∫
X

h(x)dm

m(A)

i dvostrukom primenom toga (za h = f1 i h = f2) izraqunati tra�eni
limes koliqnika. Konvergencija �e pritom va�iti skoro svuda na X,
jer je skup

{ lim
n→∞

n−1∑
i=0

h(T ix)

n−1∑
i=0

χA(T ix)

=

∫
X

h(x)dm

m(A)
}

T -invarijantan. Pritom, kao i ranije, TA �e oznaqavati transforma-
ciju indukovanu sa T na A, a rA vrijeme 1. povratka u skup A. Kako
je

m(E) =
∑
j≥0

m(A ∩ {rA > j} ∩ T−jE) za E ∈ A ,

to je ∫
X

χE(x)dm =

∫
A

rA−1∑
j=0

χE(T jx).

Primenom svojstva linearnosti integrala i teoreme monotone konver-
gencije nalazimo da za proizvo	nu funkciju h : X → [0,∞) va�i∫

X

hdm =

∫
A

hAdm za hA(x) =

rA−1∑
j=0

h(T jx).

31Heinz Hopf, nemaqki matematiqar

53



Kako je T ergodiqko preslikava�e, to je i TA ergodiqko, prema Lemi 3,
pa primenom Birkhofove teoreme ergodiqnosti na TA, hA, imamo da je
skoro svuda na A

lim
m→∞

SAm(hA)

m
=

∫
A

hA(x)dm

m(A)
=

∫
X

h(x)dm

m(A)
,

gde je SAm(hA) =
n−1∑
i=0

hA(T iAx).

Neka je rm = SAm(rA) =
m−1∑
k=0

rA ◦ T kA vreme m. povratka u A.

Na A va�i Sn(χA) = m za n ∈ {rm−1 + 1, . . . rm} i Srm(h) = SAm(hA).
Skoro svuda na A va�i

SAm(hA)

m
=

Srm(h)

Srm(χA)
za m ≥ 1.

Dakle, skoro imamo �e	enu konvergenciju, tj. ona va�i du� podniza
n = rm, m ≥ 1.

Kako je Sn(h) neopadaju�i niz (jer je h ≥ 0), to je celi posmatrani
niz konvergentan. Stoga,

m− 1

m

SAm−1(hA)

m− 1
≤ Sn(h)

Sn(χA)
≤ SAm(hA)

m

za n ∈ {rm−1 + 1, . . . rm}, m ≥ 1, skoro svuda na A, xto je i trebalo
dokazati. �
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11 Kingmanova32 subaditivna ergodiqka teo-

rema

Razmatra�emo subaditivan niz funkcija fn, odnosno niz za koji va�i

fn+m(x) ≤ fn(x) + fm(T nx) za n,m ≥ 1.

Teorema 13 Neka je (X,A ,m) verovatnosni prostor i T : X → X
preslikava�e koje quva meru. Neka je fn : X → R niz mer	ivih fun-
kcija koji je subaditivan i zadovo	ava inf

n≥1

1
n

∫
X

fndm(x) > 0. Tada, pos-

toji integrabilna skoro svuda T -invarijantna funkcija f̄ takva da
je

lim
n→∞

fn(x)

n
= f̄(x) za skoro svako x ∈ X.

Xtavixe, za sve T -invarijantne mer	ive skupove A va�i

lim
n→∞

1

n

∫
A

fn(x)dm(x) =

∫
A

f(x)dm(x).

Dokaz Za dokaz teoreme �e nam biti potrebna naredna Feketeova33

lema:

Lema 10 Neka je an subaditivan niz nenegativnih realnih brojeva.
Tada,

lim
n→∞

an
n

= inf
n≥1

an
n
.

Dokaz Za zadato ε > 0 izaberimo M takvo da

aM
M
≤ inf

n≥1

an
n

+ ε.

Va�i n = knM + rn za 0 ≤ rn < M , pri qemu lim
n→∞

kn
n

= 1
M
. Za dovo	no

veliko n, primenom subaditivnosti imamo

inf
n≥1

an
n
≤ an

n
=
aknM+rn

n
≤ 1

n
(knaM + arn) ≤ (

aM
M

+ ε) ≤ inf
n≥1

an
n

+ 2ε.

�
32Sir John Frank Charles Kingman, britanski matematiqar
33Michael Fekete, izraelsko-ma�arski matematiqar
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Na osnovu prethodne leme sledi da je za mer	iv T -invarijantan skup
A

lim
n→∞

1

n

∫
A

fn(x)dm(x) =

∫
A

f(x)dm.

Za X = A ovu vrednost �emo oznaqiti sa γ(f). Naredna lema je poznata
kao Risova34 kombinatorna lema:

Lema 11 Qlan ci je ,,vo�a" konaqnog niza c0, c1, . . . cn−1 ako je neka od
suma ci, ci + ci+1, . . . ci + · · · + cn−1 negativna. Suma ,,vo�a" je 0 ili
negativna.

Dokaz Indukcijom.
Za n = 1 se lako proverava tvr�e�e razmatra�em sluqajeva c0 ≥ 0

(kada je suma ,,vo�a" prazna i jednaka nuli) i c0 < 0 (kada je suma ,,vo�a"
jednaka c0).

Doka�imo sada induktivni korak. Pretpostavimo da tvr�e�e va�i
za sve brojeve ma�e od n. Razlikuju se dva sluqaja:

1. c0 nije ,,vo�a": Vo�e su me�u c1, . . . cn−1, pa tvr�e�e sledi primenom
induktivne hipoteze.

2. c0 je ,,vo�a": Izaberimo minimalno k za koje c0 + · · ·+ ck < 0. Tada,
svaki ci za i ≤ k je ,,vo�a" (inaqe bi za neko i va�ilo ci + · · ·+ ck ≥
0, a zbog minimalnosti je c0 + · · · + ci−1 ≥ 0. Kontradikcija).
Broj preostalih ,,vo�a" je maksimalno n−k, pa se mo�e primeniti
induktivna hipoteza. �

Lema 12 lim inf
n→∞

fn(x)
n

i lim sup
n→∞

fn(x)
n

su skoro svuda T -invarijantne fun-

kcije.

Dokaz Iz subaditivnosti

fn(Tx) ≥ fn+1(x)− f1(x)

sledi

lim inf
n→∞

fn(x)

n
≥ lim inf

n→∞

fn(Tx)

n
i lim sup

n→∞

fn(Tx)

n
≥ lim sup

n→∞

fn(x)

n
.

Zbog T -invarijantnosti je∫
X

[lim sup
n→∞

fn(Tx)

n
− lim sup

n→∞

fn(x)

n
]dm = 0,

34Frigyes Riesz, ma�arski matematiqar
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a integrand je nenegativan, pa je

lim sup
n→∞

fn(Tx)

n
= lim sup

n→∞

fn(x)

n
za skoro svako x ∈ X.

Analogno se dokazuje za lim inf
n→∞

. �

Lema 13 Neka je B = {x : lim inf
n→∞

fn(x)
n

< 0}. Tada je

lim
n→∞

1

n

∫
B

fn(x)dm ≤ 0.

Dokaz Neka je, za n ≥ 1,

Ψn = {x : inf
1≤k≤n

fn(x)− fn−k(T x) < 0},

An = {x : inf
1≤k≤n

fk(x) < 0} ⊂ Ψn.

Va�i An ⊂ An+1 i B ⊂
⋃
n≥1

An. Oznaqimo

an(x) = fn(x)− fn−1(Tx).

Kako je

fn(x)− fn−k(T kx) = an(x) + · · ·+ an−k+1(T k−1x) i f0(x) = 0,

to je

fn(x) =
n−1∑
k=0

an−k(T
kx).

Prema definiciji skupa Ψn bi�e T
kx ∈ Ψn ako postoji j, k ≤ j ≤ n− 1

za koji je an−k(T
kx) + · · ·+ an−j(T

jx) < 0.
Primenom Risove kombinatorne leme na ck = an−k(T

kx) dobija se∑
0≤k≤n−1,Tkx∈Ψn−k

an−k(T
kx) ≤ 0.
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Iz invarijantnosti m i T imamo

0 ≥
∫
B

∑
0≤k≤n−1,Tkx∈Ψn−k

an−k(T
kx)dm =

=
∑

0≤k≤n−1,Tkx∈Ψn−k

∫
B∩T−kΨn−k

an−k(T
kx)dm =

=
∑

0≤k≤n−1,Tkx∈Ψn−k

∫
TkB∩Ψn−k

an−k(T
kx)dm =

=
n−1∑
i=0

∫
B∩Ψi

ai(x)dm.

Zbog T -invarijantnosti je i

1

n

∫
B

fn(x)dm =
1

n

n∑
i=1

∫
B

ai(x)dm =

=
1

n

n∑
i=1

∫
B∩Ψi

ai(x)dm+
1

n

n∑
i=1

∫
B\(B∩Ψi)

ai(x)dm ≤

≤ 0 +
1

n

n∑
i=1

∫
B\(B∩Ai)

f+
1 (x)dm,

gde je korix�eno aj(x) ≤ f1(x) ≤ f+
1 (x) = max{0, f1(x)}. Primenom

lim sup
n→∞

dobija se

lim sup
n→∞

1

n

∫
B

fn(x)dm ≤ 0.

B je invarijantan, pa je lim
n→∞

= lim sup
n→∞

. �

Lema 14 Neka je B = {x : lim inf
n→∞

fn(x)
n

< λ}. Tada je

lim
n→∞

1

n

∫
B

fn(x)dm ≤ λm(B).

Dokaz Primenom prethodne leme na fn(x)− nλ. �
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Niz bn definisan sa bn(x) = fn(x) −
n−1∑
i=0

f1(T ix) je subaditivan i

nepozitivan. Pokaza�emo da je skup

B = {x : lim sup
n→∞

bn(x)

n
− lim inf

n→∞

bn(x)

n
> α}

mere 0 za proizvo	no α, a kako na osnovu Birhofove teoreme niz 1
n

n−1∑
i=0

f1(T ix)

konvergira skoro svuda, to �e i niz fn(x)
n

konvergirati skoro svuda.
Za zadato ε > 0 postoji M takvo da

1

m

∫
X

bm ≤ γ(b) + ε za sve m > M.

Va�i

lim sup
n→∞

bnM(x)

nM
≤ lim sup

n→∞

bn(x)

n
i lim inf

n→∞

bnM(x)

nM
≥ lim inf

n→∞

bn(x)

n
,

jer je Mn podniz niza n. Kako je bn subaditivan i nepozitivan, to je za
sve 0 ≤ k < M ispu�eno

b(n+1)M(x) ≤ bnM+k(x) + bM−k(T
nM+kx) ≤

≤ bnM+k(x) ≤
≤ bnM(x) + bk(T

nMx) ≤
≤ bnM(x),

pa je

lim sup
n→∞

bnM(x)

nM
= lim sup

n→∞

bn(x)

n
i lim inf

n→∞

bnM(x)

nM
= lim inf

n→∞

bn(x)

n
.

Niz bMn (x) = bnM(x)−
n−1∑
i=0

bM(TMix) je subaditivan i nepozitivan i

lim sup
n→∞

bn(x)

n
−lim inf

n→∞

bn(x)

n
= lim sup

n→∞

bnM(x)

nM
−lim inf

n→∞

bnM(x)

nM
≤ − lim inf

n→∞

bMn
nM

.

Neka je

E = {x : lim inf
n→∞

bMn (x)

n
< −Mα}.

59



Va�i B ⊂ E. Imamo

0 ≥ γ(bM) = Mγ(b)−
∫
X

bM(x)dm(x) ≥ −Mε.

Iz Leme 14 sledi

−Mαm(E) ≥ lim
n→∞

1

n

∫
E

bMn ≥ lim
n→∞

1

n

∫
X

bMn ≥ −Mε,

odakle je

m(E) ≤ ε

α
.

Zbog proizvo	nosti ε sledi tvr�e�e. Limes je skoro svuda T -invari-
jantan i integrabilan na osnovu Fatuove leme. �
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12 Dokazi ergodiqnosti

12.1 Primena Furijeovih redova
Neka je X = Tk = Rk/Zk, m Lebegova mera i A celobrojna invertibilna
matrica. Definiximo

T ((x1, . . . xk) + Zk) = A(x1, . . . xk) + Zk.

Stav 23 Linearni toralni endomorfizam T je ergodiqki u odnosu na
m akko A nema sopstvenih vrednosti koje su koreni jedinice.

Dokaz Pretpostavimo da je T ergodiqko i A ima p-ti koren jedinice
za sopstvenu vrednost (neka je p minimalan takav). Tada, Ap ima 1 za
sopstvenu vrednost, pa je n(Ap−I) = 0 za neki nenula vektor n. Funkcija

f(x) =
p−1∑
i=0

e2πin·Aix je T -invarijantna, mer	iva, pa je konstantna, odakle

sledi n = 0.
Za drugu implikaciju posmatrajmo T -invarijantnu funkciju f . Kako

je fT p = f skoro svuda, to je∑
n∈Zk

cne
2πi〈nAp,x〉 =

∑
n∈Zk

cne
2πi〈n,x〉.

Imamo da su za svako n ∈ Zk Furijeovi koeficijenti oblika cn =
cnA = · · · = cnAp = . . . , pa primenom Riman-Lebegove leme imamo da
je nAq = n za neko q > 0. Kako A nema korene jedinice za sopstvene
vrednosti, sledi n = 0, pa je f konstantno skoro svuda, qime je ergodi-
qnost dokazana. �

Primer 18 Odavde sledi da je ranije posmatrani, Anosov	ev difeo-
morfizam (iz Primera 3 na 9. stranici), tako�e ergodiqki. �

Primer 19 Ranije smo videli da rigidne rotacije quvaju meru. Raci-
onalne rotacije nisu ergodiqke, a iracionalne rotacije jesu, xto se
lako proverava korix�e�em dokazanih kriterijuma ergodiqnosti.

1. α = p
q
∈ Q: Va�i ϕq = idS1 . Neka je A ⊂ S1 skup mere m(A) ∈ (0, 1

q
).

Skup B =
q−1⋃
i=0

ϕi(A) je ϕ-invarijantan, mere m(B) ∈ (0, 1).
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2. α ∈ R \ Q: f(e2πix) =
∑
k∈Z

fke
2πikx, f(ϕ(e2πix)) = f(e2πik(x+α)) =∑

k∈Z
fke

2πik(x+α). Ako je f ϕ-invarijantno, na osnovu jedinstveno-

sti Furijeovih koeficijenata sledi: fk = e2πikαfk za k ∈ Z. Zbog
iracionalnosti α mora biti fk = 0 za k 6= 0, odnosno f je skoro
svuda konstantno. �

Primer 20 Preslikava�e

φ : R→ R
z → z2

je ergodiqko.

Neka je f ∈ L(S1) i oznaqimo g(z) = f(z2), F (x) = f(e2πix), G(x) =
g(e2πix) = F (2x). Primetimo F (x + 1) = F (x) za x ∈ R. Za Furijeove35
koeficijente va�i

g2k =

1∫
0

G(x)e−2πi2kxdx =

=

1∫
0

F (2x)e−2πi2kxdx =

=

1
2∫

0

F (2x)e−2πi2kxdx+

1∫
1
2

F (2x− 1)e−2πi2kxdx =

=
1

2

1∫
0

F (y)e−2πikydy +
1

2

1∫
0

F (y)e−2πikydy =

=

1∫
0

F (y)e−2πikydy =

= fk.

Ako je f invarijantna u odnosu na φ, onda G(x) = F (x), pa je gk = fk,
odakle je fk = f2k = · · · = f2nk = . . . za k ∈ Z. Prema Riman-Lebegovoj
lemi, lim

|k|→∞
fk = 0, odnosno fk = 0 za sve k 6= 0. Funkcija F je konstantna

skoro svuda, pa je φ ergodiqko. �

35Jean-Baptiste Joseph Fourier, francuski matematiqar

62



Primer 21 Neka je α ∈ R \ Q. Preslikava�e S : Tk → Tk definisano
sa

S :



x1

x2

x3

.

.

.
xk


→



x1 + α
x2 + x1

x3 + x2

.

.

.
xk + xk−1


je ergodiqko.

Neka S-invarijantna funcija f ima Furijeov razvoj

f(x) =
∑
n∈Zk

cne
2πi〈n,x〉.

Tada, f(x) = f(Sx), pa imamo∑
n∈Zk

cne
2πi〈n,Sx〉 =

∑
n∈Zk

cne
2πin1αe2πi〈S′n,x〉,

gde je

S ′ :



n1

n2

.

.

.
nk−1

nk


→



n1 + n2

n2 + n3

.

.

.
nk−1 + nk

nk


.

Iz jedinstvenosti Furijeovih koeficijenata sledi cS′n = e2πiαn1cn. Sto-
ga, za svako n ∈ Zk svi n, S ′n, (S ′)2n, . . . su razliqiti (i tada je cn = 0)
ili (S ′)pn = (S ′)qn za neko p > q (odakle je n2 = n3 = · · · = nk = 0). Za
n = (n1, 0, . . . 0) se dobija cn = e2πin1αcn, pa je n1 = 0 ili cn = 0. Kako je
f konstantno preslikava�e, na osnovu Stava 12, S je ergodiqko. �
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12.2 Primena teoreme Han-Kolmogorova
Han-Kolmogorov	eva36 teorema ekstenzije se koristi u dokazima er-
godiqnosti transformacije.

Teorema 14 Neka je A algebra podskupova od X i B(A ) sigma-algebra
generisana sa A . Neka µ : A → [0, 1] zadovo	ava:

1. µ(∅) = 0

2. Ako su An ∈ A , n ≥ 1 disjunktni po parovima i
∞⋃
n=1

An ∈ A , onda

µ(
∞⋃
n=1

An ∈ A ) =
∞∑
n=1

µ(An).

Tada postoji jedinstvena verovatnosna mera µ : B(A ) → [0, 1] koja je
produ�e�e mere µ : A → [0, 1]. �

K	uqna je slede�a tehniqka lema u dokaziva�u ergodiqnosti:

Lema 15 Neka je (X,A ,m) konaqno-mer	iv prostor, m(X) = 1 i B ⊂
A algebra koja generixe A . Neka je A ∈ A i pretpostavimo da pos-
toji K > 0 takvo da m(A)m(I) ≤ Km(A ∩ I) za sve I ∈ B. Tada je
m(A) = 0 ili m(A) = 1.

Dokaz Neka je ε > 0 i I ∈ B takvo da je m((X \ A)4I) < ε. Sledi,
|m(X \ A) −m(I)| < ε, a zbog A ∩ I ⊂ (X \ A)4I i |m(A) −m(I)| < ε.
Kako je

m(A)m(X \ A) ≤ m(A)(m(I) + ε) ≤
≤ Km(A ∩ I) +m(A)ε ≤
≤ Km(A ∩ I) + ε ≤
≤ (K + 1)ε,

sledi m(A) = 0 ili m(A) = 1. �

Primer 22 Preslikava�e T : [0.1]→ [0, 1]

T (x) =

{
2x, 0 ≤ x ≤ 1

2

2− 2x, 1
2
≤ x ≤ 1

(iz Primera 4 na 13. stranici) je ergodiqko.

36Hans Hahn, austrijski matematiqar i Andreí Nikolaeviq Kolmogorov,
ruski matematiqar
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Videli smo da preslikava�e quva Lebegovu meru. Definiximo in-
tervale I(0) = [0, 1

2
], I(1) = [1

2
, 1] i funkcije

φ0 : [0, 1]→ I(0)

x→ x

2

φ1 : [0, 1]→ I(1)

x→ 1− x

2

Primetimo Tφ0(x) = x, Tφ1(x) = x.
Za i0, . . . in−1 ∈ {0, 1} definiximo φi0,...in−1 = φi0 · · ·φin−1 i primetimo

T nφi0,...in−1(x) = x, za sve x ∈ [0, 1].
Cilindri ranga n su oblika I(i0, . . . in−1) = φi0,...in−1([0, 1]) i algebra

�ihovih konaqnih unija generixe Borelovu σ-algebru.
Neka je A mer	iv, T -invarijantan skup. Tada je T−nA = A, kao i

m(I) = 1
2n

(primenom pravila izvoda slo�ene funkcije).
Sa φ = φi0,...in−1 oznaqimo funkciju na n-cilindru. Primetimo

T nφ(x) = x.
Imamo

m(A ∩ I) =

∫
χA∩I(x)dx =

=

∫
I

χA(x)dx =

=

∫
I

χA(φ(x))|φ′(x)|dx =

=

∫
I

χT−nA(φ(x))|φ′(x)|dx =

=

∫
I

χT−nA(φ(x))|φ′(x)|dx =

=

∫
I

χA(T nφ(x))|φ′(x)|dx =

=

∫
I

χA(x)|φ′(x)|dx =

=
1

2n

∫
I

χA(x)dx =
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= m(I)m(A),

odakle sledi ergodiqnost preslikava�a T . �

Primer 23 Gausovo preslikava�e T : [0, 1]→ [0, 1]

T (x) =

{
1
x
, x 6= 0

0, x = 0

(iz Primera 8 na 21. stranici) je ergodiqko.

Videli smo da preslikava�e quva Lebegovu meru. Bi�e nam potrebna
neka zna�a o veri�nim razlomcima. Ako x ima predstav	a�e u obliku

x =
1

x0 + 1
x1+ 1

x2+...

,

xto �emo zapisivati sa [x0, x1, x2, . . . ], onda T (x) ima predstav	a�e ob-
lika [x1, x2, . . . ].
Neka je x ∈ (0, 1) iracionalan broj sa predstav	a�em u obliku veri�-
nih razlomaka, [x0, x1, . . . ]. Za t ∈ [0, 1] zapiximo

[x0, x1, . . . , xn−1 + t] =
Pn(x0, x1, . . . , xn−1; t)

Qn(x0, x1, . . . , xn−1; t)
,

gde su Pn i Qn polinomi po x0, x1, . . . xn−1 i t. Va�i slede�a lema:

Lema 16 1. Imamo

Pn(x0, x1, . . . , xn−1; t) = Pn + tPn−1,

Qn(x0, x1, . . . , xn−1; t) = Qn + tQn−1

i va�e rekurentne formule

Pn+1 = xnPn + Pn−1, Qn+1 = xnQn +Qn−1

sa poqetnim uslovima

P0 = 0, P1 = 1, Q0 = 1, Q1 = x0.

2. Va�i identitet

QnPn−1 −Qn−1Pn = (−1)n.
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Dokaz 1. Za n ≤ 1 tvr�e�e va�i. Neka je n ≥ 2, koristi�emo in-
dukciju po n. Kako je Pn+1

Qn+1
= [x0, . . . xn+1] = [x0, . . . xn−1, xn + 1

xn+1
].

Prema indukcijskoj pretpostavci za n, sledi tvr�e�e.

2. Indukcijom se lako dokazuje. �

Neka su i0, i1, . . . in−1 ∈ N. Cilindar je interval,

I(i0, i1, . . . in−1) = {[i0, i1, . . . in−1 + t] : t ∈ [0, 1)},

a neka je A algebra konaqnih unija cilindara.
Za svako i ∈ N definiximo preslikava�e φi : [0, 1)→ I(i) sa

φi(x) =
1

i+ x
.

Dakle, ako x ima predstav	a�e oblika [x0, x1, . . . ], onda φi(x) ima
predstav	a�e oblika [i, x0, x1, . . . ]. Da	e oznake su kao u prethodnom
primeru.

Primetimo da je

φi0,i1,...in−1(t) =
Pn + tPn−1

Qn + tQn−1

i |φ′i0,i1,...in−1
(t)| = 1

(Qn + tQn−1)2
.

Imamo da je Qn + Qn−1 ≤ 2Qn, odakle se dobija da |φ′i0,i1,...in−1
| ima

do�u granicu 1
4Q2

n
i gor�u granicu 1

Q2
n
.

Sledi,

µ(B ∩ I(i0, i1, . . . in−1)) ≤ µ(B)

4Q2
n

≤ µ(B)µ(I(i0, i1 . . . in−1))

4
,

odakle se dobija da je T ergodiqko. �

Primer 24 Lirotovo preslikava�e T : [0, 1]→ [0, 1]

T (x) =

{
n(n+ 1)x− n, x ∈ ( 1

n+1
, 1
n
)

0, x = 0

(iz Primera 11 na 27. stranici) je ergodiqko.

Videli smo da preslikava�e quva Lebegovu meru. Definiximo I(n) =
[ 1
n+1

, 1
n
] za n ≥ 1 i funkcije

φn : I → I(n)

x→ x+ n

n(n+ 1)
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Primetimo Tφn(x) = x, za x ∈ [0, 1].
Za i0, . . . in−1 ∈ {0, 1} definiximo φi0,...in−1 = φi0 · · ·φin−1 i primetimo

T nφi0,...in−1(x) = x za sve x ∈ [0, 1].
Cilindri ranga n su oblika I(i0, . . . in−1) = φi0,...in−1([0, 1]) i algebra

�ihovih konaqnih unija generixe Borelovu σ-algebru.
Neka je A mer	iv, T -invarijantan skup, a sa φ = φi0,...in−1 oznaqimo

funkciju na n-cilindru I. Primetimo T−nA = A, T nφ(x) = x, kao i

m(I) =
n−1∏
j=0

1
ij(ij+1)

= φ′(x) (primenom pravila izvoda slo�ene funkcije).

Imamo

m(A ∩ I) =

∫
χA∩I(x)dx =

=

∫
I

χA(x)dx =

=

∫
I

χA(φ(x))|φ′(x)|dx =

=

∫
I

χT−nA(φ(x))|φ′(x)|dx =

=

∫
I

χT−nA(φ(x))|φ′(x)|dx =

=

∫
I

χA(T nφ(x))|φ′(x)|dx =

=

∫
I

χA(x)|φ′(x)|dx =

= m(I)m(A),

odakle sledi ergodiqnost preslikava�a T . �
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13 Entropija

13.1 Definicije i svojstva
Za ergodiqnost i miksira�e ka�emo da su spektralne invarijante (u
vezi su sa dejstvom operatora T na L2(µ), videti [3]).

Me�utim, razliqiti operatori mogu imati isto dejstvo na L2(µ), pa
ih ne mo�emo razlikovati na ovaj naqin. Da bi to bilo mogu�e potrebna
nam je druga vrsta invarijante, finija (u smislu da ne zavisi samo od
spektralnih svojstava).

U pita�u je entropija, koju je u vezi sa teorijom informacija prvi
put izuqavao Klod Xenon37. Motivacija mu je bio jednostavan primer,
posmatrao je izvor koji proizvodi dvostrani niz simbola iz azbuke
{a1, a2, . . . an}. Pritom, verovatno�a prijema simbola ai je bila jednaka
pi i prijemi simbola su bili me�usobno nezavisni, uz uslov

∑
i

pi = 1.

U ergodiqkoj teoriji ovaj proces �emo interpretirati kao dinamiqki
sistem, gde jeX = {a1, a2, . . . an}N, B je σ-algebra generisana cilindrima
{x ∈ X : xi1 = ai1 , . . . xin = ain}, µ je mera proizvoda koja svakoj koordi-
nati dode	uje verovatno�u i T je pomera�e ulevo.

Entropija nam je potrebna kaomera haotiqnosti i komplikovanosti
sistema. U nastavku dajemo �enu definiciju i neka osnovna svojstva,
a zainteresovani qitalac mo�e saznati vixe iz [12].

Definicija Za particiju P = {P1, . . . Pk} i meru µ definixe se

Hµ(P) = H(µ(P1), . . . µ(Pk)) = −
k∑
i=1

µ(Pi) log (µ(Pi)).

�

Za x ∈ X neka je m(P, x) mera elementa P koji sadr�i x. Tada,

H(P) = −
∫
X

logm(x,P)dµ.

Za dve razliqite particije P1 = {Ai}i i P2 = {Bj}j formira se
P1 ∨P2 = {Ai ∩ Bj}i,j. Uslovnu entropiju particije P1 u odnosu na
particiju P2 definixemo kao

H(P1|P2) =
∑
j∈J

µ(Bj)
∑
i∈I

µ(Ai|Bj) log µ(Ai|Bj),

37Claude Shannon, engleski matematiqar
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gde je uslovna mera definisana kao µ(A|B) = µ(A∩B)
µ(B)

. Ako je P2 = {X},
onda je H(P1|P2) = H(P1).

Stav 24 Neka su P1 i P2 konaqne particije. Tada,

1. H(P1) ≥ 0.

2. Ako je P1 ≤P2, onda je H(P1) ≤ H(P2).

3. Ako P1 ima n elemenata, onda je H(P1) ≤ log n i jednakost va�i
akko svaki element particije ima meru 1

n
.

4. H(P1 ∨P2) ≤ H(P1) +H(P2).

Dokaz Dokaza�emo 3. svojstvo, preostala svojstva slede na osnovu ob-
jax�enih svojstava entropije.

Funkcija f(x) = −x log x je strogo konveksna, pa na osnovu Jensenove
nejednakosti imamo

− log n = − log (
n∑
i=1

µ(Pi)
1

(µ(Pi))
) ≤ −

n∑
i=1

µ(Pi) log (
1

µ(Pi)
) = −H(A).

�

Entropiju h transformacije T u odnosu na P, u oznaci h(P, T ),
definixemo kao

h(P, T )
def.
= lim

n→∞

1

n
H(P ∨ T−1P ∨ · · · ∨ T−n+1P).

Definicija je korektna na osnovu svojstva subaditivnosti niza i Feke-
teove leme.
Konaqno, entropija transformacije T je zadata sa

h(T )
def.
= sup

P
h(P, T ).
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13.2 Izraqunavaǌa
Izraqunava�e entropije na osnovu definicije nije lako jer se supremum
uzima po svim konaqnim particijama. Me�utim, izraqunava�e je mogu�e
za particiju koja zadovo	ava h(P, T ) = h(T ).

Primer 25 Entropija kru�ne rotacije je 0.

Entropija je mera vezane, me�usobne energije qestica koja se ne mo�e
pretvoriti u rad. Kod rigidne rotacije atomi i molekuli mogu malo da
osciluju oko ravnote�nog polo�aja, pa je entropija mala. Kod teqnosti
je entropija ve�a, a najve�a je kod gasova. �
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14 Ergodiqnost u mehanici
Klasiqni dinamiqki sistem (M,µ, ψt) se sastoji iz glatke mnogostruko-
sti M mere µ na M , s neprekidnom pozitivnom krivinom i jednoparam-
etarskom grupom ψt difeomorfizama mnogostrukosti M , koji quvaju
meru (µ(A) = µ(ψtA) za sve t i sve mer	ive A).

Poznata qi�enica iz globalne analize je da Hamiltonov tok quva
meru (Videti teoremu Liuvila u [8]) i da je Hamiltonijan prvi in-
tegral odgovaraju�eg sistema jednaqina (iz [8]), xto odgovara zakonu
fizike o oquva�u energije.

Kakav mora biti sistem koji posmatramo da bismo ga uopxte mogli
nazvati ergodiqnim?

Naime, jasno je da sistem najpre mora ispuniti pomenuti uslov oqu-
va�a energije, odnosno energija se u ovom sluqaju niti generixe niti
troxi. Ovo �emo objasniti na primeru ergodiqne atmosfere.

Ranije smo govorili o sluqaju ergodiqnosti atmosfere kod problema
leta putniqkog aviona. Reqeno je da je potrebno zadovo	iti neke uslove
u pogledu samih parametara atmosfere, a to su: gustina atmosfere na
razmatranoj puta�i leta aviona (odnosno, konstantnost visine leta jer
se gustina me�a sa visinom), pritisak (koji je funkcija gustine atmos-
fere u odre�enoj taqki i tendencije �ene promene u okolnim taqkama),
sastav atmosfere u okolini posmatrane taqke (odnosno, koncentracija
odre�enih vrsta atoma i molekula koji ulaze u �en sastav), temper-
atura atmosfere u posmatranoj taqki, kao i tendencije �enih promena
u okolini pomenute taqke.

Imaju�i u vidu ranije pobrojane parametre atmosfere koji utiqu na
ergodiqnost, mo�e se zak	uqiti da je neophodno da promene tih param-
etara budu veoma male, kako ne bi doxlo do stvara�a niti gub	e�a
energije. Znaqi, neke od situacija koje se ne dexavaju u ergodiqnom sis-
temu su: po�ar, eksplozija u nekoj taqki atmosfere (raketa, projektil).

Pomenuti uzroci ili me�aju sastav atmosfere ili generixu gasove
tj. generixe se energija i me�a �ena raspodela u okolnoj sredini. Ovde
se mo�e primetiti da va�i i zakon odr�a�a materije, jer je sastav
ergodiqnog procesa skoro konstantan (u suprotnom dolazi do hemijske
reakcije i me�a se koncentracija).
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15 Primene

15.1 Teorijske primene
Primer 26 Neka su X i Y metriqki prostori, a f : X → X i g : Y →
Y mer	ivi konjugati pri h : X → Y . Dokazati da je µ invarijantno
(ergodiqko) pri f akko je h∗µ invarijantno (ergodiqko) pri g.

Ako je µ invarijantno pri f va�i µ(f−1B) = B, pa je

h∗µ(g−1A) = µ(h−1 ◦ g−1A) =

= µ((g ◦ h)−1A) =

= µ((h ◦ f)−1A) =

= µ(f−1 ◦ g−1A) =

= µ(h−1A) =

= h∗µ(A).

Sa druge strane, ako je h∗µ invarijantno pri g imamo:

µ(f−1A) = µ(h−1 ◦ g−1 ◦ hA) =

= h∗µ((g−1 ◦ hA) =

= h∗µ(hA) =

= µ(h−1 ◦ hA) =

= µ(A).

Uslov za ergodiqnost se lako proverava korix�e�em jednakosti h =
g−1 ◦ h ◦ f . �

Primer 27 Preslikava�e f : [−2, 2] → [−2, 2], f(x) = x2 − 2 je poz-
nato kao fon Nojman-Ulamovo preslikava�e. Pokazati da je µ(A) =
2
π

∫
A

dx√
4−x2 invarijantno i ergodiqko za f .

Primetimo da je h : [0, 1]→ [−2, 2] h(z) = 2 cos πz konjugacija izme�u f i
g(z) = 1−|2z−1|. Kako je (h−1)′(x) = −2

π
√

4−x2 , to je (na osnovu prethodnog

zadatka) h∗m(A) =
∫
A
|(h−1)′(x)|dx = µ(A), f invarijantno i ergodiqko.

�

Primer 28 Pokazati da su preslikava�a f(x) = 1 − |2x − 1| i g(x) =
4x(1 − x), f, g : [0, 1] → [0, 1] konjugovana i da je mera µ = ϕm f -
invarijantna, pri qemu je ϕ(x) = 1

π
1√

x(1−x)
.
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Preslikava�a su konjugovana pri sin2(πx
2

), a na osnovu prethodnog za-
datka h∗m je g-invarijantno jer je Lebegova mera f -invarijantna. Sledi,
h∗m(A) =

∫
A
|(h−1)′(x)|dx =

∫
A

( 2
π
arcsin

√
x)′dx =

∫
A

1
π

1√
x(1−x)

dx = ϕm(A).

�

Primer 29 Ge	fandov38 problem je odre�iva�e verovatno�e pojave 7
kao prve cifre broja 2n.

Prema Benfordovom zakonu, ukoliko brojeve izra�avamo u osnovi b ≥ 2
vode�a cifra d se pojav	uje sa verovatno�om P (d) = logb

d+1
d
.

Broj 2n ima d za vode�u cifru akko d · 10l ≤ 2n < (d+ 1) · 10l, odnosno
akko log10 d + l ≤ n log10 2 < log10(r + 1) + l. Odavde, 1

n
|{k : 0 ≤ k ≤

n, 2k ima vode�u cifru d}| je isto xto i 1
n
|{k : 0 ≤ k ≤ n, {k log10 2} ∈

[log10 d, log10(d+ 1)]}|. Na osnovu ravnomerne raspode	enosti, prethodni
izraz konvergira ka log10(d + 1) − log10 d kad n → ∞, pa je tra�ena
verovatno�a log10(8

7
). �

Primer 30 Odredi�emo verovatno�u pojave druge cifre broja 2n.

Verovatno�a je zadata sa
9∑
q=1

A(q, d), gde je A(q, d) verovatno�a da je prva

cifra d i druga cifra q.
Broj 2n ima d za vode�u cifru i q za drugu vode�u cifru akko

d · q · 10l + d · 10l − 1 ≤ 2n < q · 10l + (d + 1) · 10l−1, odnosno akko
log10(10q + d) + l − 1l ≤ n log10 2 < log10(10q + d+ 1) + l − 1.

Odavde, na osnovu ravnomerne raspode	enosti, izraz A(q, d) konver-
gira ka log10(10q + d) − log10(10q + d − 1) kad n → ∞, pa je tra�ena

verovatno�a log10

9∏
q=1

(1 + 1
10q+d

). �

Primer 31 Za skoro svaki realan broj x = [a1, a2, . . . ] ∈ (0, 1) cifra k
se pojav	uje u veri�nom razlomku sa gustinom

1

log 2
log (

(k + 1)2

k(k + 2)
).

Primetimo da za x = [x0, x1, . . . ] va�i xn = [ 1
Tnx

] odnosno xn = k za
T nx ∈ ( 1

k+1
, 1
k
].

38Izrail Moiseeviq Gelfand, ruski matematiqar
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Stoga,

1

n
|{0 ≤ j ≤ n− 1 : xj = k}| = 1

n

n−1∑
j=0

χ( 1
k+1

, 1
k

](T
jx)→

→
∫
χ( 1

k+1
, 1
k

]dµ s.s. x =

=
1

log 2
[log (1 +

1

k
)− log (1 +

1

k + 1
)] s.s. x =

=
1

log 2
log (

(k + 1)2

k(k + 2)
) s.s. x.

�

15.2 Praktiqne primene
U praksi se stacionarni i ergodiqni sluqajni procesi mogu efikasno
primeniti pri matematiqkom predstav	a�u tehniqkih komunikacionih
sistema (mobilna telefonija, internet, televizija) za prenos i obradu
elektromagnetnih informacionih signala.

Tada postoje dva naqina prikaza sluqajnih procesa: 1) u vremenskom
domenu i 2) u frekventnom domenu. Pri tome su pomenute metode pred-
stav	a�a sluqajnih procesa me�usobno ravnopravne.

Predstav	a�e u vremenskom domenu ima prednost prilikom odre�i-
va�a eksploatacione karakteristike komunikacionog sistema, dok je
frekventni domen podesniji za odre�iva�e fiziqkih karakteristika
novih sastavnih elemenata, funkcionalno vezanih za frekvenciju i
protok signala.

Matematiqki prelaz s vremenskog na frekventni domen i obrnuto
vrxi se primenom odgovaraju�e direktne i inverzne Furijeove trans-
formacije.

U suxtini ovaj deo nije neophodan za razumeva�e glavnog dela rada.
Ci	 je da se osvetli xiroko po	e primene teorije ergodiqnosti u savre-
menim oblastima nauke i tehnike i tim uka�e na znaqajnu temu koja se
strogo matematiqki razmatrala u radu.
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16 Dodatak 1
Definicija Familija I podskupova na X je polualgebra skupova na
X ako ima slede�a tri svojstva:

1. X ∈ I .

2. Ako A i B pripadaju I , onda i A ∩B pripada I .

3. Ako A ∈ I , onda se skup X \ A mo�e predstaviti kao disjunktna

unija konaqno mnogo skupova iz I : X \ A =
n⊔
k=1

Ak, gde je Ak ∈ I

za k = 1, . . . , n.

�

Definicija Familija A podskupova na X je algebra skupova na X
ako je polualgebra i ima dodatno svojstvo:

Ako A ∈ A , onda i X \ A ∈ A . �

Definicija Neka je A algebra skupova na skupu X. Funkcija µ :
A → [0,+∞] je mera na algebri A ako ima slede�a svojstva:

1. µ(∅) = 0,

2. kad god je A1, A2, . . . niz me�usobno disjunktnih skupova iz A takav

da je
∞⊔
n=1

An ∈ A , imamo µ(
∞⊔
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An).

�

Definicija Familija M podskupova skupa X je σ-algebra X ako ima
slede�a svojstva:

1. X ∈M,

2. ako A ∈M, onda X \ A ∈M,

3. ako je {An}∞n=1 niz skupova iz M, onda
∞⋃
n=1

An ∈M.

�

U tom sluqaju ka�emo da je (X,M) mer	iv prostor, a skupove iz M
nazivamo mer	ivim skupovima.
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Definicija Neka je (X,M) mer	iv prostor. Ka�emo da je funkcija
f : X → R mer	iva ako je skup f−1((c,+∞]) = {x ∈ X : f(x) > c}
mer	iv za svako c ∈ R. �

Ekvivalentni uslovi mer	ivosti se dobijaju ako se skup (c,+∞] za-
meni nekim od skupova [−∞, c], [−∞, c), [c,+∞], xto se mo�e videti u
[12].

Definicija Neka je (X,M) mer	iv prostor i Y metriqki prostor.
Ka�emo da je f : X → Y mer	iva funkcija ako je f−1(V ) mer	iv skup
za svaki otvoren skup V ⊂ Y . �

Svojstvo mer	ivosti funkcija se lepo sla�e sa zbirom, proizvodom,
kompozicijom. (Videti Glavu 4 u [12]).

Stav 25 Neka je fn : X → [−∞,+∞] niz mer	ivih funkcija na mer-
	ivom prostoru (X,M). Tada su mer	ive i funkcije G, g,H, h : X →
[−∞,+∞] zadate formulama

G(x) = sup
n≥1

fn(x),

g(x) = inf
n≥1

fn(x),

H(x) = lim sup
n→∞

fn(x),

h(x) = lim inf
n→∞

fn(x).

Dokaz Videti 72. stranicu Glave 4, u [12]. �

Teorema 15 (o monotonoj konvergenciji) Neka je fn : X → [0,+∞]
niz mer	ivih funkcija na X takav da je fn(x) ≤ fn+1(x) za svako x ∈ X
i svaki prirodan broj n. Tada f(x) = lim

n→∞
fn(x) postoji za svako x ∈ X,

funkcija f : X → [0,+∞] je mer	iva i lim
n→∞

∫
A

fndµ =
∫
A

dµ, za svaki

mer	iv A ⊂ X.

Dokaz Videti 79. stranicu Glave 4, u [12]. �

Teorema 16 (Fatuova lema) Neka je fn : X → [0,+∞] niz mer	ivih
funkcija. Tada je, za svaki mer	iv podskup A prostora X,∫

A

lim inf
n→∞

fndµ ≤ lim inf
n→∞

∫
A

fndµ.
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Dokaz Videti 80. stranicu Glave 4, u [12]. �

Teorema 17 (o dominantnoj konvergenciji) Neka je {fn}∞n=1 niz kom-
pleksnih mer	ivih funkcija koji taqka po taqka konvergira ka funkciji
f : X → C. Pretpostavimo da postoji mer	iva funkcija g : X →
[0,+∞] takva da je

∫
X

gdµ < +∞ i da je |fn(x)| ≤ g(x) za svako x ∈

X i svako n ∈ N. Tada fn ∈ L1(µ) za svako n ∈ N, f ∈ L1(µ) i
lim
n→∞

∫
A

|f − fn|dµ = 0, lim
n→∞

∫
X

fndµ =
∫
X

fdµ.

Dokaz Videti 83. stranicu Glave 4, u [12]. �
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