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Predgovor

Godine 1956. �on Milnor je pronaxao neoqekivan primer glatke mno-
gostrukosti koja je homeomorfna sferi S7, ali ne poseduje standardnu glatku
strukturu. To je otvorilo mnoga pitaǌa o tzv. egzotiqnim strukturama,
tj. onima koje nisu izomorfne standardnoj. Za n > 4, grupa razliqitih
glatkih struktura na sferi Sn (sa operacijom povezane sume) je u vezi sa
grupom kompaktno sadr�anih difeomorfizama do na glatku izotopiju (ta
grupa se naziva grupa klasa preslikavaǌa) euklidskih prostora Rn+1. Svaki
takav difeomorfizam koji nije u klasi preslikavaǌa id naziva se egzotiq-
nim. Prirodno pitaǌe koje se daǉe name�e je xta se dexava u simplektiqkoj
kategoriji.

Poznato je da je grupa kompaktno sadr�anih simplektiqkih difeomor-
fizama do na simplektiqku izotopiju (ta grupa se zove i grupa klasa sim-
plektiqkih preslikavaǌa) od (R2n, ωst) trivijalna za n ∈ {1, 2}. Ve� za n = 2
ova qiǌenica zahteva te�ak dokaz koji je dao Gromov u svom quvenom radu
iz 1985. godine. Za n > 2 taj problem ostaje otvoren. Nedavni rezultati su
dali doprinos delimiqnom odgovaraǌu na pitaǌe o netrivijalnosti grupe
klasa simplektiqkih preslikavaǌa u sluqaju nekih specijalnih klasa sim-
plektiqkih mnogostrukosti.

Rad je podeǉen na tri poglavǉa. Prvo poglavǉe tiqe se kategorije glat-
kih mnogostrukosti i glatkih egzotiqnih struktura u ǌoj. Opisani su poj-
movi egzotiqnih difeomorfizama i egzotiqnih glatkih sfera (sa posebnim
akcentom na Milnorov dokaz o postojaǌu egzotiqnih 7-sfera), kao i ǌihova
me�usobna veza. Drugo poglavǉe tiqe se uvodnih pojmova simplektiqke i kon-
taktne geometrije, kao i opisa glavnog pojma ovo rada – egzotiqnih simplek-
tomorfizma, uz ǌihovu paralelu sa egzotiqnim difeomorfizmima. Tre�e
poglavǉe se bavi Denovim uvrtaǌima, koja su qesti kandidati za egzotiqne
simplektomorfizme na odre�enim simplektiqkim mnogostrukostima.

�eleo bih da se zahvalim svom mentoru, dr Igoru Uǉarevi�u, na pred-
lo�enoj temi za rad, savetima i odgovorima na sva moja pitaǌa. Zahvaǉujem
se i ostalim qlanovima komisije za odbranu rada, prof. dr Jeleni Kati� i
prof. dr Darku Milinkovi�u, na korisnim sugestijama u toku izrade rada
i nakon qitaǌa teksta.

Tako�e, zahvaǉujem se Ani �egarac na podrxci u radu i brojnim koris-
nim diskusijama, kao i na pomo�i oko crtaǌa slika u Inkscape-u. Zahvalnost
dugujem i Marku Kuzmanovi�u za pomo� u radu u programu Wolfram Mathe-
matica.
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1 Egzotiqne strukture u glatkoj kategoriji

1.1 Glatka Poenkareova hipoteza

Jedno zanimǉivo pitaǌe koje se mo�e postaviti je:

Da li je svaka mnogostrukost koja je homotopna sferi Sn

ujedno i izomorfna sferi Sn (u nekoj izabranoj kategoriji)?

Kategorije mnogostrukosti na koje se ovde misli su topoloxke (Top), deo po
deo linearne (PL) ili glatke (Diff). Ovo pitaǌe je formulisano u vidu tvr-
�eǌa koje je poznato kao uopxtena Poenkareova hipoteza, a ǌegova precizna
formulacija je slede�a.

Tvr�eǌe 1.1. Ako je M zatvorena Cat n-mnogostrukost za koju va�i M ' Sn,
onda je M ∼= Sn (u Cat).

Ovde je sa Cat oznaqena kategorija mnogostrukosti, tj. konkretno
Cat ∈ {Top,PL,Diff}. Za mnogostrukosti u kategoriji Top podrazumevamo da
su Hausdorfovi prostori sa prebrojivom bazom topologije, koji lokalno
izgledaju kao euklidski prostor fiksirane (konaqne) dimenzije. U kate-
goriji Diff mislimo na glatke mnogostrukosti, odnosno na topoloxke
mnogostrukosti sa atlasom qije su funkcije prelaska glatke. U celom radu
�e se pod pojmom glatko misliti na klasu C∞, osim ako se drugaqije ne na-
znaqi. Mnogostrukosti u kategoriji PL su topoloxke mnogostrukosti sa
atlasom qije su funkcije prelaska deo po deo linearne. Izomorfizam u Top
je homeomorfizam, u Diff je to difeomorfizam, dok se za PL definixe
analogno (zahtevaju�i da je preslikavaǌe bijektivno tako da su ono samo i
ǌegov inverz deo po deo linearna preslikavaǌa, gledaju�i ih na kartama)
i naziva PL homeomorfizam.

Glavno pitaǌe je u kojim dimenzijama va�i ovo tvr�eǌe za svaku od tri
kategorije. Za sluqajeve n ∈ {1, 2} se zna da tvr�eǌe va�i u svakoj od tri
kategorije, xto je poznata qiǌenica koja sledi iz teoreme o klasifikaciji
mnogostrukosti u ovim dimenzijama. U kategoriji PL je Smejl 1962. godine
dokazao [35] da je hipoteza taqna za n > 5. U dimenziji n = 4 su hipoteze
u kategorijama PL i Diff ekvivalentne i jox uvek nije poznato da li va�e.
Xto se dimenzije n = 3 tiqe, dugo se znalo da je problem ekvivalentan u sve
tri kategorije. Tek poqetkom ovog veka Perelman je u tri rada [29, 30, 31]
dao potvrdan odgovor na pitaǌe hipoteze u ovom sluqaju. U kategoriji Top
poznato je da ona va�i za sve n ∈ N – hipotezu je za sluqajeve n > 5 dokazao
ǋuman 1966. godine [26], dok je sluqaj n = 4 Fridman [11] dokazao 1982.
godine i za to je dobio Fildsovu medaǉu 1986. godine.

Glatka Poenkareova hipoteza (verzija Tvr�eǌa 1.1 u Diff kategoriji) se
pokazala te�om od druge dve. Naime, tek za poneku dimenziju se zna da je
ova hipoteza taqna (na primer, n ∈ {1, 2, 3, 5, 6, 12, 61}). Me�utim, u mnogim
dimenzijama se zna da hipoteza nije taqna. Prvi poznati kontraprimer je
za n = 7 iz 1956. godine, koji je Milnor konstruisao u svom radu [23].
On je naxao primer topoloxke sfere S7 kao S3 raslojeǌe nad S4, koja nema
standardnu glatku strukturu i time nije difeomorfna standardnoj sferi S7.
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Iz prilo�enog zakǉuqujemo da postoje topoloxke sfere koje su me�u-
sobno homeomorfne, ali nisu me�usobno difeomorfne. Glatka struktura
standardne sfere Sn je poznata i stoga su nam zanimǉive one sfere koje joj
nisu difeomorfne. ǋih izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 1.2. Glatku mnogostrukost koja je homeomorfna sferi Sn zovemo
glatka sfera. Glatka sfera Sn koja nije difeomorfna standardnoj glatkoj
sferi Sn naziva se egzotiqna sfera.

1.2 Egzotiqni difeomorfizmi

Neka je M glatka mnogostrukost. Sa Diff(M) �emo oznaqiti skup svih
difeomorfizama od M , odnosno sva bijektivna preslikavaǌa iz M u M takva
da su ona sama i ǌihovi inverzi glatka preslikavaǌa. Najbitnije od ǌih,
identiqko preslikavaǌe, oznaqava�emo sa id : M →M . Tako�e, u sluqaju da
je M orijentabilna, sa Diff+(M) oznaqavamo one difeomorfizme iz Diff(M)
koji quvaju (neku izabranu) orijentaciju. Pod nosaqem difeomorfizma ϕ
mislimo na skup

supp(ϕ) = {x ∈M | ϕ(x) 6= x}.

Definicija 1.3. Za glatku mnogostrukost M definixemo skup

Diffc(M) = {ϕ ∈ Diff(M) | skup supp(ϕ) je kompaktan u int(M)}

i zovemo ga skup difeomorfizama od M sa kompaktnim nosaqem. Pod
unutraxǌox�u se ovde podrazumeva skup int(M) = M \ ∂M .

Napomena. Ako je mnogostrukost M zatvorena, onda su grupe Diffc(M) i
Diff(M) identiqne. U sluqaju da M ima granicu, onda difeomorfizam iz
Diffc(M) mora biti jednak id u nekoj okolini granice.

Napomena. U sluqaju da je M orijentabilna, u definiciji Diffc(M) �emo
gledati samo one difeomorfizme iz Diff(M) koji quvaju orijentaciju i
odgovaraju�u grupu �emo oznaqavati sa Diff+(M). U opxtem sluqaju, bilo
da se govori o orijentabilnoj ili neorijentabilnoj mnogostrukosti M ,
zadr�a�emo se na oznaci Diffc(M) da ne bismo optere�ivali notaciju.

Definicija 1.4. Neka je M glatka mnogostrukost i f, g ∈ Diffc(M). Za f i
g ka�emo da su glatko izotopni (kroz kompaktno sadr�ane difeomorfizme)
ako postoji glatko preslikavaǌe F : M × [0, 1]→M takvo da je:

(i) F (x, 0) = f(x) i F (x, 1) = g(x), za svako x ∈M .

(ii) ft = F (·, t) ∈ Diffc(M), za svako t ∈ [0, 1].

Qesto �emo pisati f
diff∼ g.

Relacija glatke izotopnosti je relacija ekvivalencije. ǋene klase su
komponente povezanosti grupe Diffc(M). Naime, put u Diffc(M) izme�u f i g
je upravo t 7→ ft iz definicije glatke izotopije. Ako oznaqimo sa

Diff0
c(M) = {ϕ ∈ Diffc(M) | ϕ diff∼ id}
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skup onih difeomorfizama koji su povezani sa id, mo�emo pisati

π0Diffc(M) = Diffc(M)
/

Diff0
c(M) = Diffc(M)

/
diff∼ .

Napomena. Grupa Diffc(M) je lokalno kontraktibilna i svaka neprekidna
putaǌa mo�e se deformisati do glatke, quvaju�i krajǌe taqke fiksnima
(pogledati uvod u [32]). Tako da ako za neke difeomorfizme ϕ0 i ϕ1 va�i
[ϕ0] = [ϕ1] u π0Diffc(M), onda je to ekvivalentno sa qiǌenicom da su oni
glatko izotopni.

Va�i da je Diff0
c(M) normalna podgrupa u Diffc(M), a to nam omogu�ava

da na π0Diffc(M) nametnemo strukturu grupe. ǋu dobijamo kao nasle�enu od
Diffc(M) koliqnikom.

Definicija 1.5. Grupu π0Diffc(M) nazivamo grupa klasa preslikavaǌa1 glatke
mnogostrukosti M .

Napomena. Termin grupa klasa preslikavaǌa se nekad u literaturi odnosi na
homeomorfizme, a ne difeomorfizme. Me�utim, ovde radimo sa glatkim mno-
gostrukostima, pa je izabrano da se tako nazove odgovaraju�a grupa izvedena
od grupe difeomorfizama. U nastavku nas qeka i analogna definicija za sim-
plektiqke mnogostrukosti i ǌihove simetrije (Definicija 2.21). Naravno,
mogu�e je definisati sve ove pojmove i u opxtijoj situaciji sa grupom Aut
svih automorfizama (u odre�enoj kategoriji), ali je ovde izabran pristup
sa pojedinaqnim definisaǌem za kategoriju glatkih i kategoriju simplek-
tiqkih mnogostrukosti, jer su one relevantne za ovaj rad.

Posebnu pa�ǌu �emo posvetiti onim difeomorfizmima koji nisu izo-
topni preslikavaǌu id.

Definicija 1.6. Difeomorfizam ϕ glatke mnogostrukosti M za koji va�i
ϕ ∈ Diffc(M) \ Diff0

c(M) zovemo egzotiqni difeomorfizam. Drugim reqima, eg-
zotiqni difeomorfizmi su oni koji nisu izotopni id.

Pitaǌe egzistencije egzotiqnog difeomorfizma je zapravo pitaǌe o
netrivijalnosti grupe π0Diffc(M).

1.3 Milnorove sfere

U ovom delu �emo opisati sve mogu�e totalne prostore raslojeǌa nad S4

sa fibrom S3 i strukturnom grupom SO(4). Neki od tih totalnih prostora
bi�e homeomorfni topoloxkoj sferi S7, a neki maǌi podskup ǌih ne�e biti
difeomorfni standardnoj glatkoj sferi S7. �on Milnor je ovo originalno
opisao u svom radu [23]. U dokazima se koristio metodama algebarske i
diferencijalne topologije, poput karakteristiqnih klasa i Ribove teoreme
o sferi.

Osim pomenutog glavnog rada, ovaj odeǉak se oslaǌa na [22] i predavaǌe
koje je Milnor odr�ao povodom dodele Abelove nagrade 2011. godine [24].

1Na engleskom: mapping class group

4



1.3.1 Sferna raslojeǌa

Definicija 1.7. Raslojeǌe je ure�ena qetvorka (F,E,B, p), gde su F,E,B
topoloxki prostori, a preslikavaǌe p : E → B takvo da va�i

(i) Za svaku taqku b ∈ B postoji okolina U ⊂ B od b i homeomorfizam
h : U × F ≈−→ p−1(U), koji se naziva lokalnom trivijalizacijom.

(ii) Homeomorfizam h se sla�e sa p i projekcijom na prvu koordinatu π1

kao p ◦ h = π1. Drugim reqima, naredni dijagram komutira.

U × F p−1(U)

U

π1

h

p

Prostor B se naziva bazni prostor, E totalni prostor, F fibra (vlakno) i
p projekcija ovog raslojeǌa. Raslojeǌe se qesto obele�ava sa

F E

B .

p

Va�i da je fibra F homeomorfna skupu p−1({b}), za svako b ∈ B. U sluqaju
da je topoloxki prostor F diskretan, raslojeǌe se naziva natkrivaǌe. Skup
{(Ui, hi)}i∈I lokalnih trivijalizacija sa lokalnim skupovima iz prethodne
definicije naziva se atlas raslojeǌa, a ǌegovi elementi karte raslojeǌa.

U sluqaju da su F i B glatke mnogostrukosti i preslikavaǌe p surjek-
tivno, onda je i E glatka mnogostrukost qija je dimenzija zbir dimenzija
F i B. Glatku strukturu na E qine preslikavaǌa oblika (σ ◦ p, τ ◦ π2 ◦ h−1)
definisana na nekom otvorenom podskupu od p−1(Ui), gde je σ neka karta od B
definisana na otvorenom podskupu od Ui i τ neka karta na F definisana na
otvorenom podskupu od π2 ◦ h−1(p−1(Ui)) ⊂ F (sa π2 je oznaqena projekcija na
drugu koordinatu).

Pretpostavimo da smo u glatkom okru�eǌu i da imamo jox i Lijevu grupu
G koja dejstvuje na fibri F . Neka je to dejstvo efektivno (to znaqi da ako
va�i g ·f = f , za sve f ∈ F i neko g ∈ G, onda va�i da je g jediniqni element).
U tom sluqaju va�i da je grupa difeomorfizama prostora F izomorfna sa G.
Uzmimo dve karte, (Uk, hk) i (Ul, hl), i definiximo preslikavaǌe hi,x = hi(x, ·),
za i ∈ I, takvo da se za svako x ∈ Uk ∩ Ul homeomorfizam h−1

l,x ◦ hk,x : F → F
sla�e sa dejstvom elementa iz G (ovakav element je jedinstven, jer je dejstvo
efektivno). Tako�e, zahtevamo i da je preslikavaǌe hlk, koje je definisano
sa hlk(x) = h−1

l,x ◦ hk,x, neprekidno.
Ako su svi ovi uslovi ispuǌeni, grupu G zovemo strukturnom grupom

raslojeǌa.

Primer 1.8. Prvi primer raslojeǌa je trivijalno raslojeǌe, koje dobijamo
kada je E = B × F . Preslikavaǌe p : B × F → B je prva projekcija p = π1.
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Primer 1.9. Jedan ilustrativan primer netrivijalnog raslojeǌa mo�e biti
uvijena prava u zavojnicu iznad kruga S1 (Slika 1). Totalni prostor je
E = R, a baza je krug B = S1. Projekcija p : R → S1 je data sa p(t) =
(cos t, sin t) ∈ S1 ⊂ R2. Fibra je beskonaqna diskretna grupa F = Z.

p
R

S1

Slika 1: Primer natkrivaǌa R→ S1.

Primer 1.10. (Sferna raslojeǌa) Ovde �emo sferna raslojeǌa definisati
kao ona raslojeǌa kod kojih su sva tri prostora (F,E,B) neke sfere Sn, za
n ∈ N0, uz napomenu da se terminologija mo�e razlikovati u zavisnosti od
literature. Pokazuje se da su ova raslojeǌa u bijektivnoj korespondenciji
sa konaqnodimenzionim alterniraju�im normiranim algebrama sa deǉeǌem
nad R [27]. Ovakvih algebri ima qetiri i pomo�u ǌih se definixu qe-
tiri sferna raslojeǌa. Ako je A jedna takva algebra, sferu {x ∈ A | ‖x‖ = 1}
mo�emo opremiti strukturom grupe i ta sfera �e predstavǉati fibru raslo-
jeǌa. Pomenute qetiri algebre su:

• Realni brojevi R.
Sfera u R je skup S0 = {−1,+1} i on predstavǉa grupu u odnosu na
mno�eǌe realnih brojeva. Raslojeǌe je

S0 S1

S1 ,

p

gde je preslikavaǌe p dato sa p(z) = z2. ǋega mo�emo vizualizovati
kao da se totalni prostor S1 dvoslojno uvija iznad baze S1. Fibra je
zato dvoelementni skup koji odgovara grupi S0.

• Kompleksni brojevi C.
Sfera u C je skup S1 = {z ∈ C | |z| = 1} i on predstavǉa grupu u odnosu
na mno�eǌe kompleksnih brojeva. Raslojeǌe je

S1 S3

S2

h
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i qesto se naziva Hopfovo raslojeǌe. Sferu S3 za trenutak posmatrajmo
kao podskup C2 sa koordinatama (z1, z2) za koje je |z1|2 + |z2|2 = 1, a sferu
S2 kao kompleksni projektivni prostor CP 1 sa homogenim koordinatama
[z1 : z2]. Preslikavaǌe h : S3 → CP 1 dato sa h(z1, z2) = [z1 : z2] zadaje ovo
raslojeǌe. Inverzna slika taqke [u : v] ∈ CP 1 pri preslikavaǌu h je

h−1([u : v]) = {(λu, λv) ∈ C2 | |λu|2 + |λv|2 = 1}
= {(λu, λv) ∈ C2 | |λ|2 = 1}
≈ {λ ∈ C | |λ|2 = 1} = S1.

(1)

• Kvaternioni H.
Algebra kvaterniona se definixe kao skup elemenata oblika

u = a+ bi+ cj + dk, za a, b, c, d ∈ R.

Sabiraǌe se vrxi po komponentama, a mno�eǌe uz pravila i2 = j2 =
k2 = ijk = −1 i nije komutativno. Operacija konjugovaǌa je data sa
u = a − bi − cj − dk, a realni deo kvaterniona definixemo kao Re (u) =
1
2 (u+ u) = a. Normu izvodimo iz konjugovaǌa kao ‖u‖ =

√
uu. Kvater-

nionsku projektivnu pravu definixemo kao

HP 1 = H2
/
ρ,

gde je relacija ρ zadata sa

x ρ y ⇔ postoji c ∈ H \ {0} tako da va�i x = cy. (2)

Prostor HP 1 opremimo homogenim koordinatama [u1 : u2] na standardan
naqin.

Lema 1.11. Kvaternionska projektivna prava HP 1 je homeomorfna sferi
S4.

Dokaz. Prostor HP 1 se mo�e dobiti i kao koliqnik sfere S7 u prostoru
H2 ≈ R8 po relaciji izvedenoj iz ρ – dva elementa su u relaciji, ako
postoji navedeno c ∈ H \ {0} u (2) koje je jediniqne norme. Budu�i
da je sfera S7 kompaktna, sledi da je prostor HP 1 kompaktan. Skup
HP 1 \ {[1 : 0]} je jednak skupu {[xy−1 : 1] | x ∈ H, y ∈ H \ {0}}. Poxto izraz
xy−1 prolazi celo H, onda se HP 1 bez jedne taqke mo�e identifikovati
sa H ≈ R4. Uzimaju�i kompaktifikacije jednom taqkom ovih prostora,
zakǉuqujemo da mora biti HP 1 ≈ S4.

Preslikavaǌe f : S7 → HP 1 dato sa f(u1, u2) = [u1 : u2] �e biti projekcija
raslojeǌa u ovom sluqaju. Skup f−1([1 : 0]) se sliqno kao u (1) dobije
da je

f−1([1 : 0]) ≈ {λ ∈ H | ‖λ‖2 = 1} = S3.
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Raslojeǌe u ovom sluqaju je

S3 S7

S4

f

i ono �e biti kǉuqno u nastavku priqe o Milnorovoj konstrukciji
egzotiqnih sfera S7.

• Oktanioni O.
Ovde se ne�emo zadr�avati, uz napomenu da su sve definicije nalik na
one kod kvaterniona. Oktanionska algebra nema qak ni osobinu asoci-
jativnosti, tako da je maǌe intuitivna od prethodnih. Raslojeǌe koje
ovde dobijamo je

S7 S15

S8 .

p

Detaǉnije o sfernim raslojeǌima se mo�e videti u [14, 36, 40].

Raslojeǌa su specijalan sluqaj fibracija. Kod fibracija, fibra se od
taqke do taqke mo�e razlikovati (nije neophodno da ti prostori budu home-
omorfni, ve� samo homotopni). Za nas jedan bitan tip fibracija su Serove
fibracije, koje izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 1.12. Serova fibracija je neprekidno preslikavaǌe p : E → B
izme�u topoloxkih prostora E i B koje ima svojstvo podizaǌa homotopije u
odnosu na diskove Dn, za svako n ∈ N.

U kategoriji CW−kompleksa, xto je najqex�i posmatrani sluqaj u
praksi, Serova fibracija koja je lokalno trivijalna je raslojeǌe. Za
fibru se mo�e uzeti F = p−1(b), za neko b ∈ B (podrazumevamo putnu poveza-
nost prostora B). Mo�da najbitnije algebarsko svojstvo Serove fibracije
je ǌeno smextaǌe u dugi taqan niz homotopskih grupa.

Teorema 1.13. [14, Teorema 4.41] Neka je p : E → B Serova fibracija i
b0 ∈ B, x0 ∈ F = p−1(b0) istaknute taqke. Onda je preslikavaǌe

p∗ : πn(E,F, x0)→ πn(B, b0)

izomorfizam za svako n ∈ N. U sluqaju da je prostor B putno povezan, imamo
dugi taqan niz homotopskih grupa

. . .→ πn(F, x0)→ πn(E, x0)
p∗−→ πn(B, b0)→ πn−1(F, x0)→ . . .→ π0(E, x0)→ 0.

Sva pomenuta sferna raslojeǌa u Primeru 1.10 su i Serove fibracije.
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1.3.2 Konstrukcija familije topoloxkih sfera S7

Kao kandidate za sedmodimenzione egzotiqne sfere �emo posmatrati to-
talne prostore raslojeǌa sa bazom S4 i fibrom S3, koji imaju SO(4) za struk-
turnu grupu. Slede�a teorema nam daje predstavu o svim takvim raslojeǌi-
ma.

Teorema 1.14. [36, Teorema 18.5] Neka je G povezana grupa. Postoji bijekcija
(do na izomorfizam) izme�u svih raslojeǌa nad sferom Sn sa strukturnom
grupom G i elemenata grupe πn−1(G).

Iz teoreme sledi da su sva razmatrana raslojeǌa indeksirana grupom
π3(SO(4)) ∼= Z2. U dokazu ove teoreme je data eksplicitna konstrukcija
izomorfizma u opxtem sluqaju. Izomorfizam koji elementu iz π3(SO(4))
dodeǉuje raslojeǌe se zadaje na slede�i naqin. Neka je f : Z2 → π3(SO(4))
izomorfizam tako da je f(k, l) = [fk,l] ∈ π3(SO(4)) klasa preslikavaǌa

fk,l : S3 → SO(4), fk,l(u)(v) = ukvul.

Ovo preslikavaǌe treba shvatiti tako da element fk,l(u) ∈ SO(4) deluje na
vektor v ∈ R4 kao odgovaraju�a rotacija. Na desnoj strani se podrazumeva
mno�eǌe kvaterniona, sa odgovaraju�im identifikacijama.

Neka su U1 i U2 dve standardne karte koje pokrivaju sferu S4. Oznaqimo
sa U1 sferu S4 bez severnog pola (koji odgovara taqki [1 : 0]), a sa U2 sferu
S4 bez ju�nog pola (koji odgovara taqki [0 : 1]). Skupovi U1 i U2 dolaze sa
preslikavaǌima φ1 : U1 → H i φ2 : U2 → H datim sa

φ1([x : 1]) = x, φ2([1 : y]) = y.

Funkcija prelaska na skupu HP 1 \ {[1 : 0], [0 : 1]} je zadata kao

φ2 ◦ φ−1
1 : z 7→ [z : 1] =

[
1 :

1

z

]
7→ 1

z
.

Ideja je da totalne prostore konstruixemo kao raslojeǌe nad S4 sa
pomenutim kartama, ali tako da u svakoj fibri izvrximo rotaciju koja
odgovara elementu strukturne grupe SO(4). Mno�eǌe kvaternionima se
mo�e interpretirati kao rotacija, tako da su oni zgodan alat u ovom za-
pisu. Familiju totalnih prostora indeksiranu sa (k, l) ∈ Z2 definixemo na
slede�i naqin. Neka je sa

fk,l : φ1(U1 ∩ U2)× S3 → φ2(U1 ∩ U2)× S3

oznaqeno preslikavaǌe uz pomo� koga �emo lepiti navedene skupove. To pres-
likavaǌe je dato sa

fk,l(z, u) =

(
1

z
,
zkuzl

‖z‖k+l

)
.

Deo 1
z potiqe od funkcije prelaska u bazi, dok je preslikavaǌe u 7→ zkuzl

‖z‖k+l

element strukturne grupe SO(4). To sledi iz ǌegove linearnosti i qiǌenice
da je

‖u‖ = 1 ⇒

∥∥∥∥∥ zkuzl‖z‖k+l

∥∥∥∥∥ =
‖z‖k ‖u‖ ‖z‖l

‖z‖k+l
=
‖z‖k+l ‖u‖
‖z‖k+l

= 1.
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Kao posledica Teoreme 1.14 sledi da su sva raslojeǌa S3 nad S4 sa struk-
turnom grupom SO(4) zadata familijom funkcija fk,l. Totalni prostor tog
raslojeǌa je

Mk,l =
(
φ1(U1)× S3

)
∪fk,l

(
φ2(U2)× S3

)
, (3)

a celo raslojeǌe oznaqimo sa ξk,l.
Sada �emo dokazati da je za l = −k − 1 totalni prostor Mk,l = Mk,−k−1

homeomorfan sferi S7. Ideja je iskoristiti Ribovu teoremu o sferi. Oz-
naqimo nadaǉe Mk = Mk,−k−1 i ξk = ξk,−k−1, podrazumevaju�i da je k ∈ Z.

Teorema 1.15. [3, Posledica 3.22] Neka je Mn glatka kompaktna mno-
gostrukost i f : M → R glatka funkcija sa taqno dve kritiqne taqke, koje
su obe nedegenerisane. Tada je mnogostrukost M homeomorfna sferi Sn.

Skica dokaza. Mnogostrukost M je kompaktna, pa f ima minimum i maksimum,
i oni se dosti�u u kritiqnim taqkama. Neka funkcija f u taqki p dosti�e
minimum, f(p) = m, a u taqki q maksimum, f(q) = M . Funkcija f je Morsova,
pa �emo se koristiti poznatim tvr�eǌima vezanim za ovu klasu funkcija.
Kritiqna taqka p je indeksa n, pa po Morsovoj lemi [3, Lema 3.11] postoji
otvorena okolina Up taqke p sa koordinatama (u1, . . . , un) tako da va�i

f(x) = m+ (u2
1 + . . .+ u2

n), za x ∈ Up.

To znaqi da je za neko a > m (izabrano tako da f−1([m, a]) ⊂ Up) va�i da je

f−1([m, a]) = {(u1, . . . , un) ∈ Rn | m+ (u2
1 + . . .+ u2

n) 6 a}
= {(u1, . . . , un) ∈ Rn | u2

1 + . . .+ u2
n 6 a−m} ≈ Dn.

Na analogan naqin mo�emo izabrati okolinu Uq taqke q i b < M tako da va�i

f−1([b,M ]) = {(u1, . . . , un) ∈ Rn |M − (u2
1 + . . .+ u2

n) > b}
= {(u1, . . . , un) ∈ Rn | u2

1 + . . .+ u2
n 6M − b} ≈ Dn.

U intervalu [a, b] nema kritiqnih taqaka, pa va�i f−1([a, b]) ≈ Sm−1 × [0, 1] [3,
Posledica 3.21]. Jox je potrebno dokazati da se odgovaraju�im lepǉeǌem
dobija sfera Sn (Slika 2).

Granicu ∂Dn diska Dn ≈ Uq koji odgovara kritiqnoj taqki q lepimo po
komponenti granice cilindra f−1({b}) ≈ Sn−1 × {1}. Granicu drugog diska
Dn ≈ Up lepimo po drugoj kompomenti granice cilindra f−1({a}) ≈ Sn−1×{0}.
Ovo lepǉeǌe zadaje homomorfizam poqetne mnogostrukostiM i sfere Sn. On
se mo�e i eksplicitno konstruisati, a ta konstrukcija i tehniqki detaǉi
�e ovde biti preskoqeni.

Lema 1.16. Totalni prostor Mk je homeomorfan sferi S7.

Dokaz. Totalni prostori Mk su glatke kompaktne mnogostrukosti i va�i

dim(Mk) = dim(S4) + dim(S3) = 7.
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Uq ≈ Dn

f−1([a, b]) ≈ Sn−1 × [0, 1]

Up ≈ Dn

Slika 2: Prikaz lepǉeǌa skupova Dn, Sn−1 × [0, 1] i Dn u sferu Sn.

Stoga je dovoǉno na�i funkciju iz uslova Ribove teoreme. Definiximo
funkciju g na svakoj karti posebno. Neka je

g(z, u) = g1(z, u) =
Re (u)√
1 + ‖z‖2

, za (z, u) ∈ φ1(U1)× S3 i

g(z, u) = g2(z, u) =
Re
(
zu−1

)√
1 +

∥∥zu−1
∥∥2
, za (z, u) ∈ φ2(U2)× S3.

Za poqetak bi trebalo proveriti da je funkcija g dobro definisana, tj. da se
vrednosti g1 i g2 poklapaju na preseku karti. Odgovaraju�i skupovi se lepe
uz pomo� preslikavaǌa fk,−k−1 i potrebno je proveriti da je g2 ◦ fk,−k−1 = g1.
Raqunamo

1

z
·

(
zkuz−k−1

‖z‖−1

)−1

=
1

z
·

(
zkuz−k−1

‖z‖−1

)
=

1

z · z
· z · z

kuz−k−1

‖z‖−1 =
z(k+1)uz−(k+1)

‖z‖
,

a onda i

g2

(
fk,−k−1(z, u)

)
= g2

(
1

z
,
zkuz−k−1

‖z‖−1

)
=

Re
(
z(k+1)uz−(k+1)

‖z‖

)
√

1 +
∥∥∥ z(k+1)uz−(k+1)

‖z‖

∥∥∥2

=

1
‖z‖Re (u)√
1 +

∥∥∥uz ∥∥∥2
=

Re (u)√
1 + ‖z‖2

= g1(z, u).

Korix�ena je osobina kvaterniona Re (y) = Re
(
xyx−1

)
.

Funkcije g1 i g2 imaju sedmodimenzionu mnogostrukost kao domen i mogu
se lokalno izraziti pomo�u sedam promenǉivih. Na primer, na skupu

R4 × {(a, b, c, d) ∈ S3 | a > 0},
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sa koordinatama takvim da je a =
√

1− b2 − c2 − d2 se izra�ava

g1(z, u) = g1(α+ βi+ γj + δk, a+ bi+ cj + dk) =

√
1− b2 − c2 − d2√

1 + α2 + β2 + γ2 + δ2
,

g2(z, u) = g2(α+ βi+ γj + δk, a+ bi+ cj + dk) =
α
√

1− b2 − c2 − d2 + bβ + cγ + dδ√
1 + α2 + β2 + γ2 + δ2

.

Gradijenti funkcija g1 i g2 u ovoj karti su

∇g1(z, u) = − 1

σ

(
αK

σ2
,
βK

σ2
,
γK

σ2
,
δK

σ2
,
b

K
,
c

K
,
d

K

)
∇g2(z, u) =

1

σ

(
Kα+ bβ + cγ + dδ

σ2
(−α,−β,−γ,−δ) + (K, b, c, d),

−bα
K

+ β,
−cα
K

+ γ,
−dα
K

+ δ

)
.

gde je σ =
√

1 + α2 + β2 + γ2 + δ2 i K =
√

1− b2 − c2 − d2.
Rexavaju�i pojedinaqne jednaqine ∇g1(z, u) = 0 i ∇g2(z, u) = 0 dolazimo

do zakǉuqka da funkcija g1 ima kritiqnu taqku (z, u) = (0, 1), a da funkcija
g2 nema kritiqnih taqaka u ovoj karti. Posmatraju�i kartu

R4 × {(a, b, c, d) ∈ S3 | a < 0},

i na isti naqin raqunaju�i, dobijamo kritiqnu taqku (z, u) = (0,−1). Mo�e
se proveriti da na kartama R4×T , gde je T neki od preostalih xest skupova
koji u uniji sa prethodna dva navedena pokrivaju sferu S3 (u pitaǌu su
skupovi {b > 0}, {b < 0}, {c > 0}, {c < 0}, {d > 0}, {d < 0}), ne�e biti novih
kritiqnih taqaka. Nedegenerisanost kritiqne taqke po definiciji znaqi da
je Hesijan u toj taqki nedegenerisana matrica. To je taqno za obe kritiqne
taqke, a raqun �e ovde biti izostavǉen. Za sav raqun koji nije eksplicitno
naveden korix�en je softver Wolfram Mathematica.

Sada dokaz leme sledi iz primene Ribove teoreme na funkciju g.

1.3.3 Egzotiqne sfere

Za proizvoǉnu mnogostrukost Mn sa pk ∈ H4k(M) oznaqava�emo k−tu Pon-
trjaginovu klasu tangentnog raslojeǌa mnogostrukosti M i sa [M ] ∈ Hn(M)
fundamentalnu klasu od M . Pontrjaginove klase se mogu dobiti iz Qer-
novih – va�i da je pk = (−1)kc2k, gde je c2k ∈ H4k(M) odgovaraju�a Qernova
klasa (za detaǉe pogledati [25, Odeǉak 15]). Poxto se ovde bavimo samo
osmodimenzionim mnogostrukostima, jedine ǌihove (mo�da) nenula Pontrja-
ginove klase su p1 ∈ H4(M) i p2 ∈ H8(M). Za daǉe razmatraǌe potrebna nam
je definicija indeksa mnogostrukosti.

Definicija 1.17. Neka jeM4k zatvorena orijentisana glatka mnogostrukost.
Oznaqimo sa

H2k
tor(M) = H2k(M)

/
(torzija) ∼= Z× . . .× Z.
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Posmatrajmo simetriqnu bilinearnu formu koja je data kap proizvodom

q : H2k
tor(M)×H2k

tor(M)→ Z
(x, y) 7→ (x ^ y)

(
[M ]

)
.

Dijagonalizujmo matricu kvadratne forme q nad realnim brojevima i neka
dobijena matrica ima p pozitivnih i n negativnih sopstvenih vrednosti.
Indeks mnogostrukosti M , u oznaci τ(M), definixemo kao τ(M) = p− n.

Kǉuqan korak pri tra�eǌu Milnorovih egzotiqnih sfera je Hirce-
bruhova teorema, koja povezuje indeks mnogostrukosti sa Pontrjaginovim
brojevima.

Teorema 1.18. [15, Teorema 8.2.2] Neka je M glatka orijentisana kompaktna
mnogostrukost dimenzije 4k. Pontrjaginovi brojevi su brojevi oblika

pk1 ^ pk2 ^ . . . ^ pkm
(
[M ]

)
, za k1 + . . .+ km = k,

gde su pkj Pontrjaginove klase. Indeks τ(M) je linearna kombinacija Pon-
trjaginovih brojeva. Specijalno, za k = 2 va�i

τ(M) =
7

45
p2

(
[M ]

)
− 1

45
(p1 ^ p1)

(
[M ]

)
. (4)

Sada �emo formulisati teoremu koja karakterixe egzotiqne sfere S7.

Teorema 1.19. Ako je prostor Mk difeomorfan standardnoj sferi S7, onda
va�i (2k + 1)2 ≡7 1.

Dokaz. Uoqimo disk raslojeǌe koje odgovara sfernom raslojeǌu ξk. Fibra
tog raslojeǌa je disk D4, a totalni prostor je mnogostrukost dimenzije osam.
Nazovimo taj totalni prostor Bk. Jasno je da va�i ∂Bk = Mk. Mnogostrukost
Mk je orijentabilna i neka orijentaciju zadaje klasa µ ∈ H7(Mk). Ori-
jentaciju Bk zadaje klasa ν ∈ H8(Bk,Mk) za koju va�i ∂ν = µ.

Granica standardnog glatkog diska D8 je standardna glatka sfera S7 ≈
Mk. Konstruiximo mnogostrukost Nk = D8 ∪Mk

Bk tako xto mnogostrukosti
Bk i D8 zalepimo po granici odgovaraju�im difeomorfizmom. Rezultuju�a
mnogostrukost Nk je zatvorena i dimenzije 8. ǋu mo�emo orijentisati tako
da se orijentacija sla�e sa orijentacijom Bk.

Mnogostrukost Bk je homotopski ekvivalentna sferi S4. Homotopska ekvi-
valencija je projekcija raslojeǌa p : Bk → S4. Odatle sledi da je

H4(Bk) ∼= H4(S4) ∼= Z.

Neka je ι ∈ H4(Bk) neki generator ove grupe. Va�i da je

p1(Nk) = p1(Bk) = ±2(2k + 1)ι,

pogledati [23, Lema 3], a za detaǉno izvo�eǌe i [22, Odeǉak 6.2]. Prema
Teoremi 1.18, va�i

τ(Nk) =
7

45
p2

(
[Nk]

)
− 1

45
(p1 ^ p1)

(
[Nk]

)
≡7 −5(4k + 2)2 ≡7 (2k + 1)2. (5)
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Kako je H4(Bk) ∼= Z, kvadratna forma mnogostrukosti Bk iz Defini-
cije 1.17 je jednodimenziona, pa je ǌen indeks jednak τ(Bk) = ±1. Disk D8 je
kontraktibilan i za ǌega va�i τ(D8) = 0. Iz [23, Lema 1] sledi da je

τ(Nk) = τ(Bk)− τ(D8) = τ(Bk) = ±1.

Izraz (5) postaje (2k + 1)2 ≡7 ±1. Kako −1 nije kvadratni ostatak po modulu
7, ostaje samo (2k + 1)2 ≡7 1, xto je i trebalo dokazati.

Vredno je napomene da se koeficijenti u linearnoj kombinaciji (4) dobi-
jaju iz razvoja stepenih redova nekih generixu�ih funkcija i povezani su sa
Bernulijevim brojevima. Konkretno, broj 7 koji se javǉa kao koeficijent i
koji je zaslu�an za posmatraǌe deǉivosti sa 7, nema nikakve direktne veze
sa tim xto se posmatraju sfere dimenzije 7.

Posledica 1.20. Postoji mnogostrukost koja je homeomorfna, ali nije i
difeomorfna sferi S7.

Dokaz. Posmatrajmo sve totalne prostore Mk,l koji su definisani u (3). U
sluqaju kada je k + l = −1, u Lemi 1.16 smo dokazali da su ti prostori
homeomorfni sferi S7. Po Teoremi 1.19, ako nametnemo i uslov (k− l)2 6≡7 1,
onda Mk,l nije difeomorfno standardnoj sferi S7. Jedan primer egzotiqne
sedmodimenzione sfere bila bi mnogostrukost M1,−2.

Na neki naqin je mogu�e dati strukturu skupu svih glatkih struktura
svih mnogostrukosti date dimenzije, ili drugim reqima, skupu svih glatkih
mnogostrukosti date dimenzije. Za dve glatke orijentisane povezane mno-
gostrukosti Mn

1 i Mn
2 , mo�emo definisati operaciju povezane sume me�u

ǌima. Neka su D1 ↪→ M1 i D2 ↪→ M2 glatko ulo�eni standardni glatki
diskovi dimenzije n. Povezanu sumu M1#M2 dobijamo tako xto skupove
M1 \ int(D1) i M2 \ int(D2) lepimo difeomorfizmom po skupu ∂D1 ≈ ∂D2 ≈ Sn−1

(za difeomorfizam se mo�e uzeti id posle pomenute identifikacije), tako
da drugoj mnogostrukosti obrnemo orijentaciju. Ova operacija je dobro de-
finisana, do na difeomorfizam koji quva orijentaciju. Lako se vidi da je
ona komutativna i asocijativna i da je jediniqni element sfera, jer va�i
Mn#Sn ≈Mn. Dakle, skup klasa glatkih mnogostrukosti dimenzije n (do na
orijentisani difeomorfizam) sa operacijom povezane sume qini komutativni
monoid, koji �emo oznaqiti sa Sn.

Primer 1.21. U dimenziji dva nam je poznato da su topoloxke orijentisane
zatvorene povrxi uopxteni torusi proizvoǉnog roda g ∈ N0. Povezana suma
torusa roda g1 i torusa roda g2 daje torus roda g1 + g2, pa oni qine monoid
N0. Dakle, monoid S2 ima podmonoid izomorfan sa N0.

Ve� u dimenziji dva vidimo da nema smisla odmah govoriti o strukturi
grupe. Naime, iz T 2#U ≈ S2 bi sledilo

Z2 ∗ π1(U) ∼= π1(T 2) ∗ π1(U) ∼= π1(T 2#U) ∼= π1(S2) ∼= 1,
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pa inverz klase torusa ne mo�e da postoji. Me�utim, mo�emo se ograniqiti
na maǌu klasu mnogostrukosti koje posmatramo i uoqiti podmonoid Θn ⊂ Sn
dat sa

Θn = {glatke mnogostrukosti Mn |M je homeomorfno sa Sn}.

Ispostavǉa se da je Θn grupa za n ∈ N\{4}. U dimenziji qetiri nije poznato
nixta o strukturi monoida Θ4.

Jox u 19. veku se znalo da su Θ1 i Θ2 trivijalne grupe. Va�i i da
je grupa Θ3 trivijalna, ali taj rezultat je qekao Perelmana i razrexeǌe
glatke Poenkareove hipoteze poqetkom ovog veka. Xto se dimenzije sedam
tiqe, iz razmatraǌa u ovom odeǉku zakǉuqujemo da grupa Θ7 nije trivi-
jalna. Milnor je u daǉem radu, a u saradǌi sa Kerverom [17] dao boǉi opis
grupa Θn. Najbitniji globalni zakǉuqak koji su doneli je da su Θn konaqne
Abelove grupe za n > 4. Poxto su prve tri grupe trivijalne, ovaj rezultat
praktiqno va�i za n 6= 4. U istom radu oni su dali i broj elemenata grupa
Θn za male n, a kasnije su ih i konkretno izraqunali. Pregled grupa Θn za
n 6 13 dat je u Tabeli 1 ispod.

Od 27 egzotiqnih sfera u dimenziji sedam, postoje i one koje se ne dobijaju
postupkom koji je ovde opisan. Onih koje se zaista dobijaju kao S3 raslojeǌa
nad S4 ima 15 i ǌih su opisali Ils i Kiper [16].

O monoidu Θ4 se malo zna. Nije qak poznato ni da li postoji egzotiqna
sfera S4, tj. nije rexeno pitaǌe (ne)trivijalnosti ovog monoida. Me�utim,
poznato je da ili ne postoji nijedna takva ili ih ima beskonaqno mnogo.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Θn 0 0 0 ? 0 0 Z28 Z2 Z3

2 Z6 Z992 0 Z3

Tabela 1: Grupe Θn, za n 6 13.

Neka je a = (a0, a1, . . . , an) niz od n + 1 prirodnih brojeva. Definixemo
Briskornove varijetete kao

W 2n−1(a) = {za00 + za11 + . . .+ zann = 0} ∩ {|z0|2 + . . .+ |zn|2 = 1} ⊂ Cn+1. (6)

To su glatke mnogostrukosti dimenzije 2n−1 (prvi skup zadaje mnogostrukost
kodimenzije 2, a drugi skup mnogostrukost kodimenzije 1), gde se glatka
struktura nasle�uje inkluzijom. Mnoge egzotiqne sfere je mogu�e konstru-
isati na ovaj naqin. Na primer, sve glatke sfere iz Θ7 se mogu videti kao
Briskornovi varijeteti

W 7(2, 2, 2, 3, 6k − 1), k ∈ {1, 2, . . . , 28},

videti [5].

1.4 Veza izme�u difeomorfizama diska i glatkih sfera

U ciǉu opisivaǌa navedene veze bi�e potrebno razraditi priqu novim
pojmovima. Za poqetak, to je pojam glatke pseudoizotopije, koji liqi na pojam
glatke izotopije.
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Definicija 1.22. Neka je M glatka mnogostrukost i f, g ∈ Diffc(M). Za
f i g ka�emo da su glatko pseudoizotopni ako postoji difeomorfizam F :

M × [0, 1]→M × [0, 1] tako da je:

(i) F (x, 0) = (f(x), 0) i F (x, 1) = (g(x), 1), za svako x ∈M .

(ii) F |∂M×[0,1] = id.

Funkciju F iz definicije nazivamo pseudoizotopijom. Skup svih pseudoizo-
topija gde je f = id i g proizvoǉno oznaqavamo sa C(M).

Va�i da je relacija pseudoizotopije slabija od relacije izotopije, tj.
svaka izotopija je ujedno i pseudoizotopija. Ono xto nedostaje pseudoizo-
topiji da postane izotopija je xto ne va�i da je π2 = π2 ◦ F , tj. ne odr�ava
se [0, 1] koordinata iz originala u slici. Jedno od pitaǌa koja se mogu
postaviti je kada va�i obrnuto, odnosno kada se izotopija i pseudoizotopija
poklapaju. Delimiqan odgovor na to pitaǌe dao je Cerf.

Teorema 1.23. [7, Teorema 0] Neka je Mn glatka kompaktna mnogostrukost
dimenzije n > 5 koja je prosto povezana, tj. koja je povezana i va�i π1(M) ∼= 0.
Onda va�i π0(C(M)) ∼= 0, odnosno grupa pseudoizotopija od M je povezana.

Posledica 1.24. [18, Posledica 23.1.6.] Ako je Mn glatka kompaktna prosto
povezana mnogostrukost dimenzije n > 5, onda se relacije pseudoizotopije i
izotopije poklapaju.

Dokaz. Svaka izotopija je ujedno i pseudoizotopija, pa ostaje da poka�emo
drugi smer. Neka je F : M × [0, 1]→M × [0, 1] pseudoizotopija od f do g. Onda
je

G =
(
f−1 × id[0,1]

)
◦ F

pseudoizotopija od id do f−1 ◦ g. Sledi da G ∈ C(M), pa prema Teoremi 1.23
G je putno povezano sa idM×[0,1]. To znaqi da imamo put Gt : [0, 1] → C(M)
takav da je G0 = idM×[0,1] i G1 = G. Restrikcijom preslikavaǌa Gt na M ×{1}
dobijamo izotopiju izme�u

G0|M×{1} = idM×[0,1]

∣∣∣
M×{1}

= idM i

G1|M×{1} = G|M×{1} = f−1 ◦ g.

Konaqno, f ◦ Gt|M×{1} �e biti izotopija od f do g.

Relacija pseudoizotopije je relacija ekvivalencije na skupu Diffc(M).
Naravno, to se odr�ava i kada su u pitaǌu difeomorfizmi koji quvaju
orijentaciju, na orijentabilnoj mnogostrukosti. Skup klasa ekvivalencije
difeomorfizama koji quvaju orijentaciju pri glatkoj pseudoizotopiji na
orijentisanoj mnogostrukosti M �emo oznaqavati sa µDiff+(M).

Preslikavaǌe

Diff+(Dn)→ Diff+(Sn−1), f 7→ f |Sn−1
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dato kao restrikcija na granicu je fibracija. Fibra iznad id je Diff+
c (Dn),

pa tako po Teoremi 1.13 imamo dug taqan niz u homotopiji koji se zavrxava
sa

. . .→ π1Diff+(Sn−1)→ π0Diff+
c (Dn)→ π0Diff+(Dn)→ π0Diff+(Sn−1).

Posledǌi homomorfizam nije surjektivan, ali se niz mo�e produ�iti do
taqnog koji se zavrxava nulom na slede�i naqin:

. . .→ π0Diff+
c (Dn)→ π0Diff+(Dn)→ π0Diff+(Sn−1)→ µDiff+(Sn−1)→ 0. (7)

Sada �emo se pozabaviti pojmom uvrnutih sfera2. Po�imo od difeomor-
fizma f : Sn−1 → Sn−1 koji quva orijentaciju. Dve kopije diska Dn mo�emo
zalepiti po granici difeomorfizmom f i dobiti rezultat Σf = Dn∪fDn. Do-
bijena mnogostrukost je homeomorfna, ali ne mora biti difeomorfna sferi
Sn. Odatle imamo dobro definisano preslikavaǌe

Σ(·) : Diff+(Sn−1)→ Θn. (8)

Nije texko videti da je Σ homomorfizam monoida. U sluqaju n 6= 4, kada
su i domen i kodomen grupe, Σ je homomorfizam grupa. Uvrnuta sfera Σf

je odre�ena klasom pseudoizotopije preslikavaǌa f . Drugim reqima, ako
su preslikavaǌa f i g pseudoizotopna, onda su sfere Σf i Σg difeomorfne.
Zato mo�emo homomorfizam (8) da zapixemo kao

Σ(·) : µDiff+(Sn−1)→ Θn. (9)

Smejl je pokazao (pogledati dokaz [18, Teorema 17.3.7.]) da je za n >
6 mogu�e svaku glatku n−sferu (element grupe Θn) dobiti lepǉeǌem dva
diska Dn po granici du� difeomorfizma sfere Sn−1 koji quva orijentaciju.
Drugim reqima, svaka glatka sfera se mo�e realizovati kao uvrnuta sfera.
Algebarski, to nam govori da je homomorfizam (9) surjektivan.

Posmatrajmo glatku inkluziju Dn i
↪−→ Sn. Definixemo preslikavaǌe iz

Diff+
c (Dn) u Diff+(Sn) sa

f 7→ f̃ , f̃(x) =

{
f(x), x ∈ i(Dn),

x, x /∈ i(Dn).

Ono zadaje homomorfizam π0Diff+
c (Dn)→ π0Diff+(Sn), koji je zapravo izomor-

fizam [18, Posledica 17.3.10.]. Za n > 5, prema Posledici 1.24, taj homo-
morfizam se poklapa sa homomorfizmom (9).

Slede�i korak je pokazati da je preslikavaǌe (9) injektivno.

Lema 1.25. [18, Propozicija 23.2.3.] Za f ∈ Diff+(Sn−1), sfera Σf je difeo-
morfna sferi Sn ako i samo ako je f pseudoizotopno id.

Dokaz. ⇐: Oznaqimo sa F pseudoizotopiju od id do f . Uz pomo� te pseu-
doizotopije �emo konstruisati difeomorfizam izme�u Σf i Sn, tako xto na
odre�enom pojasu meǌamo preslikavaǌe id do preslikavaǌa f kojim se lepi.

2Na engleskom: twisted spheres
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Oznaqimo Dn
ρ = {x ∈ Dn | ‖x‖ 6 ρ}. Definiximo difeomorfizam g izme�u

Σf
∼= Dn ∪f Dn i Sn sa

g(x) =


x, ako x ∈ Dn

1/2, kao podskup prvog diska Dn,

F (2 ‖x‖ − 1, ϕ), ako x pripada prvom disku Dn i ‖x‖ > 1/2,

x, ako x pripada drugom disku Dn.

⇒: Pretpostavimo da imamo difeomorfizam g : Σf → Sn. Bez umaǌeǌa op-
xtosti, neka g quva orijentaciju (inaqe ga mo�emo ukomponovati sa difeo-
morfizmom koji meǌa orijentaciju). Dovoǉno je dokazati da se difeomor-
fizam f od Sn−1 = ∂Dn mo�e produ�iti do difeomorfizma celog diska Dn.
Naime, iz dugog taqnog niza (7) va�ilo bi

[f ] ∈ Im
(
π0Diff+(Dn)→ π0Diff+(Sn−1)

)
= ker

(
π0Diff+(Sn−1)→ µDiff+(Sn−1)

)
,

a odatle je 0 = [f ] ∈ µDiff+(Sn−1), xto nam je i potrebno.
Teorema o disku od Palaisa [28] tvrdi da su dva isto orijentisana ula-

gaǌa diska Dn u n−dimenzionu glatku povezanu orijentabilnu mnogostru-
kost me�usobno izotopna. Ova teorema �e nam biti kǉuqna u konstrukciji
potrebnog produ�eǌa.

Oznaqimo sa

i1 : Dn ↪→ Dn ∪f Dn = Σf i i2 : Dn ↪→ Dn ∪f Dn = Σf

redom ulagaǌa diska Dn kao prvi, odnosno kao drugi disk Dn u Σf . Po teo-
remi o disku, mo�emo na�i difeomorfizam h : Sn → Sn takav da kompozicija

Dn i1
↪−→ Dn ∪f Dn = Σf

∼= Sn
h−→ Sn

bude standardno ulagaǌe diska Dn kao gorǌe hemisfere od Sn. Odatle sledi
da je slika preslikavaǌa

j : Dn i2
↪−→ Dn ∪f Dn = Σf

∼= Sn
h−→ Sn

doǌa hemisfera od Sn. Tako�e, va�i da je restrikcija preslikavaǌa j
na ∂Dn = Sn−1 jednaka bax preslikavaǌu f (u kompoziciji sa standardnom
inkluzijom Sn−1 ↪→ Sn kao ekvatora od Sn). Identifikuju�i doǌu hemisferu
od Sn sa diskom Dn, preslikavaǌe j daje tra�eno produ�eǌe.

Teorema 1.26. [18, Teorema 23.2.4.] Za n > 6, surjektivno preslikavaǌe

π0Diff+
c (Dn−1)→ Θn

je i injektivno. Odnosno, va�i π0Diff+
c (Dn−1) ∼= Θn.

Dokaz. Dovoǉno je da doka�emo da je jezgro ovog preslikavaǌa trivijalno.
Ako je [f ] ∈ π0Diff+

c (Dn−1) ∼= π0(Diff+(Sn−1)) u jezgru, onda je po Lemi 1.25
preslikavaǌe f pseudoizotopno identiteti. Daǉe, po Posledici 1.24 je pres-
likavaǌe f izotopno identiteti, a to znaqi da je klasa [f ] neutralni element
u grupi π0Diff+(Sn−1) ∼= π0Diff+

c (Dn−1).
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Na osnovu ove teoreme i gledaju�i Tabelu 1 mo�emo da damo zakǉuqak o
grupi klasa preslikavaǌa nekih diskova. Na primer, disk D6 ima 27 egzo-
tiqnih difeomorfizama (do na izotopiju), dok ih recimo disk D11 uopxte
nema. Ostaje pitaǌe xta se dexava u malim dimenzijama, odnosno za n 6 4.

U dimenziji n = 4 (kao xto je do sada to obiqno bivalo) nixta se ne zna o
grupi Diff+

c (Dn). Mnogi matematiqari ne �ele ni da postave ikakve hipoteze.
U prvim trima dimenzijama je situacija dosta jasnija i opis grupe Diff+

c (Dn)
je dat slede�om teoremom. Za n = 1 situacija je od davnina poznata, za n = 2
se pripisuje Smejlu, a za n = 3 Haqeru.

Teorema 1.27. Za n ∈ {1, 2, 3}, sve homotopske grupe prostora Diff+
c (Dn) su

trivijalne (ka�e se da je prostor Diff+
c (Dn) slabo kontraktibilan).

Izme�u ostalog, ova teorema ka�e da va�i π0Diff+
c (D1) ∼= π0Diff+

c (D2) ∼=
π0Diff+

c (D3) ∼= 0, tj. ti prostori su povezani. Iz ovoga vidimo da Teorema 1.26
mo�e da se formulixe za sve n ∈ N \ {3, 4}.

Zakǉuqke za disk mo�emo lako da prevedemo na zakǉuqke za euklidski
prostor Rn.

Lema 1.28. Va�i Diff+
c (Rn) = Diff+

c (Dn).

Dokaz. Neka je ϕ : int(Dn) → Rn neki difeomorfizam ovih skupova. Ako je
ψ ∈ Diff+

c (Rn) proizvoǉan difeomorfizam sa kompaktnim nosaqem, onda kon-
jugovaǌem ϕ−1 ◦ ψ ◦ ϕ dobijamo difeomorfizam diska Dn koji ima kompaktan
nosaq u int(Dn). Mo�emo uraditi i obrnuto, ako krenemo od ψ ∈ Diff+

c (Dn),
imamo da va�i ϕ ◦ ψ ◦ ϕ−1 ∈ Diff+

c (Rn). Ova dva pridru�ivaǌa su me�usobno
inverzna i bijektivnost je uspostavǉena.
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2 Egzotiqne strukture u simplektiqkoj kategoriji

2.1 Simplektiqka i kontaktna geometrija

Ovde �e biti dat uvod u simplektiqku i kontaktnu geometriju sa svim poj-
movima koji su potrebni za daǉe razumevaǌe teksta. Ove oblasti su xire od
nekoliko reqenica koje �e biti ovde izlo�ene, pa se zainteresovan qitalac
upu�uje na [9, 12, 21, 40].

Definicija 2.1. Simplektiqka mnogostrukost je ure�en par (M,ω), gde je
M glatka mnogostrukost i ω nedegenerisana zatvorena diferencijalna 2-
forma na M . Ovde, pojam nedegenerisanosti podrazumeva da za svako p ∈ M
antisimetriqno bilinearno preslikavaǌe (X,Y ) 7→ ωp(X,Y ) bude nedegene-
risano, tj. va�i da za svako nenula X ∈ TpM uvek postoji Y ∈ TpM tako da
je ωp(X,Y ) 6= 0. Zatvorenost forme ω podrazumeva da je dω = 0.

Jedan od prvih zakǉuqaka koji se mo�e napraviti o simplektiqkim mno-
gostrukostima je jedna restrikcija na ǌihovu dimenziju.

Lema 2.2. Simplektiqka mnogostrukost (Mn, ω) je parne dimenzije.

Dokaz. Posmatrajmo neki tangentni prostor TpM . Na ǌemu je ωp antisi-
metriqna bilinearna forma, xto znaqi da se u nekoj bazi predstavǉa kao
ωp(X,Y ) = XTAY , za vektore X,Y iz vektorskog prostora TpM , gde je A an-
tisimetriqna matrica. To znaqi da va�i A = −AT , a izraqunavaǌe deter-
minante daje

det(A) = det
(
−AT

)
= (−1)n det

(
AT
)

= (−1)n det(A).

Iz nedegenerisanosti forme imamo nedegenerisanost matrice, a iz toga za-
kǉuqujemo (−1)n = 1, tj. 2 | n.

Ovime smo dobili da neparnodimenzione mnogostrukosti ne mogu biti
simplektiqke. Sa druge strane, ni sve parnodimenzione ne�e biti simplek-
tiqke. Poznato je da sfera S4, iako je parne dimenzije, ne poseduje simplek-
tiqku strukturu. Slede�a lema nam daje jox neke topoloxke restrikcije.
Oznaqimo sa Ωk(M) skup diferencijalnih k-formi na M i sa Hn

dR(M) oz-
naqimo n-tu de Ramovu kohomoloxku grupu od M .

Lema 2.3. Za zatvorenu simplektiqku mnogostrukost (M2n, ω) je H2
dR(M) 6= 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Onda [ω] ∈ H2
dR(M) = 0 mora biti nula. To

znaqi da je ω taqna forma, pa postoji neko η ∈ Ω1(M) tako da je ω = dη.
Iz nedegenerisanosti forme ω sledi da je ωn forma zapremine na M . Po
Stoksovoj teoremi onda imamo

0 6=
∫
M

ωn =

∫
M

d(η ∧ ωn−1) =

∫
∂M

η ∧ ωn−1 =

∫
∅

η ∧ ωn−1 = 0,

xto je kontradikcija sa pretpostavkom.
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Sledi nekoliko primera simplektiqkih mnogostrukosti sa kojima �emo
se sresti kasnije.

Primer 2.4. (R2n, ωst). Ako su koordinate na R2n date sa (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),
onda je

ωst = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2 + . . .+ dxn ∧ dyn

standardna simplektiqka forma na R2n. Primetimo da je ova forma i taqna,
jer se mo�e predstaviti kao diferencijal forme

λst = x1dy1 + x2dy2 + . . .+ xndyn.

Ovde je zgodno pomenuti i (Cn, ωst), gde Cn dolazi sa koordinatama
(z1, z2, . . . , zn). Mo�emo uspostaviti korespondenciju

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
∼=←→ (x1 + iy1, . . . , xn + iyn) = (z1, . . . , zn)

izme�u R2n i Cn. Standardnu simplektiqku formu na Cn dobijamo iz stan-
dardne simplektiqke forme na R2n povlaqeǌem i jednaka je

ωst = − i
2

(dz1 ∧ dz1 + . . .+ dzn ∧ dzn) ,

gde su dzk = dxk + idyk i dzk = dxk − idyk.

Primer 2.5. (T ∗M,ωcan). Oznaqimo sa T ∗M kotangentno raslojeǌe mnogo-
strukosti Mn i sa π : T ∗M → M kanonsku projekciju. Kotangentno raslo-
jeǌe je va�an objekat u simplektiqkoj geometriji, jer su diferencijalne
1-forme na mnogostrukosti M ǌegova glatka seqeǌa. Bez zadavaǌa ikakve
daǉe stukture, mo�emo definisati kanonsku 1-formu λ ∈ Ω1(T ∗M) na mnogo-
strukosti T ∗M sa

λp(ξ) = p(dπp(ξ)),

gde p ∈ T ∗M i ξ ∈ TpT ∗M . Kanonsku simplektiqku formu sada mo�emo defi-
nisati kao

ωcan = −dλ.

Neka su (q1, . . . , qn) lokalne koordinate u karti U ⊂ M i neka su (p1, . . . , pn)
dualne koordinate na T ∗U , tj. takve da p ∈ T ∗U zapisujemo kao p =

∑
pkek,

gde va�i ei

(
∂
∂qj

)
= δij. Zapis forme λ u ovim lokalnim koordinatama je

λ = pdq = p1dq1 + . . .+ pndqn,

dok je lokalni zapis simplektiqke forme

ωcan = dq ∧ dp = dq1 ∧ dp1 + . . .+ dqn ∧ dpn.

Primer 2.6. Orijentabilne povrxi. Svaka orijentabilna povrx (mno-
gostrukost dimenzije 2) je simplektiqka, a za simplektiqku formu mo�emo
uzeti formu povrxine. Specijalno, i sfera S2 je simplektiqka mno-
gostrukost. Mo�emo se zapitati koje se sve sfere Sn mogu opremiti
simplektiqkom strukturom. Odgovor nam daje Lema 2.3, jer samo za n = 2
va�i H2

dR(Sn) ∼= H2(Sn;R) 6= 0.
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Primer 2.7. (CPn, ωFS). Kompleksni projektivni prostor posmatramo kao

CPn =
(
Cn+1 \ {0}

)/(
C \ {0}

)
i sa π : Cn+1 \ {0} → CPn oznaqimo prirodnu projekciju. Neka je i inkluzija

{(z0, z1, . . . , zn) ∈ Cn+1 | |z0|2 + |z1|2 + . . .+ |zn|2 = 1} = S2n+1 i
↪−→ Cn+1

i π̃ = π ◦ i restrikcija projekcije na S2n+1. Mo�e se pokazati da postoji
jedinstvena diferencijalna 2-forma ωFS na CPn tako da je

i∗ωst = π̃∗ωFS,

gde je ωst iz Primera 2.4. I vixe od toga, va�i da je ωFS simplektiqka forma
i zove se Fubini-Studijeva forma.

Ako imamo dve simplektiqke mnogostrukosti, (M1, ω1) i (M2, ω2), mo�emo
napraviti novu (taqnije, beskonaqno mnogo ǌih). Proizvod M1 ×M2 sa sim-
plektiqkom formom λ1π

∗
1ω1 +λ2π

∗
2ω2, za λ1, λ2 ∈ R \ {0} je simplektiqka mnogo-

strukost.
Izomorfizam dve simplektiqke mnogostrukosti, pored toga xto je difeo-

morfizam i quva glatku strukturu, mora quvati simplektiqku formu.

Definicija 2.8. Date su dve simplektiqke mnogostrukosti (M1, ω1) i
(M2, ω2). Simplektiqki izomorfizam, tj. simplektomorfizam izme�u ǌih je
preslikavaǌe

ϕ : (M1, ω1)→ (M2, ω2)

koje je difeomorfizam glatkih mnogostrukosti M1 i M2 i ϕ∗ω2 = ω1.

Za simplektiqku mnogostrukost (M,ω) mo�emo posmatrati simplektomor-
fizme ϕ : (M,ω) → (M,ω). Skup svih ovakvih simplektomorfizama �emo
oznaqiti sa Symp(M,ω) ili samo Symp(M) ako se simplektiqka struktura
podrazumeva. Simboliqki pixemo

Symp(M,ω) = {ϕ ∈ Diff(M) | ϕ∗ω = ω}.

Jedno od osnovnih tvr�eǌa o skupu Symp(M,ω) je da je on podgrupa grupe
Diff(M). To sledi iz qiǌenice da za ϕ1, ϕ2 ∈ Symp(M,ω) va�i

(ϕ2 ◦ ϕ−1
1 )∗ω = (ϕ−1

1 )∗(ϕ∗2ω) = (ϕ−1
1 )∗ω = ω.

Simplektiqka mnogostrukost (M,ω) je kanonski orijentisana. Naime, za
formu zapremine se mo�e uzeti ωn 6= 0. Sledi da je svaki simplektomor-
fizam od M ujedno i difeomorfizam koji quva orijentaciju. Topologija
koju posmatramo na grupi Symp(M) je nasle�ena od Diff(M), odnosno C∞

topologija. Va�i da je grupa Symp(M) zatvorena u grupi Diff(M). Me�utim,
pomalo iznena�uju�i rezultat Elijaxberga i Gromova tvrdi malo jaqu ver-
ziju ove qiǌenice. Iako priqamo o difeomorfizmima, bi�e dovoǉna samo
topologija ravnomerne neprekidnosti na podgrupi Symp(M) da se zakǉuqi
ǌena zatvorenost.

22



Teorema 2.9. [21, Teorema 12.2.1] Neka je M simplektiqka mnogostrukost.
Tada je grupa Symp(M) zatvorena u C0 topologiji u grupi Diff(M).

Po ugledu na Definiciju 1.3 gde je definisan skup Diffc, mo�emo defini-
sati i skup Sympc.

Definicija 2.10. Za simplektiqku mnogostrukost (M,ω) definixemo skup

Sympc(M,ω) = {ϕ ∈ Symp(M,ω) | supp(ϕ) je kompaktan u int(M)}

i zovemo ga skup simplektomorfizama od M sa kompaktnim nosaqem. Pod
unutraxǌox�u se ovde podrazumeva skup int(M) = M \ ∂M .

Napomena. Ako je simplektiqka mnogostrukost M zatvorena, onda su grupe
Sympc(M) i Symp(M) identiqne. U sluqaju da M ima granicu, onda simplek-
tomorfizam iz Sympc(M) mora biti jednak id u nekoj okolini granice.

Definicija 2.11. Za dato vektorsko poǉe X na mnogostrukosti M defini-
xemo ǌegov tok kao familiju difeomorfizama ϕt, t ∈ R koja rexava slede�u
diferencijalnu jednaqinu sa poqetnim uslovom

d

dt
ϕt = X ◦ ϕt, ϕ0 = id. (10)

Definicija 2.12. Za glatku mnogostrukostM i vektorsko poǉe X naM pres-
likavaǌe iX : Ω∗+1(M)→ Ω∗(M), koje je definisano kao kontrakcija forme α
vektorskim poǉem X:

iXα(X1, X2, . . . , X∗) = α(X,X1, . . . , X∗),

nazivamo unutraxǌim diferenciraǌem. Qesta oznaka je i iXα = Xyα.

Definicija 2.13. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i H : M →
R glatka funkcija na ǌoj (koja mo�e i ne mora biti vremenski zavisna).
Vektorsko poǉe XH koje je simplektiqki gradijent za H, tj. definisano sa

iXHω = dH

naziva se Hamiltonovo vektorsko poǉe za Hamiltonijan H. Ono uvek pos-
toji, jer je ω nedegenerisana forma. Tok vektorskog poǉa XH definisan sa
(10) sastoji se od difeomorfizama koje zovemo Hamiltonovi difeomorfizmi.

Osnovno tvr�eǌe o Hamiltonovim difeomorfizmima sumirano je slede-
�om lemom.

Lema 2.14. Svaki Hamiltonov difeomorfizam je i simplektomorfizam.

Dokaz. Neka je ϕt familija Hamiltonovih difeomorfizama koja potiqe od
Hamiltonijana H. Imamo

d

dt
ϕ∗tω = ϕ∗t

(
iXHdω + diXHω

)
= ϕ∗t

(
d(dH)

)
= 0.

Iz ϕ∗0ω = id∗ω = ω, sledi da je ϕ∗tω = ω.
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Slede�a lema, koja se qesto naziva Mozerovom teoremom stabilnosti,
govori da se simplektiqke osobine ne�e znaqajno promeniti ako formu per-
turbujemo unutar kohomoloxke klase.

Lema 2.15. [9, Teorema 7.3] Neka je M kompaktna mnogostrukost i ωt, t ∈ R
glatka familija simplektiqkih formi na M koje su sve u istoj kohomoloxkoj
klasi. Onda postoji izotopija ψt na M tako da

ψ∗t ωt = ω0 i ψ0 = id.

Dokaz. Forme ωt − ω0 su taqne, pa su zato i forme

ω̇t =
d

dt
ωt = lim

h→0

ωt+h − ωt
h

taqne. Zato postoji familija σt ∈ Ω1(M) tako da je ω̇t = dσt. Izaberimo
(vremenski zavisno) vektorsko poǉe Xt tako da va�i iXtωt = −σt. Ovo je
uvek mogu�e uraditi jer su ωt nedegenerisane. Konstruisa�emo ψt kao tok
vektorskog poǉa Xt, tj. kao rexeǌe diferencijalne jednaqine

d

dt
ψt = Xt ◦ ψt, ψ0 = id.

Da je ψ∗t ωt konstantno dokaza�emo standardnim postupkom diferenciraǌa

d

dt
ψ∗t ωt = ψ∗t

(
d

dt
ωt + iXtdωt + diXtωt

)
= ψ∗t (dσt + 0− dσt) = 0.

Za t = 0 je ψ∗0ω0 = id∗ω0 = ω0, pa zakǉuqujemo da je ψ∗t ωt = ω0.

Definicija 2.16. Lagran�eva podmnogostrukost simplektiqke mnogostru-
kosti (M2n, ω) je podmnogostrukost Ln za koju va�i ω|L = 0.

Primer 2.17. Glatka mnogostrukost M je Lagran�eva podmnogostrukost u
(T ∗M,ωcan), uz identifikaciju M sa nultim seqeǌem OM od T ∗M :

M ≈ OM = {(q, 0) ∈ T ∗M} ⊂ {(q, p) ∈ T ∗M} = T ∗M.

To sledi iz jednostavne qiǌenice da je ωcan =
∑

dqj ∧dpj u lokalnim koordi-
natama, i dpj

∣∣
TOM

= 0.

Simplektiqka geometrija se dexava na mnogostrukostima parne dimenzije
(Lema 2.2). Sa druge strane, kontaktna geometrija je ǌen neparnodimenzioni
komplement.

Definicija 2.18. Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije 2n + 1. Pos-
matrajmo glatku distribuciju hiperravni ξ ⊂ TM , tj. glatko podraslojeǌe
od TM kodimenzije 1. Lokalno je ξ = kerα, za neku 1-formu α. Mi �emo se
zadr�ati na onim ξ koji ovakvu formu dopuxtaju globalno. U sluqaju da je

α ∧ (dα)n 6= 0

forma zapremine naM , mnogostrukost zajedno sa distribucijom (M, ξ) zovemo
kontaktna mnogostrukost. Izbor kontaktne forme α nije jedinstven i zato
se u definiciji insistira na distribuciji ξ.
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Od kontaktne mnogostrukosti (M, ξ) mo�emo do�i do simplektiqke postup-
kom simplektizacije. Uoqimo mnogostrukost M ×R i definiximo ω = d(etα),
gde je t koordinata na R. Ova forma zaista jeste simplektiqka, jer imamo

ωn = (etdt∧ α+ etdα)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(etdt ∧ α)k ∧ (etdα)n−k = nentdt∧ α ∧ (dα)n−1 6= 0.

Mogu�e je definisati simplektizaciju i kada nemamo globalno zadatu
formu α, za detaǉe pogledati [40, Odeǉak 4.3.].

Definicija 2.19. [12, Lema/Definicija 1.1.9] Na kontaktnoj mnogostruko-
sti sa kontaktnom formom α, postoji jedinstveno vektorsko poǉe Rα za koje
va�e slede�i uslovi:

(i) α(Rα) = 1,

(ii) dα(Rα, ·) = 0.

Takvo Rα zovemo Ribovo vektorsko poǉe.

2.2 Egzotiqni simplektomorfizmi

Nastavǉaju�i analogiju sa grupom difeomorfizama, i ovde �e nas zani-
mati xta je sa komponentama (putne) povezanosti grupe Sympc(M). Defini-
sa�emo sada pojmove koji se pojavǉuju u naslovu, koji �e qiniti centralne
objekte u ovom radu.

Definicija 2.20. Za dva simplektomorfizma ϕ0, ϕ1 ∈ Sympc(M) �emo re�i
da su simplektiqki izotopna ako postoji glatka izotopija (ϕt)06t61 sa kom-
paktnim nosaqem izme�u ǌih, takva da su ϕt simplektomorfizmi iz Sympc(M),
za svako t ∈ [0, 1].

Kao xto je bila situacija sa Diffc(M), i prostor Sympc(M) je tako�e
lokalno kontraktibilan i svaka neprekidna putaǌa mo�e se deformisati do
glatke, quvaju�i krajǌe taqke fiksnima (pogledati uvod u [32]). Tako da
ako za neke simplektomorfizme ϕ0 i ϕ1 va�i [ϕ0] = [ϕ1] u π0Sympc(M), to je
ekvivalentno sa qiǌenicom da su oni simplektiqki izotopni.

Definicija 2.21. Neka je M povezana simplektiqka mnogostrukost. Grupa
π0Sympc(M) komponenata (putne) povezanosti od Sympc(M) se naziva grupa
klasa simplektiqkih preslikavaǌa3. Simplektomorfizam ϕ ∈ Sympc(M) koji
nije u komponenti putne povezanosti preslikavaǌa id nazivamo egzotiqni
simplektomorfizam.

Napomena. Negde u literaturi (na primer, [32]) se mo�e na�i termin
esencijalni simplektomorfizam umesto egzotiqni simplektomorfizam.

3Na engleskom: symplectic mapping class group
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Za razliku od glatke kategorije, o grupi klasa simplektiqkih preslika-
vaǌa se jako malo zna. Qak i za neke jednostavne konkretne simplektiqke
mnogostrukosti, poput (R2n, ωst) iz Primera 2.4, mnogi odgovori o strukturi
te grupe nisu poznati. Za te iste prostore smo ranije dali gotovo potpun
opis grupe klasa preslikavaǌa. Glavno pitaǌe kojim �emo se u nastavku
baviti je upravo pitaǌe opisivaǌe grupe π0Sympc(M) za odre�ene tipove
simplektiqkih mnogostrukosti M .

Kao u sluqaju difeomorfizama, i ovde �e odgovaraju�e grupe za D2n i
R2n biti jednake. Me�utim, isti postupak kao ranije ne�e biti primenǉiv
(iako prostori int(D2n) i R2n jesu difeomorfni, oni nisu simplektomorfni).

Lema 2.22. Va�i π0Sympc(D
2n) ∼= π0Sympc(R2n).

Ova lema je specijalan sluqaj Leme 3.18, koja �e kasnije biti izlo�ena
i dokazana. Ideja je dokazati da je inkluzija Sympc(D

2n) ↪→ Sympc(R2n) ho-
motopska ekvivalencija. ǋen inverz je konjugovaǌe tokom radijalnog vek-
torskog poǉa (Slika 3).

Slika 3: Prikaz xireǌa du� radijalnog vektorskog poǉa u R2n.

Nema mnogo primera simplektiqkih mnogostrukosti za koje je poznato
bilo xta o grupi klasa simplektiqkih preslikavaǌa. Nekad je mogu�e
izraqunati ǌen homotopski tip i qesto rezultat nije velika grupa (kao
xto je to Sympc). U nastavku su navedeni neki poznati rezultati.

• Kompaktne orijentabilne povrxi.

Lema 2.23. Neka je M kompaktna orijentabilna povrx i ω proizvoǉna
simplektiqka forma na ǌoj. Tada je prostor Sympc(M,ω) deformacioni
retrakt prostora Diff+

c (M).

Dokaz. (Prate�i [19]) Posmatrajmo pridru�ivaǌe iz Diff+
c (M) × [0, 1] u

Ω2(M,ω) dato sa
(ϕ, t) 7→ ωt = tϕ∗ω + (1− t)ω.

Kako je M povrx i ϕ quva orijentaciju, va�i da je ϕ∗ω = fω, za neku
pozitivnu funkciju f : M → R. Zakǉuqujemo da je svaka od formi

ωt = (tf + (1− t))ω
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nedegenerisana. Kako je H2(M ;R) ∼= R, forme ωt mo�emo reskalirati
konstantom tako da su u istoj kohomoloxkoj klasi. Prema Lemi 2.15
sledi da za svako ϕ postoji jedinstvena izotopija ψt tako da je ψ∗t ωt = ω
i ψ0 = id. U nekoj okolini granice va�i da je ϕ = id, a odatle i ωt = ω.
Iz konstrukcije ψt zakǉuqujemo da u istoj okolini va�i ψt = id. Za t = 1
va�i ψ∗1ϕ

∗ω = ω, pa je ϕ ◦ψ1 ∈ Sympc(M,ω). Pridru�ivaǌe (ϕ, t) 7→ ϕ ◦ψt
je deformacioni retrakt.

Iz leme sledi da je homotopski tip Sympc(M,ω) isti kao Diff+
c (M), pa

se izuqavaǌe topologije jedne mo�e svesti na drugu. Specijalno, iz
Teoreme 1.27 i Leme 2.22 primeǌene na disk D2 sledi da je prostor
Sympc(R2) (sa proizvoǉnom simplektiqkom formom) kontraktibilan.

• Euklidski prostor (R4, ωst).

Sliqno kao u dimenziji dva, i grupa Sympc(R4) je kontraktibilna.
Me�utim, za razliku od dvodimenzionog sluqaja koji je bio poznat od
ranije, qetvorodimenzioni je morao da saqeka drugu polovinu dvadese-
tog veka. Ovaj rezultat je dao Gromov u svom radu [13] iz 1985.
godine, koji se smatra zaqetkom moderne simplektiqke topologije. Za
preglednu formulaciju i dokaz ove qiǌenice mo�e se pogledati [20,
Teorema 9.5.2] i [1, Teorema 1.9 i Napomena 1.10].

Vidimo da za razliku od glatke kategorije, gde nije poznato ni da
li je grupa Diff+

c (R4) povezana, u simplektiqkoj kategoriji je homotop-
ski tip grupe Sympc(R4) trivijalan i time je grupa topoloxki pot-
puno opisana. Razlog za ovu drastiqnu razliku je nedostatak alata
u qetvorodimenzionoj diferencijalnoj topologiji, dok je simplektiqka
topologija opremǉena jakim alatima pod kolektivnim imenom pseudo-
holomorfne krive, koje je upravo Gromov uveo.

• Proizvod sfera S2 × S2.

Gromov [13, Odeǉak 0.3.C.] je posmatrao proizvod S2 × S2 sa simplek-
tiqkom formom ω = π∗1ω0 + π∗2ω0, gde je ω0 simplektiqka forma na sferi
S2. Grupa Sympc(S

2 × S2, ω) je homotopski ekvivalentna poludirektnom
proizvodu grupa

(
SO(3)× SO(3)

)
oρZ2, gde je ρ dejstvo grupe Z2 na skupu

SO(3)× SO(3) zadato zamenom faktora na SO(3)× SO(3). Stoga je

π0Sympc(S
2 × S2, ω) ∼= Z2,

a egzotiqni simplektomorfizmi su u klasi [ρ(1, ·)].

• Kompleksni projektivni prostor CP 2.

Istim tehnikama se Gromov [13, Odeǉak 0.3.C.] i ovde poslu�io kao u
sluqaju S2 × S2. Rezultat je da je grupa simplektomorfizama prostora
(CP 2, ωFS) iz Primera 2.7 homotopski ekvivalentna grupi PU(3). Sledi
da je grupa klasa simplektiqkih preslikavaǌa prostora CP 2 trivijalna
i stoga CP 2 ne dopuxta egzotiqne simplektomorfizme.
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Vredno je napomene da zadavaǌe topologije na prostoru Sympc mo�e kva-
litativno uticati na iznete rezultate. Na primer, poznata je qiǌenica [21]
da je grupa Sympc(R2n) kontraktibilna u C0 topologiji, za svako n ∈ N. To se
(jox uvek) ne zna u sluqaju C∞ topologije. Xtavixe, za n > 2 se o grupama
Sympc(R2n) nixta ne zna.

Jox jedan otvoreni problem je da li se neki egzotiqni difeomorfizam od
R2n mo�e videti kao simplektomorfizam od R2n. Me�utim, ako se odreknemo
standardne simplektiqke forme na R2n situacija se meǌa. Potvrdan odgovor
na to pitaǌe za skoro sve n ∈ N dat je u [6], a glavni rezultat sumiran je
slede�om teoremom.

Teorema 2.24. Neka je θ ∈ π0Diff+
c (R4k) ∼= Θ4k+1 klasa Kerverove sfere Σ4k+1.

Tada postoji nestandardna simplektiqka struktura ωot ∈ Ω2(R4k) i simplek-
tomorfizam ϕ ∈ Sympc(R4k, ωot) tako da je [ϕ] = θ ∈ π0Diff+

c (R4k).

Drugim reqima, zaboravno preslikavaǌe (videti Odeǉak 3)

ι : π0Sympc(R4k, ωot)→ π0Diff+
c (R4k)

ima netrivijalnu sliku za k 6∈ {1, 3, 7, 15, 31}, dok u ostalim sluqajevima va�i
da je Kerverova sfera difeomorfna standardnoj. Kerverova sfera u dimen-
ziji 4k + 1 se mo�e videti kao presek

Σ4k+1 = {z3
1 + z2

2 + . . .+ z2
2k+2 = 0} ∩ {|z1|2 + . . .+ |z2k+2|2 = 1} ⊂ C2k+2,

u smislu Briskornovog varijeteta iz (6). Pomenuta nestandardna simplek-
tiqka struktura ωot je simplektizacija zavrnute4 kontaktne forme αot, tj.
ωot = d(etαot), gde je t dodatna R koordinata na simplektizaciji. Za defini-
ciju zavrnute kontaktne forme u proizvoǉnoj dimenziji pogledati [4,
Definicija 3.5.]. U dimenziji 3 je definicija intuitivnija i mo�e se
pogledati u [12, Definicija 4.5.1].

4Na engleskom: overtwisted
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3 Denova uvrtaǌa

Za simplektiqku mnogostrukost (M,ω) uoqimo preslikavaǌe

i : Sympc(M,ω) ↪→ Diff+
c (M)

koje zaboravǉa strukturu. Posmatramo indukovano preslikavaǌe

ι = i∗ : π0Sympc(M,ω) ↪→ π0Diff+
c (M)

na nivou nulte homotopske grupe. I ono je inkluzija u smislu da se klasa
[f ] ∈ π0Sympc(M,ω) slika u klasu ι([f ]) = [f ] ∈ π0Diff+

c (M).
Aktuelno pitaǌe u simplektiqkoj topologiji je tzv. simplektiqki prob-

lem izotopije:

Da li na datoj simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) postoje
simplekomorfizmi ϕ0 i ϕ1 koji su glatko izotopni, ali nisu simplektiqki

izotopni?

Pitaǌe ostaje suxtinski isto ako se uzme ϕ0 = id. Ovo pitaǌe ima jasne veze
sa preslikavaǌem ι opisanim gore. Naime,

ker ι = {[f ] ∈ π0Sympc(M,ω) | ι([f ]) = [id] ∈ π0Diff+
c (M)},

a netrivijalnost ovog jezgra bi podrazumevala postojaǌe simplektomor-
fizma f koji je glatko izotopan identiteti, ali koji nije simplektiqki
izotopan identiteti. Naravno, nema oqigledne garancije da potvrdan odgo-
vor za simplektiqki problem izotopije postoji. Zajdel je u svojoj
doktorskoj tezi [32] konstruisao prvi poznat potvrdan odgovor. Time je po-
kazao da su egzotiqni simplektomorfizmi simplektiqki fenomen i da se ne
mogu uoqiti posmatraju�i samo glatku kategoriju. ǋegova konsrukcija
tiqe se qetvorodimenzionih mnogostrukosti sa odre�enim geometrijskim i
algebarskim restrikcijama i specijalnih simplektomorfizama koji spadaju
u ve�u klasu preslikavaǌa pod kolektivnim imenom Denova uvrtaǌa5.

3.1 Denova uvrtaǌa na povrxima

Primer 3.1. [2, Primer 1.9.] (Standardno Denovo uvrtaǌe prstena) Pos-
matrajmo prsten P = S1 × [0, 2] i neka je c = S1 × {1}. Definiximo sa

Dc

(
eiθ, t

)
=
(
ei(θ+πt), t

)
difeomorfizam prstena (videti Sliku 4). Poxto je Dc|∂P = id i Dc quva
orijentaciju, zakǉuqujemo da je Dc ∈ Diff+

c (P ). Preslikavaǌe Dc zovemo Den-
ovim uvrtaǌem prstena du� krive c. Napomenimo da je mogu�e definisati i
Denovo uvrtaǌe koje taqke prstena rotira u suprotnu stranu. Ono se nekad
naziva negativnim, nasuprot ovom opisanom koje se qesto naziva pozitivnim.
Misli�emo uvek na pozitivna Denova uvrtaǌa, izostavǉaju�i taj epitet.
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α Dc

Dc(α)

Slika 4: Standardno Denovo uvrtaǌe prstena.

Ispostavǉa se da Denovo uvrtaǌe prstena ima veze sa grupom klasa pres-
likavaǌa prstena.

Lema 3.2. [2, Propozicija 1.10.] Neka je P = S1× [0, 2]. Postoji izomorfizam

π0Diff+
c (P ) ∼= H1(P, ∂P ) ∼= Z

koji je dat sa [h] 7→ [h(α)], gde je α skup α = {1} × [0, 2] ⊂ S1 × [0, 2].

Primer 3.1, iako deluje naivno, kǉuqan je i posreduje u definiciji Den-
ovog uvrtaǌa za proizvoǉnu povrx. Za prostu zatvorenu krivu γ na povrxi,
postoji ǌena okolina N (γ) koja je difeomorfna prstenu P , a takva da se
kriva c slika na krivu γ. To sledi iz teoreme o cevastoj okolini, na primer
[40, Teorema 18.]. U tu svrhu, prsten P mo�emo zamisliti kao cilindar koji
ula�emo na povrx.

Definicija 3.3. Neka je Σ kompaktna povrx i γ ⊂ int(Σ) prosta zatvorena
kriva. Denovo uvrtaǌe du� γ je difeomorfizam Dγ : Σ → Σ definisan na
slede�i naqin. Za P , c i Dc kao u Primeru 3.1, neka je

i : (P, c) ↪→ (N (γ), γ) ⊂ Σ

ulagaǌe koje quva orijentaciju okoline N (γ) od γ tako da je i(c) = γ.
Definixemo Denovo uvrtaǌe du� γ na povrxi Σ sa

Dγ(x) =

{
i ◦Dc ◦ i−1(x), x ∈ N (γ),

x, x 6∈ N (γ).

Fundamentalan rezultat koji se tiqe Denovih uvrtaǌa ukǉuquje grupu
klasa preslikavaǌa. To je sumirano slede�om teoremom Dena i Likorixa.

Teorema 3.4. [2] Grupa klasa preslikavaǌa π0Diff+
c (Σ) kompaktne orijenta-

bilne povrxi Σ je generisana Denovim uvrtaǌima.

Oni su dokazali i vixe – da je grupa klasa preslikavaǌa u ovom sluqaju
konaqno generisana. Ako je Σ roda g qija granica ∂Σ ima r komponenti
povezanosti, onda je grupa π0Diff+

c (Σ) reda najvixe 3g + r.

5Na engleskom: Dehn twists
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i(Dc(α))

Σ

Slika 5: Denovo uvrtaǌe na povrxi iz Definicije 3.3.

3.2 Uopxtena Denova uvrtaǌa

Standardno Denovo uvrtaǌe smo definisali u dimenziji dva i ono �e
nam poslu�iti kao motivacija i dobra vizualizacija za dexavaǌe u vixim
dimenzijama. Uopxtena Denova uvrtaǌa se odnose na vixe dimenzije. Kon-
strukciju �emo sprovesti u dimenziji qetiri, sa napomenom da je za vixe
dimenzije analogna. Kao i ranije, poqe�emo od lokalnog modela.

Uz pomo� uopxtenih Denovih uvrtaǌa, Zajdel je u svojoj doktorskoj tezi
[32] rexio simplektiqki problem izotopije za xiroku klasu qetvorodimen-
zionih simplektiqkih mnogostrukosti. Vredno je napomene da je ovo isto-
rijski prvi pozitivan odgovor na ovaj problem. Ova preslikavaǌa se danas
qesto zovu Den-Zajdelova uvrtaǌa.

Neka je T ∗S2 kotangentno raslojeǌe od S2 i ωcan ǌegova kanonska simplek-
tiqka forma iz Primera 2.5. U koordinatnom zapisu je

T ∗S2 = {(u, v) ∈ R3 × R3 | ‖u‖ = 1 i 〈u, v〉 = 0}.

Nulto seqeǌe je sfera

S2 = {(u, v) ∈ T ∗S2 | v = 0},

i ona je Lagran�eva podmnogostrukost od T ∗S2. Forma je u lokalnim koor-
dinatama zadata sa ωcan =

∑
j duj ∧ dvj. Za ε > 0 oznaqimo disk raslojeǌe

T ∗ε S
2 = {(u, v) ∈ T ∗S2 | ‖v‖ < ε}.

Posmatrajmo Hamiltonovu funkciju µ(u, v) = ‖v‖ na T ∗S2 \ S2. Poznata je
qiǌenica da 1

2µ
2 daje geodezijski tok na Rimanovoj mnogostrukosti [12, Teo-

rema 1.5.2]. Odatle se mo�e zakǉuqiti da tok od µ svaki kovektor trans-
portuje du� geodezijske od S2 koja poqiǌe iz ǌega sa jediniqnom brzinom.
Poxto su sve geodezijske na S2 zatvorene i sa periodom 2π, Hamiltoni-
jan µ zadaje dejstvo kruga S1 ≈ R /2πZ . U naxim koordinatama, dejstvo
σ : S1 × T ∗S2 \ S2 → T ∗S2 \ S2 se mo�e eksplicitno izraziti sa

σ(eit)(u, v) =

(
u cos t+

v

‖v‖
sin t, v cos t− u ‖v‖ sin t

)
.
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Preslikavaǌe σ(−1)(u, v) = (−u,−v) mo�e da se produ�i na celo T ∗S2 i to
antipodalno preslikavaǌe obele�avamo sa A.

Neka je tok koji potiqe od Hamiltonijana µ jednak φµt (x) = σ(eit)(x). Tada
za glatku funkciju r : R → R va�i da je tok koji potiqe od Hamiltonijana
r(µ) jednak

φ
r(µ)
t (x) = σ

(
eitr

′(µ(x))
)

(x).

Lema 3.5. [32, Lema 2.1.] Neka je v : R→ R glatka funkcija za koju va�i

r(t) = 0 za t >
ε

2
i r(−t) = r(t)− t za sve t. (11)

(a) Preslikavaǌe τ : T ∗S2 → T ∗S2 dato sa

τ(x) =

φr(µ)
2π (x), x 6∈ S2,

A(x), x ∈ S2
(12)

je simplektomorfizam iz Sympc(T
∗
ε S

2, ωcan).

(b) Simplektomorfizmi dobijeni razliqitim odabirom r su u istoj klasi
u π0Sympc(T

∗
ε S

2, ωcan).

Dokaz. (a) Definiximo R(t) = r(t) − t/2. Iz drugog uslova u (11) vidimo
da je R parna i va�i R′(0) = 0. Iz toga zakǉuqujemo da je funkcija
R(µ(u, v)) = R(‖v‖) glatka na celom T ∗S2 i da je svaka taqka sa S2

kritiqna. Sledi da se tok Hamiltonijana R(µ) mo�e proxiriti na
celo T ∗S2 tako da taqke nultog seqeǌa ostavǉa fiksne. Raqunamo ovaj
tok posle vremena 2π:

φ
R(µ)
2π = σ

(
e2iπR′(µ(x))

)
(x) = σ

(
e2iπr′(µ(x))e−iπ

)
(x)

= σ
(
e2iπr′(µ(x))

)(
σ(e−iπ)(x)

)
= τ ◦A(x) = A ◦ τ(x).

Kako je φR(µ)
2π simplektomorfizam (Lema 2.14), sledi da to mora biti i

τ . Po prvom uslovu u (11) sledi da za (u, v) 6∈ T ∗ε/2S
2 imamo r′(‖v‖) = 0

(videti Sliku 6), pa odatle i τ(x) = σ(1)(x) = x. Sledi da je simplek-
tomorfizam kompaktno sadr�an u T ∗ε S

2.

(b) Neka su r1 i r2 dve funkcije koje zadovoǉavaju (11), a τ1 i τ2 odgo-
varaju�i simplektomorfizmi definisani kao u (12). Posmatrajmo ra-
zliku ρ = r1 − r2. Uslovi u (11) daju da je ρ parna funkcija i da je
supp(ρ(µ)) ⊂ T ∗ε S2. Hamiltonov tok za Hamiltonijan ρ(µ) je

φ
ρ(µ)
t (x) = σ

(
eitr

′
1(µ(x))

)
◦ σ

(
e−itr

′
2(µ(x))

)
(x) = φ

r1(µ)
t ◦ φr2(µ)

−t (x)

i on definixe izotopiju izme�u id i τ1 ◦ τ−1
2 unutar Sympc(T

∗
ε S

2, ωcan).
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ε
2− ε

2

Slika 6: Primer funkcije r koja zadovoǉava uslove Leme 3.5.

Ovu konstrukciju na lokalnom modelu sada mo�emo da uopxtimo. Neka
je daǉe (M,ω) qetvorodimenziona simplektiqka mnogostrukost i L ⊂ M
ulo�ena Lagran�eva sfera, tj. L je Lagran�eva podmnogostrukost od M
koja je difeomorfna sferi. Vajnstinova teorema [39] o okolini Lagran�eve
podmnogostrukosti nam omogu�uje da situaciju prenesemo na opxti sluqaj.

Teorema 3.6. [32, Lema 2.2.]

(a) Postoji ε > 0 i ulagaǌe i : T ∗ε S
2 →M tako da je i(S2) = L.

(b) Neka su i1, i2 dva ulagaǌa kao u delu (a) i pretpostavimo da je klasa
[(i−1

1 ◦i2)|S2 ] trivijalna u π0Diff+
c (S2). Onda postoji δ < ε tako da se i1|T ∗δ S2

mo�e deformisati do i2|T ∗δ S2 unutar prostora Lagran�evih ulagaǌa koja
slikaju S2 u L.

Teorema 3.7. [32, Propozicija 2.3.] Neka je ε > 0 i ulagaǌe i kao u Teo-
remi 3.6 i simplektomorfizam τ kao u Lemi 3.5. Onda je sa

τL(x) =

{
i ◦ τ ◦ i−1(x), x ∈ Im (i) ,

x, x 6∈ Im (i)

definisan simplektomorfizam od M koji slika L u sebe, ali mu obr�e ori-
jentaciju. ǋegova klasa simplektiqke izotopije je nezavina od izbora fun-
kcije r i ulagaǌa i.

Definicija 3.8. Preslikavaǌe τL iz prethodne teoreme se naziva uopxteno
Denovo uvrtaǌe du� L6.

Ova preslikavaǌa su prirodna uopxteǌa Denovih uvrtaǌa du� proste
zatvorene krive na povrxi iz Odeǉka 3.1 i otuda i ǌihov naziv.

Napomena. Uopxtena Denova uvrtaǌa se mogu definisati i u vixim dimen-
zijama. Dovoǉno je zameniti T ∗S2 sa T ∗Sk u lokalnom modelu. Me�utim,
preslikavaǌe τ2 koje �e nam biti od interesa �e biti glatko izotopno iden-
titeti samo za k = 2 ili k = 6. Za ostale parne dimenzije je pokazano da τ2

nije ni homotopno identiteti kroz kompaktno sadr�anu homotopiju, ali se
6Na engleskom: generalized Dehn twist along L
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uzimaǌem nekog stepena τ2r mo�e na�i kompaktno sar�ana glatka izotopija
do id ([34, Odeǉak 5]). Za k = 1, konstrukcija se svodi na onu ve� opisanu za
povrxi.

Lema 3.9. [32, Propozicija 2.6.] Preslikavaǌe koje je kvadrat uopxtenog
Denovog uvrtaǌa τ2

L = τL ◦ τL je glatko izotopno identiteti.

Zajdel ovo dokazuje za proizvoǉnu kompaktnu qetvorodimenzionu mno-
gostrukost (M,ω) koja sadr�i Lagran�evu sferu L. Te�i deo kod rexavaǌa
svakog simplektiqkog problema izotopije je dokazati da odgovaraju�i sim-
plektomorfizam nije simplektiqki izotopan identiteti. Za to je obiqno
potrebno konstruisati neke algebarske invarijante. Simplektiqka Florova
homoloxka teorija je dobar kandidat za to, jer je, izme�u ostalog, invari-
jantna u odnosu na simplektiqku izotopiju. Iako se te homoloxke grupe u
opxtem sluqaju ne mogu izraqunati, ispostavǉa se da je to mogu�e za uopxte-
na Denova uvrtaǌa. Glavni rezultat Zajdelove teze je nala�eǌe konkretnih
primera za M i L tako da preslikavaǌe τ2

L nije simplektiqki izotopno iden-
titeti.

Teorema 3.10. [32, Teorema 1.3] Neka je (M,ω) kompaktna simplektiqka mno-
gostrukost dimenzije qetiri sa β1(M) = rangH1(M) = 0, koja sadr�i ulo�enu
Lagran�evu sferu S2. Pretpostavimo da je (M,ω) minimalna i iracionalna,
kao i da je dimH2(M ;Z2) > 3. Tada na (M,ω) postoji egzotiqni simplekto-
morfizam koji je glatko izotopan identiteti.

Za opxtiju formulaciju na jeziku algebre pogledati [32, Posledica 3.6.].
Iako na ovom nivou objaxǌavaǌe pojmova minimalne i (i)racionalne mno-
gostrukosti malo znaqi, ipak su dati ni�e radi kompletnosti.

Definicija 3.11. Simplektiqka 4-mnogostrukost M je minimalna ako ne
sadr�i simplektiqki ulo�enu sferu S qiji je indeks samopreseka S ·S = −1,
tj. takvu da je

S · S =

∫
S

PD(S) = −1,

gde je sa PD(S) ∈ H2
dR(M) oznaqen Poenkareov dual od S.

Definicija 3.12. Data je simplektiqka 4-mnogostrukost M . Ka�emo da je
ona racionalna ako se mo�e dobiti primenom sigma procesa7 na CP 2 ili
S2 × S2, a iracionalna ako nije racionalna.

Zajdel je imao zanimǉive rezultate vezane za grupu klasa simplektiqkih
preslikavaǌa od T ∗S2, a u svetlu preslikavaǌa (3).

Teorema 3.13. [33, Teorema 1. i Posledica 2.] Opremimo T ∗S2 standardnom
simplektiqkom formom iz Primera 2.5.

(a) Va�i π0Sympc(T
∗S2) ∼= Z i sve vixe homotopske grupe od Sympc(T

∗S2) su
trivijalne.

7U engleskoj literaturi je qex�i termin blow-up, koji nema usvojen srpski prevod
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(b) Za preslikavaǌe ι : π0Sympc(T
∗S2)→ π0Diff+

c (T ∗S2) va�i Im (ι) ∼= Z2.

Va�i i vixe nego xto tvrdi ova teorema. Generator grupe Sympc(T
∗S2)

(koja je iz dela pod (a) slabo homotopno ekvivalentna sa Z) je upravo uop-
xteno Denovo uvrtaǌe τ . Zanimǉivo je da je klasa [τ ] u π0Diff+

c (T ∗S2) samo
reda dva.

3.3 Denova uvrtaǌa po fibrama

Videli smo da uopxteno Denovo uvrtaǌe posreduje u rexavaǌu simplek-
tiqkog problema izotopije na odre�enim qetvorodimenzionim mnogostruko-
stima. Me�utim, osim restrikcije na dimenziju, zahtevano je da te mno-
gostrukosti imaju Lagran�evu sferu i zavodovǉavaju odre�ene algebarske
uslove. Ovde uvodimo novu klasu uvrtaǌa koja se definixu za neke kompaktne
simplektiqke mnogostrukosti sa granicom proizvoǉne dimenzije. Ukloǌena
je dimenziona restrikcija, ali se zahteva neka drugaqija struktura.

Definicija 3.14. Liuvilov domen je kompaktna mnogostrukost W sa formom
λ ∈ Ω1(W ), koja se naziva Liuvilovom formom, takva da zadovoǉava slede�e
uslove:

(i) Forma dλ je simplektiqka forma na W .

(ii) Vektorsko poǉe Xλ dualno formi λ, koje se naziva Liuvilovim vek-
torskim poǉem, definisano sa iXλdλ = λ pokazuje transverzalno ka
spoǉa na granici ∂W .

Kao posledica Stoksove teoreme sledi da Liuvilovi domeni, kao taqne
simplektiqke mnogostrukosti, moraju imati nepraznu granicu. Inaqe, u
sluqaju ∂W = ∅ bi va�ila kontradikcija

0 6=
∫
W

ωn =

∫
W

d
(
λ ∧ ωn−1

)
=

∫
∂W

λ ∧ ωn−1 = 0.

Lema 3.15. Granica Liuvilovog domena je kontaktna mnogostrukost sa kon-
taktnom formom α = λ|∂W .

Dokaz. Za poqetak imamo

λ ∧ (dλ)n−1 =
(
iXλdλ

)
∧ (dλ)n−1 =

1

n
iXλ (dλ)n .

Kako je (dλ)n = ωn forma zapremine na W i Liuvilovo vektorsko poǉe Xλ

transverzalno na granicu, sledi da je iXλ (dα)n =
(
iXλ (dλ)n

)
|∂W indukovana

forma zapremine na ∂W . Odatle je

α ∧ (dα)n−1 =
(
λ ∧ (dλ)n−1

)∣∣∣∣
∂W

=
1

n
iXλ (dα)n 6= 0,

i sledi da je α kontaktna forma na ∂W .
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Slika 7: Kompletiraǌe Liuvilovog domena.

Pretpostavǉa�emo radi jednostavnosti da su svi Liuvilovi domeni
povezane mnogostrukosti. Svaki Liuvilov domen ima svoju odgovaraju�u
otvorenu (tj. nekompaktnu i bez granice) mnogostrukost. ǋu mo�emo kon-
struisati kanonski uz pomo� Liuvilovog vektorskog poǉa, lepǉeǌem
odgovaraju�eg dela simplektizacije od ∂W (Slika 7).

Neka je ϕr tok vektorskog poǉa Xλ. Za ε > 0 dovoǉno malo, preslikavaǌe

φ : ∂W × (−ε, 0]→W, (x, r) 7→ ϕr(x)

je ulagaǌe [8, Odeǉak 11.1.]. Liuvilova forma λ na φ(∂W × (−ε, 0]) odgovara
formi erα na ∂W×(−ε, 0]. Uz λ(Xλ) = 0, formiramo diferencijalnu jednaqinu

d

dr
φ∗λ = φ∗

(
iXλdλ+ diXλλ

)
= φ∗

(
λ+ d

(
λ(Xλ)

))
= φ∗λ,

qije je rexeǌe
φ∗λ = er λ|r=0 = erα.

Produ�eǌe Liuvilovog domena definixemo sa

Ŵ = W ∪φ
(
∂W × (−ε,∞)

)
.

Produ�eǌe Liuvilove forme je onda

λ̂ =

{
λ, na W,

erα, na ∂W × (−ε,∞),

a vektorskog poǉa

X̂λ =

{
Xλ, na W,
∂
∂r , na ∂W × (−ε,∞).

Tok vektorskog poǉa X̂λ je na produ�eǌu kompletan, pa se Ŵ zove i komple-
tiraǌe domena W . Simplektiqka forma na Ŵ se dobija kao

ω̂ = dλ̂ =

{
dλ, na W,

er(dr ∧ α+ dα), na ∂W × (−ε,∞).
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Primer 3.16. Diskovi D2n sa Liuvilovom formom

λ =
1

2

n∑
j=1

(
xjdyj − yjdxj

)
.

Liuvilovo vektorsko poǉe je radijalno vektorsko poǉe

Xλ =
1

2

n∑
j=1

(
xj

∂

∂xj
+ yj

∂

∂yj

)

koje je oqigledno transverzalno na ∂D2n. Simplektiqka forma na D2n je
dλ = ωst. Kompletiraǌe diska je D̂2n = R2n.

Primer 3.17. Drugi bitan primer se tiqe kotangentnog raslojeǌa sa kanon-
skom formom, iz Primera 2.5. Disk kotangentno raslojeǌe

D∗M = {(q, p) ∈ T ∗M | ‖p‖ 6 1} ⊂ T ∗M

posmatramo kao simplektiqku mnogostrukost koja je opremǉena restrikci-
jom forme ωcan sa T ∗M . Liuvilova forma je upravo −λ iz tog primera. Li-
uvilovo vektorsko poǉe je X−λ =

∑
j pj

∂
∂pj

, koje je transverzalno na ∂D∗M =

S∗M . Kompletiraǌe od D∗M je celo kotangentno raslojeǌe T ∗M .

Lema 3.18. Neka je W Liuvilov domen i Ŵ ǌegovo kompletiraǌe. Tada su
prostori Sympc(W ) i Sympc(Ŵ ) slabo homotopno ekvivalentni.

Dokaz. (Prate�i [10, Propozicija 2.1.])
Neka je ε kao u definiciji Ŵ . Za ρ > −ε, posmatrajmo kompaktne skupove

Wρ = Ŵ \
(
∂W × (ρ,∞)

)
.

Primetimo da je W0 = W . Za −ε 6 r < R, definiximo preslikavaǌe

LR−r : Sympc(WR)→ Sympc(Wr), ψ 7→ ϕr−R ◦ ψ ◦ ϕR−r,

gde je ϕt Liuvilov tok. Inkluzija ir,R : Wr ↪→WR indukuje inkluziju

iSr,R : Sympc(Wr) ↪→ Sympc(WR).

Preslikavaǌe LR−r je homotopski inverz za iSr,R. Homotopija

iSr,R ◦ LR−r ' idSympc(WR)

je data sa iSR−t(R−r),R ◦ Lt(R−r), a sliqno je i za drugu stranu.
Ciǉ je pokazati da je inkluzija

ι : Sympc(W ) ↪→ Sympc(Ŵ )

slaba homotopska ekvivalencija. Drugim reqima, potrebno je pokazati da su
homomorfizmi

ι∗ : πnSympc(W )→ πnSympc(Ŵ )
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zapravo izomorfizmi. Fiksirajmo n ∈ N.
Prvo dokazujemo surjektivnost. Posmatrajmo proizvoǉno preslikavaǌe

f : Sn → Sympc(Ŵ ). Kako je sfera Sn kompaktna, prema [10, Lema 2.4.] sledi
da Im (f) pripada Sympc(WK), za neko K > 0. Iz prethodnog razmatraǌa
sledi da je

iS0,K : Sympc(W )→ Sympc(WK)

homotopska ekvivalencija, xto dokazuje surjektivnost.
Za injektivnost posmatramo dva preslikavaǌa f1, f2 : Sn → Sympc(W ) koja

su homotopna kroz preslikavaǌa iz Sympc(Ŵ ), odnosno takva da je ispuǌe-
no ι∗(f1) = ι∗(f2). Homotopija H izme�u ǌih je preslikavaǌe sa domenom
Sn × [0, 1], koji je kompaktan, pa prema [10, Lema 2.4.] sledi da slika Im (H)
pripada Sympc(WK), za neko K > 0. Isto kao kod surjektivnosti, preslika-
vaǌe iS0,K je homotopska ekvivalencija izme�u Sympc(W ) i Sympc(WK). Sledi
da je H homotopno homotopiji f1 ' f2 unutar Sympc(W ), xto dokazuje i in-
jektivnost.

Definicija 3.19. Neka je (W,λ) Liuvilov domen takav da je Ribov tok σt od
λ|∂W na granici 1-periodiqan. Neka je v : R→ R glatka funkcija takva da je

v(t) = 0 za t < 0, v(t) = −1 za t > 0, 95.

Tada je sa

τ(p) =


(
σv(r)(x), r

)
, za p = (x, r) ∈ ∂W × (0,∞) ⊂ Ŵ ,

p, inaqe,

definisano (pozitivno) Denovo uvrtaǌe po fibrama8.

Sliqno kao u Lemi 3.5, τ je element Sympc(W, dλ) i ǌegova klasa izo-
topije u π0Sympc(W, dλ) ne zavisi od izbora funkcije v. Denova uvrtaǌa po
fibrama su u slede�em smislu nadskup uopxtenih Denovih uvrtaǌa za Li-
uvilov domen D∗Sn.

Lema 3.20. [38, Napomena 3.10.] Kvadrat uopxtenog Denovog uvrtaǌa τ2
Sn du�

sfere Sn ⊂ T ∗Sn je simplektiqki izotopan Denovom uvrtaǌu po fibrama na
D∗Sn, za n ∈ N.

Da bismo izlo�ili glavne rezultate koji se tiqu grupe klasa simplek-
tiqkih preslikavaǌa Liuvilovog domena, potrebno je da opixemo Florovu
teoriju koju je Uǉarevi� konstruisao u svojoj doktorskoj tezi [37]. Ovde �e
biti dat kratak pregled, bez ula�eǌa u detaǉe konstrukcije.

Florove homoloxke grupe HF definixu se za Liuvilov domen (W,λ) sa
povezanom granicom ∂W i kompletiraǌem Ŵ . Uvek �e se podrazumevati ko-
eficijenti Z2 kod Florovih homoloxkih grupa. Termin blizu beskonaqnosti
�e oznaqavati skup ∂W × (r0,∞) ⊂ Ŵ , za dovoǉno veliko r0 > 0.

8Na engleskom: fibered Dehn twist

38



Ka�emo da je φ taqan simplektomorfizam ako je

φ∗λ− λ = dFφ (13)

taqna forma. Oznaqimo sa Sympc(W,λ/d) skup svih taqnih simplektomor-
fizama od W koji imaju kompaktan nosaq u int(W ).

Uzmimo φ ∈ Sympc(W,λ/d) i izaberimo Fφ iz (13) tako da je Fφ|∂W = 0.
Neka je broj a ∈ R takav da nije period nijedne Ribove orbite na granici
(∂W, λ|∂W ). Takve brojeve �emo zvati dopustivi. Neka je Ht : Ŵ → R familija
Hamiltonijana koji su uvrnuti sa φ, tj. za koje va�i Ht+1 = Ht ◦ φ i takvi
da su linearni sa nagibom a blizu beskonaqnosti, tj. Ht(x, r) = ar. Ovo
nam je za sada dovoǉno za daǉe izlagaǌe, a za potpunu definiciju poqetnih
podataka pogledati [37, Definicije 2.2.3. i 2.2.5.].

Lanqasti kompleks se gradi na prostoru uvrnutih petǉi

Ωφ = {γ : R→ Ŵ | φ(γ(t+ 1)) = γ(t)},

za fiksiranu klasu θ ∈ π0(Ωφ).
Hamiltonijani koji imaju isti nagib, bez obzira na vrednosti na kom-

paktnom delu Ŵ , da�e iste homoloxke grupe [37, Posledica 2.7.4.]. Dakle,
homoloxke grupe zavise od φ, a, θ i oznaqava�emo ih HF∗(φ, a, θ) podrazume-
vaju�i mnogostrukost na kojoj radimo kao fiksnu. Definixemo

HF∗(φ, a) =
⊕

θ∈π0(Ωφ)

HF∗(φ, a, θ).

Poxto se Florova homologija za male Hamiltonijane svodi na Morsovu,
onda za ε > 0 dovoǉno malo va�i

HF∗(id, ε) ∼= H∗+n(W,∂W ;Z2) i HF∗(id,−ε) ∼= H∗+n(W ;Z2). (14)

Tako�e, va�i

HF∗(id, ε, θ) = 0, za |ε| malo i netrivijalnu klasu θ ∈ π0(Ωφ), (15)

videti [37, Primer 2.7.7.].
Sada �emo opisati kako se meǌaju homoloxke grupe pri promeni para-

metara φ i a. Pretpostavimo da su realni brojevi a1 i a2 takvi da su svi
brojevi intervala [a1, a2] dopustivi. Tada va�i HF∗(φ, a1) ∼= HF∗(φ, a2) [37,
Propozicija 3.2.1.]. Drugim reqima, nagib Hamiltonijana mo�emo meǌati
bez uticaja na homoloxke grupe, sve dok ne prolazimo preko nekog broja koji
je period Ribove orbite na granici.

Neka su φ1 i φ2 dva taqna simplektomorfizma iz Sympc(W,λ/d) koja su
izotopna kroz kompaktno sadr�ane taqne simplektomorfizme. Tada va�i

HF∗(φ1, a) ∼= HF∗(φ2, a), (16)

za sve dopustive a. Grupe Sympc(W,λ/d) i Sympc(W, dλ) su homotopski ekvi-
valentne [37, Lema 5.1.2.], pa izomorfizam (16) va�i i kada je [φ1] = [φ2] u
Sympc(W, dλ).
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Teorema 3.21. [38, Teorema 1.1.] Neka je (W,λ) Liuvilov domen sa povezanom
granicom takav da Ribov tok forme λ|∂W ima period jedan. Neka je a ∈ R
broj koji nije period Ribovog toka. Ako je Denovo uvrtaǌe po fibrama
predstavnik klase reda l ∈ N u π0Sympc(W, dλ), onda je

HF (id, a) ∼= HF (id, a+ l).

Skica dokaza. Oznaqimo Denovo uvrtaǌe po fibrama sa τ i neka je funkcija
v kao u Definiciji 3.19. Postoji jedinstvena funkcija V : R → R koje je
primitivna za v i jednaka 0 u blizini 0. Po [38, Napomena 3.2.], Denovo
uvrtaǌe po fibrama je tok posle vremena 1 od Hamiltonijana K : Ŵ → R
datog sa

K(x, r) =

{
−V (r), za (x, r) ∈ ∂W × (0,∞),

0, inaqe.

Blizu beskonaqnosti je

K(x, r) = r −
1∫

0

v(t) dt− 1.

Sledi da je τ l tok posle vremena 1 od Hamiltonijana Kl : Ŵ → R koji je jednak
lr blizu beskonaqnosti. Onda iz (16) i prirodnosti Florove homologije koja
je pridru�ena Hamiltonijanu K [37, Propozicija 3.3.4.] sledi niz izomor-
fizama:

HF (id, a) ∼= HF (τ l, a) ∼= HF (id, a+ l).

Teorema 3.22. [38, Posledica 1.4.] Neka je (W,λ) Liuvilov domen dimenzije
2n sa povezanom granicom takav da Ribov tok forme λ|∂W indukuje slobodno
dejstvo kruga na ∂W i ima period jedan. Ako je c1(W ) = 0 i homologija
H∗(W ;Z2) nije simetriqna, onda je Denovo uvrtaǌe po fibrama egzotiqni
simplektomorfizam od (W, dλ).

Sa c1(W ) je oznaqena prva Qernova klasa mnogostrukosti W . Ovde, si-
metriqnost homologije H∗(W ;Z2) podrazumeva postojaǌe k ∈ Z tako da je
Hk−j(W ;Z2) ∼= Hj(W ;Z2), za sve j ∈ Z. Neki primeri simetriqnih lanaca bi
bili . . . → 0 → Z2 → Z2 → 0 → . . . ili . . . → 0 → Z2

2 → Z2 → Z2
2 → 0 → . . .

Simetriqnost homologije je qisto algebarski uslov. Uǉarevi� je zapravo
dokazao opxtiju verziju ove teoreme koja ne zahteva da je c1(W ) = 0, ali
se onda uslov o simetriqnosti homologije mora modifikovati da ukǉuquje
odre�enu periodiqnost. To je sumirano u [38, Posledica 3.6.].

Dokaz. Neka je 0 < ε < 1. Pretpostavimo suprotno – Denovo uvrtaǌe po
fibrama je simplektiqki izotopno identiteti. Tada po Teoremi 3.21, imamo
izomorfizam

HF (id,−ε) ∼= HF (id, 1− ε),
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koji ne quva gradaciju. On, me�utim, quva relativnu gradaciju i stoga
postoji c ∈ Z tako da je

HF∗(id,−ε) ∼= HF∗+c(id, 1− ε). (17)

Zapravo, pomenuti izomorfizam ne quva ni klasu iz π0(Ωid), ali se iz (15)
mo�e zakǉuqiti da ona mora ostati trivijalna. Poxto nijedan broj iz skupa
(−1, 0)∪ (0, 1) nije period Ribovog toka, a va�i −ε ∈ (−1, 0), 1−ε ∈ (0, 1), sledi
da se ε mo�e proizvoǉno smaǌiti ka 0 ili pove�ati ka 1 bez uticaja na grupe
HF∗. Stoga je po (14):

HF∗(id,−ε) ∼= H∗+n(W ;Z2) i HF∗(id, 1− ε) ∼= H∗+n(W,∂W ;Z2). (18)

Iz (17) i (18) je
H∗(W ;Z2) ∼= H∗+c(W,∂W ;Z2). (19)

Ovime je situacija svedena na singularnu homologiju, xto je alatka alge-
barske topologije. Ostatak dokaza je igra indeksima.

Iz Poenkareove dualnosti [14, Teorema 3.43.] va�i

H∗(W,∂W ;Z2) ∼= H2n−∗(W ;Z2). (20)

Koeficijenti su iz poǉa Z2, pa po [14, strana 198] va�i

H2n−∗(W ;Z2) ∼= Hom(H2n−∗(W ;Z2),Z2) ∼= H2n−∗(W ;Z2). (21)

Kombinuju�i (19), (20) i (21) dobijamo da je homologija simetriqna:

H∗(W ;Z2) ∼= H∗+c(W,∂W ;Z2) ∼= H2n−c−∗(W ;Z2) ∼= H2n−c−∗(W ;Z2),

xto je kontradikcija. Time je dokaz zavrxen.
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