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GLAVA 0

Uvod: Diferencijalni raqun bez koordinata

1. Mnogostrukosti

1.1. Osnovni pojmovi. Qitalac koji dr�i ovaj tekst u rukama verovat-
no je savladao kurseve sa poqetnih godina studija. Pretpostav	amo da su mu
poznati pojmovi regularnih glatkih krivih i povrxi, kao i �ihovo slede�e
uopxte�e:

Definicija 1. Topoloxka mnogostrukost dimenzije n je Hausdorfov
topoloxki prostorM sa prebrojivom bazom topologije, koji je lokalno homeo-
morfan otvorenom podskupu euklidskog prostora Rn. Glatka mnogostrukost
klase Ck je topoloxka mnogostrukost M , takva da postoji familija

U = {(Uλ, ϕλ) | λ ∈ Λ},
gde je {Uλ}λ∈Λ otvoreno pokriva�e prostora M , a

ϕλ : Uλ → ϕλ(Uλ) ⊂ Rn

familija homeomorfizama, takva da je

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) (1)

difeomorfizam klase Ck otvorenih skupova u Rn, kad god je Uα∩Uβ 6= ∅. Ako
drugaqije ne napomenemo, terminom glatka mnogostrukost, ili samo mno-
gostrukost, nazivamo mnogostrukosti klase C∞. Elemente familije U nazi-
vamo lokalnim kartama, a maksimalnu familiju lokalnih karata atlasom
ili diferencijabilnom strukturom mnogostrukosti. ♦

Uopxte�e povrxi sa granicom je mnogostrukost sa granicom: Hausdor-
fov prostor M sa prebrojivom bazom topologije i familijom U = {(Uα, ϕα)},
gde su Uα otvoreni skupovi koji pokrivaju M , a ϕα homomorfizmi skupa Uα
na otvoren1 podskup u poluprostoru

Hn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 ≤ 0} ⊂ Rn

takvi da je
ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) (2)

difeomorfizam2 otvorenih skupova u poluprostoru Hn, kad god je Uα∩Uβ 6= ∅.
Ako jeM mnogostrukost sa granicom, taqke koje se slikaju u hiperprostor

{x1 = 0} ⊂ Hn u jednoj karti, slikaju se u taj hiperprostor i u svakoj drugoj
karti: ovo sledi iz opxtih topoloxkih argumenata. Skup takvih taqaka
oznaqava se sa ∂M i naziva granicom ili krajem mnogostrukosti sa granicom.

1u relativnoj topologiji poluprostora kao potprostora euklidskog prostora
2Ako jeX ⊂ Rn, preslikava�e f : X → Rm je glatko ako svaka taqka x ∈ X ima otvorenu

okolinu V 3 x, takvu da f mo�e da se produ�i do glatkog preslikava�a f : V → Rm.

3
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Granica mnogostrukosti dimenzije n je mnogostrukost dimenzije n − 1. Npr,
probuxeni zatvoreni disk D0 := {z ∈ C | 0 < |z| ≤ 1} je dvodimenziona
mnogostrukost sa granicom ∂D0 = S1 := {z ∈ C | |z| = 1}. Primetimo da se
topoloxki rub (koji se qesto oznaqava istim simbolom iako oznaqava drugi
pojam) skupa D0, skup S1 ∪ {0}, razlikuje od granice mnogostrukosti D0.

Uslov da su (1) i (2) difeomorfizmi nam omogu�ava da pojam diferencija-
bilnosti iz euklidskog prostora oslobodimo koordinata, tj. da ga prenesemo
na mnogostrukosti: ako su M i N glatke mnogostrukosti dimenzija m i n,
preslikava�e

F : N →M (3)

je diferencijabilno u taqki p ∈ N ako je �egov zapis u lokalnim koordi-
natama glatko preslikava�e euklidskih prostora { ova definicija ne zavisi
od izbora lokalnih koordinata. Ako je mnogostrukost klase Ck, uslov (1)
nam omogu�ava da definixemo glatka preslikava�a klase Ck; ako posebno
ne napomenemo drugaqije, pod terminom glatkih preslikava�a nazivamo pres-
likava�a klase C∞. Skup svih glatkih preslikava�a F : N → M klase
k ∈ N ∪ {∞} oznaqavamo sa Ck(N,M). Skupovi Ck(N,M) mogu na vixe
prirodnih naqina da se snabdeju topologijom, tako da funkcije ma�eg stepena
glatkosti mogu proizvo	no dobro da se aproksimiraju funkcijama ve�eg ste-
pena glatkosti (deta	i mogu da se vide npr. u [35]). Slede�a teorema pokazuje
da homotopska svojstva neprekidnih preslikava�a mogu dovo	no dobro da se
opixu izuqava�em glatkih.

Teorema 1. Za svako neprekidno preslikava�e F : N →M postoji glatko
preslikava�e G ∈ C∞(N,M) koje je je homotopski ekvivalentno F .

Specijalno, ako je M = R govorimo o glatkim funkcijama na N ; skup
glatkih funkcija oznaqavamo, osim sa C∞(N,R), i sa C∞(N). Ako je N = I
interval u R glatkim krivama na M nazivamo glatka preslikava�a

γ : I →M.

Neka su f i g dve funkcije, definisane i glatke u nekoj (ne obavezno
istoj) otvorenoj okolini taqke p ∈ M ; nazovimo ih ekvivalentnim ako im
se restrikcije na neku ma�u okolinu poklapaju. Drugim reqima, f ∼ g ako
i samo ako postoji otvorena okolina V 3 p, takva da je f

∣∣
V

= g
∣∣
V
. Skup

klasa ekvivalencije u odnosu na ovu relaciju oznaqavamo sa C∞(p). Mno�e�e
funkcija skalarom i sabira�e i mno�e�e funkcija po taqkama prenose se na
klase ekvivalencije, pa je skup C∞(p) algebra nad po	em R.

Neka je I ⊂ R otvoreni interval koji sadr�i nulu i γ : I → M glatka
kriva, takva da je γ(0) = p. Neka je funkcija f definisana i glatka u nekoj
okolini taqke p i [f ] �ena klasa ekvivalencije u C∞(p). Kompozicija

f ◦ γ : I → R

je glatka realna funkcija jedne realne promen	ive i �en izvod u nuli je
realni broj. Preslikava�e

Xγ : C∞(p)→ R, Xγ([f ]) = (f ◦ γ)′(0) (4)

je dobro definisano (tj. nezavisno od izbora predstavnika f klase [f ]) lin-
earno preslikava�e. Razliqite krive γ mogu da definixu isto preslikava�e
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Xγ . Sem toga, nije svako linearno preslikava�e X : C∞(p) :→ R dobijeno na
ovaj naqin od neke krive γ; ona koja jesu, zadovo	avaju Lajbnicovo pravilo

X(f · g) = X(f)g(p) + f(p)X(g). (5)

Definicija 2. Skup linearnih preslikava�a X : C∞(p) → R koja
zadovo	avaju Lajbnicovo pravilo (5) naziva se tangentnim prostorom mno-
gostrukosti M u taqki p i oznaqava sa TpM . Unija svih tangentnih prostora
naziva se tangentnim rasloje�em i oznaqava sa TM .

Primer 1. Neka je M otvoren podskup u Rn sa koordinatama (x1, . . . , xn)
i p ∈M . Parcijalni izvodi

∂

∂xj

∣∣∣
x=p

: C∞(p)→ R, j ∈ {1, . . . , n} (6)

su linearna preslikava�a i zadovo	avaju Lajbnicovo pravilo. Mo�e da se
poka�e da je svako linearno preslikava�e C∞(p) → R koje zadovo	ava La-
jbnicovo pravilo linearna kombinacija preslikava�a (6). Drugim reqima,
tangentni prostor TpM je vektorski prostor dimenzije n sa bazom (6).

Specijalno, za n = 1, ako je I otvoreni interval u R i t0 ∈ I, Tt0I je
jednodimenzioni vektorski prostor generisan vektorom d

dt |t=t0 . ]

Zadatak 1. Ka�emo da se dve glatke krive α, β : I → Rn tangentno
dodiruju u taqki p ako je

α(0) = β(0) = p i
dα

dt
(0) =

dβ

dt
(0). (7)

Nazovimo krive α i β ekvivalentnim ako zadovo	avaju (7). Dokazati da je
time dobro definisana relacija ekvivalencije na skupu glatkih krivih koje
prolaze kroz taqku p. Dokazati da za krive krive α i β koje zadovo	avaju (7)
va�i

Xα = Xβ ,

gde su Xα i Xβ operatori definisani sa (4). Izvesti odatle zak	uqak da
tangentni prostor TpRn mo�e da se definixe kao skup klasa ekivalencije
krivih koje prolaze kroz taqku p. X

Zadatak 2. Neka je M glatka mnogostrukost. Ka�emo da se dve glatke
krive α, β : I → M tangentno dodiruju u taqki p ∈ M ako se one tangentno
dodiruju u nekoj karti, kao xto je definisano u Zadatku 1. Dokazati da se
onda one tangentno dodiruju u svakoj karti, i da je time dobro definisana
relacija ekvivalencije na skupu glatkih krivih koje prolaze kroz taqku p.
Dokazati da tangentni prostor TpM mo�e da se definixe kao skup klasa
ekvivalencije krivih koje prolaze kroz taqku p ∈M . X

Skup linearnih preslikava�a ima strukturu vektorskog prostora, pa je
svaki tangentni prostor TpM vektorski prostor. Objekte dualne tangentnom
prostoru i tangentnom rasloje�u izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 3. Dual vektorskog prostora TpM , tj. prostor T ∗pM svih
linearnih preslikava�a TpM → R naziva se kotangentnim prostorom mno-
gostrukosti M u taqki p. Unija svih kotangentnih prostora naziva se kotan-
gentnim rasloje�em i oznaqava sa T ∗M . ♦
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Izvod glatkog preslikava�a (3) u taqki q ∈ N definixemo kao linearno
preslikava�e

DF (q) : TqN → TF (q)M, DF (q)(X)(f) = X(f ◦ F ), (8)

za X ∈ TqN i f ∈ C∞(F (q)). Uz DF , za oznaku izvoda preslikava�a F
koristimo i oznaku F∗, dok f ◦ F oznaqavamo sa F ∗f , tako da definiciju
izvoda (8) mo�emo da zapixemo i kao

F∗X(f) = X(F ∗f).

(umesto F∗(p)(X) pixemo i samo F∗X kad nema potrebe da naglaxavamo p).
Specijalno, ako je (U,ϕ) koordinatna karta, operatori diferencira�a po
koordinatama

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
∈ Tϕ(p)Rn

predstav	aju bazu tangentnog prostora euklidskog prostora, a �ihove slike

ϕ−1
∗

∂

∂x1
, . . . , ϕ−1

∗
∂

∂xn
∈ TpM

bazu u TpM .

Primer 2. Naravno, ovako definisani pojmovi uopxtavaju poznate poj-
move iz diferencijalnog raquna u Rn. Na primer, neka je I interval u R i
γ : I → Rn glatka kriva u Rn. Objekat definisan izrazom (8) (pri qemu je
ovde F = γ, N = I i M = Rn) je standardni izvod u Rn:

γ∗(t)
d

dt
=
dγ

dt
(t),

ili, kra�e,

γ∗
d

dt
=
dγ

dt
.

Opxtije, ako je γ : I → M glatka kriva na glatkoj mnogostrukosti M , sa
dγ
dt ili γ

′(t) oznaqavamo tangentni vektor γ∗
d
dt ∈ Tγ(t)M . ]

Definicija 4. Podskup N ⊂M je glatka podmnogostrukost mnogostru-
kosti M ako postoji mnogostrukost S i glatko preslikava�e  : S →M takvo
da va�i:

(1)  je homeomorfizam skupa S na (S) u relativnoj topologiji;
(2) izvod ∗(s) : TsS → T(s)M je injektivno preslikava�e za svako s ∈ S.

Preslikava�e  koje zadovo	ava ove uslove nazivamo ulaga�em. ♦

Svaka podmnogostrukost ima strukturu glatke mnogostrukosti { iz Teo-
reme o rangu sledi da svaka taqka p ∈ N = (S) ima koordinatnu okolinu U u
kojoj se N ∩ U zadaje koordinatama (x1, . . . , xdim S , 0, . . . , 0).

Primer 3. Kriva C := {(x, y) ∈ R2 | y2 = x3} ima glatku parametrizaciju
x = t2, y = t3: preslikava�e

ı : R→ R2 ı(t) = (t2, t3)

je glatko i definixe homeomorfizam realne prave na C. To znaqi da je C
glatka mnogostrukost, koja mo�e da se pokrije jednom kartom (tako da je uslov
da je (1) difeomorfizam tautologija).

Me�utim, C nije podmnogostrukost u R2 u smislu Definicije 4. Pres-
likava�e ı nije ulaga�e, jer je ı′(0) = 0. Naravno, to nije dovo	no za zak	uqak
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da kriva C nije podmnogostrukost { treba dokazati da ne postoji neka druga
�ena parametrizacija koja je ulaga�e. Neka je

 :]s− δ, s+ δ[→ R2, (]s− δ, s+ δ[) ⊂ C, (s) = (0, 0)

proizvo	na glatka parametrizacija krive C u okolini koordinatnog poqetka.
Ako je (t) = (x(t), y(t)), onda je

∗(t)
d

dt
= (x′(t), y′(t)).

Kriva C ima horizontalnu tangentu u koordinatnom poqetku, pa je y′(s) = 0.
Poxto je  bijekcija, x′ me�a znak u taqki s. Iz neprekidnosti prvog izvoda
sledi x′(s) = 0. Drugim reqima, va�i ∗(s) = 0, pa nije ispu�en drugi uslov
u Definiciji 4. ]

Ako je (U,ϕ) lokalna karta, φ−1 se naziva lokalnom parametrizacijom
i uopxtava parametarske jednaqine krivih i povrxi u euklidskom prostoru.
Kao xto znamo, krive i povrxi mogu da se zadaju i eksplicitnim jednaqinama
(npr. x2 + y2 = 1 je ekcplicitna, a x = cos t, y = sin t parametarska jednaqina
kruga). Eksplicitne jednaqine krivih i povrxi uopxtava slede�a teorema,
qiji dokaz sledi iz Teoreme o rangu.

Teorema 2. Neka je N glatka mnogostrukost dimenzije n, M glatka
mnogostrukost dimenzije m, i F : N →M glatko preslikava�e, qiji izvod

F∗(p) : TpN → TF (p)M

ima konstantan rang k u svakoj taqki p ∈ N . Tada je za svako q ∈ M skup
F−1(q) glatka podmnogostrukost mnogostrukosti N , dimenzije n− k.

Definicija 5. Taqka p ∈ N je singularna taqka preslikava�a F : N →
M ako izvod F∗(p) u toj taqki nije surjektivan; vrednost F (p) u singularnoj
taqki je singularna vrednost. Taqka q ∈ M je regularna vrednost ako nije
singularna. ♦

Treba imati na umu da su i taqke skupa M \ F (N), po ovoj definiciji,
regularne vrednosti.

Posledica 1. Ako je q ∈ M regularna vrednost preslikava�a F : N →
M , onda je F−1(q) ili prazan skup ili glatka podmnogostrukost dimenzije
dim N − dimM .

4 Ako je preslikava�e F∗(p0) surjektivno, onda je surjektivno i F∗(p) za p
u nekoj okolini taqke q0, pa mo�emo da primenimo Teoremu 2 na restrikciju
F : U →M . 5

Posledica 2. Ako je N glatka mnogostrukost i f : N → R glatko
preslikava�e, onda je za svake dve regularne vrednosti a, b ∈ R skup f−1([a, b])
glatka mnogostrukost sa granicom {f−1(a)} ∪ {f−1(b)}.
4 Skup f−1(]a, b[) je otvoren u N , odakle sledi da je on mnogostrukost dimen-
zije n = dim N . Iz Teoreme o rangu sledi da za svaka taqka p ∈ {f−1(a)} ∪
{f−1(b)} ima koordinatnu okolinu U u kojoj f ima zapis

f(x1, . . . , xn) = x1.

Odatle sledi da je skup f−1([a, b]) ∩ U homeomorfan otvorenom podskupu po-
luprostora {x1 ≤ 0}. 5
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Posledica 3. Ako je N mnogostrukost sa granicom ∂N , F : N → M
glatko preslikava�e i q ∈ M regularna vrednost preslikava�a F i �egove
restrikcije F

∣∣
∂N

na granicu ∂N . Tada je F−1(q) podmnogostrukost sa grani-

com ∂N ∩ F−1(q).

4 Neka je p ∈ F−1(q). Ako p nije na granici ∂N , u nekoj �enoj okolini
mo�emo da primenimo Posledicu 1. Pretpostavimo da je p ∈ ∂N , izaberimo
koordinatne okoline taqaka p i q, takve da je u �ima p = 0, q = 0. Pri tome
je okolina taqke p otvoren podskup u poluprostoru Hn = {x1 ≤ 0}, ali po
definiciji glatkog preslikava�a na rubu, F mo�e da se proxiri do pres-

likava�a F̃ koje je glatko na otvorenoj okolini nule u Rn. Sma�uju�i tu
okolinu ako je potrebno, pretpostavimo da su sve �ene taqke regularne taqke

preslikava�a F̃ . Odatle sledi da je F̃−1(0) glatka podmnogostrukost dimen-
zije n−m. Posmatrajmo projekciju

π : F̃−1(0)→ R, (x1, . . . , xn) 7→ x1.

Taqka 0 ∈ R je �ena regularna vrednost { u protivnom bi bilo

T0F̃
−1(0) ⊂ {x1 = 0}.

Poxto je T0F̃
−1(0) = ker F̃∗(0), odatle bi sledilo da je

dim(im (F
∣∣
{x1=0})∗(0) = n− 1− ker F̃∗(0) = n− 1− (n−m) = m− 1,

xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je taqka q ∈ M (tj. taqka 0 ∈ Rm
u naxim koordinatama) regularna vrednost restrikcije restrikcije F

∣∣
∂N

.
Dokaz sada sledi iz Posledice 2, prime�ene na funkciju f = π. 5

Primer 4. Sfera Sn = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 | x2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
n = 1} je

podmnogostrukost u Rn+1 jer je rang izvoda preslikava�a

Rn+1 3 (x0, x1, . . . , xn) 7→ x2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
n ∈ R

jednak 1 u okolini Sn. ]

Primer 5. Izvod preslikava�a F : R2 → R, F (x, y) = x3 − y2 nema
konstantan rang: �egov rang je 0 u koordinatnom poqetku, a 1 u svim ostalim
taqkama. Poxto je F (0, 0) = 0, sledi da je 0 jedina singularna vrednost ovog
preslikava�a, odakle sledi da je za svako t 6= 0 skup F−1(t) = {x3 − y2 = t}
glatka podmnogostrukost u R2. U Primeru 3 smo videli da skup F−1(0) nije
podmnogostrukost u ambijentu R2, iako sam za sebe dopuxta strukturu glatke
mnogostrukosti. ]

Slede�a teorema pokazuje da su skoro sve vrednosti glatkog preslikava�a
regularne. Pre nego xto je formulixemo, definisa�emo xta to znaqi ,,skoro
sve".

Definicija 6. Podskup A ⊂M glatke mnogostrukosti je skup mere nula,
ako je za svaku kartu (U,ϕ) podskup ϕ(A ∩ U) ⊂ Rdim M skup Lebegove mere
nula. Neko svojstvo va�i za skoro sve taqke mnogostrukosti M , ili skoro
svuda na M , ako je skup taqaka koje nemaju to svojstvo mere nula. ♦

Prethodna definicija je opravdana iz dva razloga. Prvi je taj xto, na
osnovu Teoreme o sred�oj vrednosti, glatko preslikava�e slika skup mere
nula u skup mere nula. Drugi je taj xto mnogostrukost mo�e da se pokrije sa
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prebrojivo mnogo karata, pa je prethodna definicija saglasna sa definicijom
Lebegove mere nula u sluqaju M = Rm, jer je prebrojiva unija skupova mere
nula skup mere nula.

Teorema 3. (Sardova) Skup singularnih vrednosti glatkog preslika-
va�a F : N →M je skup mere nula.

Posledica 4. Ako je N kompaktna glatka mnogostrukost sa granicom
∂N , ne postoji glatka retrakcija3 F : N → ∂N .

4 Iz Sardove teoreme sledi da postoji regularna vrednost q ∈ ∂N preslika-
va�a F . Ona je svakako i regularna taqka restrikcije F

∣∣
∂N

= id∂N . Iz

Posledice 3 sledi da je F−1(q) kompaktna jednodimenziona podmnogostrukost
u N , qija je granica podmnogostrukost u ∂N . Poxto je F−1(y0) ∩ ∂N = {y0},
ta granica se sastoji od jedne taqke, xto je kontradikcija poxto jednodimen-
ziona mnogostrukost ima paran broj taqaka na granici. 5

Posledica 5. (Brauerova teorema o fiksnoj taqki) Svako glatko
preslikava�e G : Bn → Bn lopte na sebe ima fiksnu taqku.

4 U protivnom bi preslikava�e koje taqku x ∈ Bn slika u preseqnu taqku
poluprave koja polazi iz taqke x i spaja je sa G(x) sa sferom Sn−1 = ∂Bn bilo
glatka retrakcija lopte na sferu, xto je u suprotnosti sa Posledicom 4. 5

Napomena 1. U formulaciji Teoreme 3, kao i svuda u ovom tekstu, pod
glatkox�u podrazumevamo glatkost klase C∞. Postoji i preciznija verzija
Sardove teoreme: Ako je F : N → M preslikava�e klase Ck i ako je k ≥
max{dim N −dim M +1, 1}, skup �egovih singularnih vrednosti je skup mere
nula. �

Primer 6. (Homotopske grupe sfere) Neka je p ∈M fiksirana taqka
na glatkoj mnogostrukosti M i s ∈ Sk fiksirana taqka na ekvatoru sfere di-
menzije k. Skup svih homotpskih klasa neprekidnih preslikava�a f : Sk →M
takvih da je f(s) = p naziva se k{tom homotopskom grupom mnogostrukosti
M i oznaqava sa πk(M ; p). Operacija u ovoj grupi se definixe na vrlo priro-
dan, geometrijski naqin. Neka su f1, f2 : Sk →M dva preslikava�a. Da bismo
definisali preslikava�e f1 + f2, primetimo da ako sve taqke ekvatora sfere
identifikujemo, dobijemo dve sfere iste dimenzije, koje se dodiruju u jednoj
taqki. Preslikava�e f1 + f2 definxemo tako da bude jednako f1 na jednoj, a
f2 na drugoj od te sfere. Tako dobijamo preslikava�e f1 + f2 : Sk → M , koje
slika ceo ekvator u taqku p.

Specijalno, π1(M ; p) je fundamentalna grupa mnogostrukosti M . Ovo je
jedina homotopska grupa koja ne mora da bude komutativna; za k ≥ 2 grupe
πk(M ; p) su Abelove. Ako je M povezana mnogostrukost i p1, p2 ∈ M , grupe
πk(M ; p1) i πk(M ; p2) su izomorfne4, pa qesto koristimo kra�u oznaku πk(M).
Lako se vidi da homotopski ekvivalentne mnogostrukosti imaju izomorfne
homotopske grupe.

Iz Sardove teoreme sledi da je

πk(Sn) = 0 za k < 1,

3f : X → A je retrakcija skupa X na skup A ⊂ X ako je f(a) = a za sve a ∈ A.
4Ovaj izomorfizam nije kanonski; konstruixe se uz pomo� puta koji spaja taqke p1 i

p2 i u opxtem sluqaju zavisi od tog puta.
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ili, drugim reqima, da je svako neprekidno preslikava�e f : Sk → Sn homo-
topno konstantnom. Zaista, zbog Teoreme 1 mo�emo da pretpostavimo da je f
glatko, a iz Sardove teoreme sledi da su skoro sve taqke iz Sn �egove regu-
larne vrednosti. Zbog k < n jedine taqke koje su regularne vrednosti su one
koje nisu u slici im(f). Neka je c ∈ Sn \ im(f) jedna takva taqka i −c �oj
antipodalna taqka. Homotetija sa centrom u c daje tra�enu homotopiju koja
preslikava�e f deformixe u konstantno preslikava�e f1 ≡ −c.

Mo�e da se poka�e da je πn(Sn) ∼= Z. Poznate su i neke, ali ne sve,
homotopske grupe πk(Sn) za k > n. ]

Slede�a definicija nam omogu�ava da formulixemo uslov pod kojim je
presek dve podmnogostrukosti podmnogostrukost.

Definicija 7. Ka�emo da su podmnogostrukosti R,S ⊂M transverzal-
ne, ili nalaze u opxtem polo�aju, ako je ili R ∩ S = ∅, ili

TpR+ TpS = TpM

za sve p ∈ R ∩ S. ♦

Zadatak 3. Ispitati transverzalnost podmnogostrukosti R,S ⊂ M u
slede�im sluqajevima:

(a) M = R3, R je xy{ravan, S je z{osa;
(b) M = Rn × Rn, R = {0} × Rn, S = ∆ (dijagonala);
(v) M = Rn×n (skup svih matrica n× n), R je skup simetriqnih matrica,

S je skup kososimetriqnih matrica;
(g) M = R3, R = {x2 + y2 − z2 = 1}, S = {x2 + y2 + z2 = ρ2}, ρ ∈ R. X

Teorema 4. Ako su R i S transverzalne podmnogostrukosti mnogostru-
kosti M , onda je R ∩ S ili prazan skup, ili podmnogostrukost dimenzije
dim R+ dim S−dim M (drugim, lakxim za pam�e�e, reqima, codim (R∩S) =
codimR+ codimS).

4 Ako je m = dim M , r = dim R, s = dim S, u nekoj okolini U taqke p ∈ R∩S
mnogostrukost R mo�e da se zada jednaqinom f(x) = 0, za neku funkciju f :
U → Km−r, a S jednaqinom g(x) = 0 za neku funkciju g : U → Km−s, pri qemu
je 0 regularna vrednost obe funkcije. Iz pretpostavke o transverzalnosti
sledi da je (0, 0) regularna vrednost funkcije (f, g) : U0 → Km−r × Km−s za
dovo	no mali podskup U0 ⊂ U , pa dokaz sledi iz Posledice 1. 5

Zadatak 4. Neka je F : N → M glatko preslikava�e. Dokazati da je
grafik

ΓF := {(q, F (q)) | q ∈ N}
glatka podmnogostrukost mnogostrukosti N ×M . X

Teorema 4 mo�e da se uopxti.

Definicija 8. Preslikava�a F : R→M i G : S →M su transverzalna
ako je F (R) ∩G(S) = ∅ ili ako je

F∗(a)TaR+G∗(b)TbS = TpM

Za sve a, b, p, takve da je F (a) = G(b) = p.
Specijalno, preslikava�e F : R→M je transverzalno na podmnogostru-

kost S ⊂ M ako su F i inkluzija jS : S ↪→ M transverzalna preslikava�a.
♦
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Primetimo da je pojam regularne vrednosti specijalan sluqaj transverzal-
nosti: taqka q ∈M je regularna vrednost preslikava�a F : N →M ako i samo
ako je F transverzalno na podmnogostrukost {q}. Slede�a teorema je uopxte�e
Posledice 1.

Teorema 5. Neka su F : R → M i G : S → M transverzalna preslika-
va�a. Tada je

R×M S := {(a, b) ∈ R× S | F (a) = G(b)}
glatka podmnogostrukost u R × S. Specijalno, ako je S podmnogostrukost
u M , a preslikava�e F : R→M transverzalno na S, onda je F−1(S) podmno-
gostrukost u R.

4 Ova teorema mo�e da se svede na Teoremu 4 posmatra�em grafika

ΓF ⊂ R×M i ΓG ⊂ S ×M
preslikava�a F i G i dokazom da je presek podmnogostrukosti ΓF × ΓG i
R×S×∆M (gde je ∆M := {(p, p) | p ∈M} dijagonala uM×M) u mnogostrukosti
R× S ×M ×M transverzalan. 5

Zadatak 5. Neka su R i S podmnogostrukosti u M , takve da je i R ∩ S
podmnogostrukost.

(a) Da li odatle sledi da se R i S seku transverzalno?
(b) Ako je pri tome i dim (R ∩ S) = dim R + dim S − dim M , da li odatle

sledi da se R i S seku transverzalno? X

Uopxte�e Sardove teoreme su slede�e dve teoreme. Radi jednostavnije
formulacije, pretpostavimo da je mnogostrukost M utop	ena u euklidski
prostor Rm0 i da je ‖ · ‖ norma na tom prostoru, a ‖ · ‖∞ iz �e izvedena
sup{norma na prostoru preslikava�a M → Rm0 .

Teorema 6. Neka su M i R glatke mnogostrukosti, S ⊂ M podmno-
gostrukost zadata ulaga�em  : S ↪→ M i F : R → M glatko preslika-
va�e. Tada postoji ulaga�e ε : S ↪→ M takvo da je F transverzalno na ε i
‖− ε‖∞ < ε.

Teorema 7. Neka su M i R glatke mnogostrukosti i neka je S ⊂ M
podmnogostrukost. Za svako glatko preslikava�e F : R→M postoji glatko
preslikava�e Fε : R → M koje je transverzalno na S i homotopno preslika-
va�u F , takvo da je ‖F − Fε‖∞ < ε.

Mo�e da se poka�e da su prethodne dve teoreme ekvivalentne; svaka od
�ih je poznata kao Teorema o transverzalnosti.

Primer 7. Ne postoje ulanqani krugovi u Rn za n ≥ 4. Zaista, neka su
dati krugovi C1 = γ1(S1) i C2 = γ2(S1) i neka je D1 disk sa granicom C1. Po
teoremi o transverzalnosti, malom deformacijom mo�emo da dovedemo D1 u
transverzalan polo�aj u odnosu na C2. Poxto je dim C2 + dim D1 = 3 < 4,
transverzalnost je ekvivalentna disjunktnosti, xto znaqi da C1 i C2 nisu
ulanqani. ]

Tangentno rasloje�e TM ima strukturu glatke mnogostrukosti dimenzije
2 dim M , sa kartama definisanim pomo�u preslikava�a ϕ× ϕ∗.

Vektorsko po	e na mnogostrukosti M je glatka familija tangentnih vek-
tora na �oj, tj. glatko preslikava�e X : M → TM , sa svojstvom da je
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X(p) ∈ TpM za svako p ∈ M . Umesto X(p) qex�e pixemo Xp. Skup svih
vektorskih po	a na M oznaqavamo sa X (M). Ovaj skup je vektorski pros-
tor, u odnosu na operacije mno�e�a skalarom i sabira�a vektorskih po	a
po taqkama: (aX + bY )p := aXp + bYp. Opxtije: χ(M) je modul nad prstenom
C∞(M) glatkih funkcija na M .

Sem toga, skup X (M) ima i strukturu algebre, definisanu mno�e�em

[X,Y ] = XY − Y X, (9)

tj. komutatorom linearnih operatora: [X,Y ] dejstvuje na C∞(p) po pravilu

[X,Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf). (10)

Izraz [X,Y ] naziva se Lijevim zagradama. Primetimo da sabirciXY i Y X na
desnoj strani u (9), u opxtem sluqaju, nisu vektorska po	a, jer kompozicija ne
zadovo	ava Lajbnicovo pravilo (5), ali ga komutator zadovo	ava. Primetimo
jox i da je komutator definisan za vektorska po	a, a ne za vektore, jer prvi
sabirak na desnoj strani u (10) ima smisla samo ako je izraz Y f (na koji se
prime�uje operator Xp) funkcija (i sliqno za drugi sabirak).

Lijeve zagrade su bilinearne, antisimetriqne ([X,Y ] = −[Y,X]) i zado-
vo	avaju Jakobijev identitet

[[X,Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y,Z], X] = 0. (11)

Zadatak 6. Dokazati da za vektorska po	a

X =

n∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
, Y =

n∑
k=1

bk(x)
∂

∂xk

u Rn va�i

[X,Y ] =
∑

1≤j,k≤n

(
aj
∂bk
∂xj
− bj

∂ak
∂xj

)
∂

∂xk
.

X

Teorema 8. Neka je F : N → M glatko preslikava�e i neka su X,Y ∈
X (N) vektorska po	a na N . Tada je

F∗[X,Y ] = [F∗X,F∗Y ].

4 F∗[X,Y ]f = [X,Y ](f ◦ F ) = X(Y (f ◦ F )) − Y (X(f ◦ F )) = X((F∗Y f) ◦ F ) −
Y ((F∗Xf) ◦ F ) = F∗X(F∗Y f)− F∗Y (F∗Xf) = [F∗X,F∗Y ]f . 5

Vektorsko po	e X na mnogostrukostiM zadaje diferencijalnu jednaqinu

dγ

dt
(t) = X(γ(t)), γ(0) = p,

qije je rexe�e kriva kroz p. Podsetimo se slede�e, klasiqne, teoreme iz
teorije diferencijalnih jednaqina.

Teorema 9. Neka je U ⊂ Rn otvoren skup i neka je

X :]−ε, ε[×U → Rn, X(t, x1, . . . , xn) = (f1(t, x1, . . . , xn), . . . , fn(t, x1, . . . , xn))

preslikava�e klase C∞. Tada za svako x ∈ U postoje otvorena okolina V 3 x,
V ⊂ U , i broj δ > 0, takvi da za svako p ∈ V postoji preslikava�e

γp :]− δ, δ[→ U, γp(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
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klase C∞, koje je rexe�e diferencijalne jednaqine

dγp
dt

= X(t, γ(t)), γp(0) = p, (12)

odnosno, napisano u koordinatama, sistema

dxk
dt

(t) = fk(t, x1(t), . . . , xn(t)), xk(0) = pk, 1 ≤ k ≤ n.

Ovo rexe�e je jedinstveno, u smislu da se svako rexe�e koje zadovo	ava (12)
podudara sa γ u nekoj okolini nule. Time je definisano preslikava�e

(t, p) 7→ γp(t)

koje je klase C∞ po obe promen	ive.

Budu�i da je prethodno tvr�e�e lokalnog karaktera, ono mo�e da se re-
formulixe bez koordinata, na jeziku vektorskih po	a na mnogostrukosti.

Teorema 10. Neka je Xt glatka (po t ∈ R) familija glatkih vektorskih
po	a na mnogostrukosti M . Tada za svako p ∈ M postoje otvorena okolina
V 3 p i broj δ > 0, takvi da postoji glatko preslikava�e

φ :]− δ, δ[×V →M, (t, x) 7→ φt(x)

koje zadovo	ava jednaqinu

dφt
dt

(x) = Xt(φt(x)), φ0(x) = x. (13)

Specijalno, ako je X vektorsko po	e (koje ne zavisi od t), a mnogostrukost
M kompaktna5, rexe�e jednaqine (13) je jednoparametarska grupa difeomor-
fizama, tj. familija difeomorfizama φt : M →M koja zadovo	ava

φs+t = φs ◦ φt. (14)

Drugim reqima, u sluqaju autonomnog dinamiqkog sistema (tj. vektorskog
po	a koje ne zavisi od t), jednaqina (13) definixe morfizam aditivne grupe
(R,+) u grupu (Diff (M), ◦) difeomorfizama mnogostrukosti M . Ovo sledi iz
jedinstvenosti rexe�a diferencijalne jednaqine i qi�enice da t 7→ φs+t i
t 7→ φs ◦ φt zadovo	avaju istu diferencijalnu jednaqinu sa istim poqetnim
uslovima.

Neka je U okolina nule u Rn, X : U → Rn glatko vektorsko po	e. Pret-
postavimo da je X0 6= 0 i izaberimo koordinate (x1, . . . , xn) tako da je

X0 = (1, 0, . . . , 0).

Poxto je X glatko, sledi da je X 6= 0 u nekoj okolini nule. Neka je φt(x)
integralna kriva odre�na poqetnim uslovom φ0(x) = x, tj.

d

dt
φt(x) = X(φt(x)), φ0(x) = x. (15)

Preslikava�e

h(x1, . . . , xn) = φx1
(0, x2, . . . , xn)

5Kompaktnost mnogostrukosti M nam omogu�ava da rexe�e diferencijalne jednaqine
produ�imo na celu realnu pravu R; ovo je klasiqan rezultat iz teorije diferencijalnih
jednaqina. Vektorsko po	e qije su integralne krive definisane na celom skupu R naziva
se kompletnim; kompaktnost nosaqa je dovo	an (ne i neophodan) uslov kompletnosti.
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je definisano u nekoj okolini nule. Iz (15) sledi

h∗
∂

∂x1
=

∂h

∂x1
= X(h), h(0, x2, . . . , xn) = (0, x2, . . . , xn).

Poxto je X 6= 0, odatle sledi da je h lokalni difeomorfizam u nekoj okolini
nule. Za �egov inverz ϕ = h−1 va�i ϕ∗X = ∂

∂x1

Time smo dokazali slede�e tvr�e�e (primetimo da je ono lokalnog karak-
tera, pa ga dokazuju ova naxa razmatra�a u Rn):

Teorema 11. (O ispravǉivosti vektorskih poǉa) Neka je X glatko
vektorsko po	e na glatkoj mnogostrukosti M . Tada svaka taqka p ∈ M u
kojoj je Xp 6= 0 ima koordinatnu okolinu (U,ϕ), takvu da je ϕ∗X = ∂

∂x1
.

Objekti dualni vektorskim po	ima nazivaju se kovektorskim po	ima ili
diferencijalnim 1{formama. Preciznije, sliqno tangentnom rasloje�u, i
kotangentno rasloje�e T ∗M ima strukturu glatke mnogostrukosti dimenzije
2 dim M : ako je ϕ lokalna karta na M , a ϕ∗ linearno preslikava�e dualno
izvodu ϕ∗, onda je ϕ × ϕ∗ lokalna karta na T ∗M . Kovektorsko po	e ili
diferencijalna 1{forma na M je glatko preslikava�e η : M → T ∗M koje
zadovo	ava uslovη(p) ∈ T ∗pM za svako p ∈M . Umesto η(p) nekad pixemo i ηp.

Skup svih diferencijalnih 1{formi na M oznaqavamo sa Ω1(M).
Kao xto vektorska po	a u lokalnim koordinatama mogu da se napixu kao

linearne kombinacije vektorskih po	a ∂
∂xj

, tako i svaka diferencijalna 1{

forma u lokalnim koordinatama ima oblik

ηx =

dimM∑
j=1

aj(x)dxj , x = (x1, . . . , xdimM ) ∈ RdimM .

Za α, β ∈ Ω1(M) i p ∈M pomo�u

αp ∧ βp(Xp, Yp) =

∣∣∣∣αp(Xp) αp(Yp)
βp(Xp) βp(Yp)

∣∣∣∣
je definisano antisimetriqno bilinearno preslikava�e

αp ∧ βp : TpM × TpM → R.

Operaciju ∧ nazivamo spo	ax�im (ili klinastim) proizvodom.
Preslikava�e ζ : p 7→ ζp koja svakoj taqki p ∈ M pridru�uje antisimet-

riqno bilinearno preslikava�e ζp : TpM × TpM → R i koje je glatko6 naziva
se diferencijalnom 2{formom. Skup svih diferencijalnih 2{formi na M
oznaqava se sa Ω2(M).

Skup antisimetriqnih bilinearnih preslikava�a (tj. skup antisimet-
riqnih matrica) na vektorskom prostoru dimenzije n je vektorski prostor
dimenzije

(
n
2

)
. Odatle lako sledi da svaka diferencijalna 2{forma ζ u

lokalnim koordinatama ima zapis

ζx =

dimM∑
j,k=1

aj,k(x)dxj ∧ dxk.

6U smislu da je za svaka dva glatka vektorska po	a X,Y preslikava�e M 3 p 7→
ζp(Xp, Yp) ∈ R glatko.
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U koriste�i relacije

dxj ∧ dxk = −dxk ∧ dxj (16)

koje slede iz antisimetriqnosti determinante po kolonama, prethodni izraz
mo�emo da zapixemo u obliku

ζx =
∑

1≤j<k≤dimM

bj,k(x)dxj ∧ dxk (17)

za neke funkcije cj,k.
Sliqno se definixe klinasti proizvod k diferencijalnih 1{formi i

dobija antisimetriqno k{linearno preslikava�e. Na primer,

αp ∧ βp ∧ γp(Xp, Yp, Zp) =

∣∣∣∣∣∣
αp(Xp) αp(Yp) αp(Zp)
βp(Xp) βp(Yp) βp(Zp)
γp(Xp) γp(Yp) γp(Zp)

∣∣∣∣∣∣
za 1{forme α, β, γ je antisimetriqno 3{linearno preslikava�e. Tako dobijamo
definiciju diferencijalnih k{formi.

Definicija 9. Diferencijalne k{forme (ili, kra�e, k{forme) na M su
glatka (u smislu prethodne fusnote) preslikava�a koja svakoj taqki p ∈ M
pridru�uju antisimetriqno k{linearno preslikava�e na TpM . Skup svih
k{formi na M oznaqava se sa ωk(M). Za k = 0 je, po definiciji Ω0(M) =
C∞(M) a za k < 0 Ωk(M) = {0}. ♦

Primetimo da je Ωk(M) = {0} za k > dimM , zbog antisimetriqnosti. Di-
menzija prostora antisimetriqnih k{linearnih preslikava�a na vektorskom
prostoru dimenzije n je

(
n
k

)
. Dakle Ωk(M) je modul nad prstenom C∞(M) ranga(

n
k

)
. Sliqno kao u (17), dobijamo izraz za lokalni zapis k{forme ξ

ξx =
∑

1≤j1<...<jkk≤dimM

bj1,...,jk(x)dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk , (18)

gde su bj1,...,jk glatke funkcije. Koriste�i ovaj izraz mo�emo da proxirimo
mno�e�e ∧ na bilinearno nad C∞(M) preslikava�e

∧ : Ωj(M)× Ωk(M)→ Ωj+k(M).

Preslikava�e F : M → N indukuje preslikava�e (izvod)

F∗ : TM → TN,

a time i preslikava�e

F ∗ : Ωk(N)→ Ωk(M), F ∗η(X1, . . . , Xk) := η(F∗(X
1, . . . , Xk).

Lako se proverava da va�i

F ∗(α ∧ β) = F ∗α ∧ F ∗β.

Neka je G : L → M jox jedno glatko preslikava�e. Iz pravila za izvod
slo�ene funkcije (F ◦G)∗ = F∗ ◦G∗ sledi

(F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗ : Ωk(N)→ Ωk(L). (19)

Ako su (x1, . . . , xm) lokalne koordinate na M , a (y1, . . . , yn) na N i F =
(f1, . . . , fn), ili, preciznije,

F (x1, . . . , xm) = (f1(x1, . . . , xm), . . . fn(x1, . . . , xm))
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zapis preslikava�a F u tim lokalnim koordinatama , onda je

F ∗dyj = dfj =
∂fj
∂x1

dx1 + . . .+
∂fj
∂xm

dxm.

Odatle sledi

F ∗(a(y) dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk) = a(F (x)) dfj1 ∧ . . . ∧ dfjk .

Zadatak 7. (a) Neka je

F : R2 → R2, F (s, t) = (st, 1).

Izraqunati F ∗(xy2 dx+ x2 dy) i F ∗(x dx ∧ dy).
(b) Neka je

F : R2 → R, F (s, t) = s2 + t3.

Izraqunati F ∗(x dx).
(v) Neka je

F : R2 → R3, F (r, θ) = (r cos θ, r sin θ, r2θ)

i

η = y2 dx+xy dy+ dz, ζ = z3 dx∧dy+xy dy∧dx+dz∧dx, µ = xz dx∧dy∧dz.
Izraqunati F ∗η, F ∗ζ i F ∗µ. X

Iz linearne algebre znamo da je svaka antisimetriqna n{linearna forma
na vektorskom prostoru dimenzije n proporcionalna determinanti. Sliuqno,
ako je V otvoren podskup u Rn, svaka n{forma µ ∈ Ωn(V ) je oblika

µ = f dx1 ∧ · · · ∧ dxn za neku funkciju f ∈ C∞(V ).

Odatle lako sledi da za otvoren podskup V ⊂ Rn i preslikava�e F : V → Rn
va�i

F ∗dx1 ∧ · · · ∧ dxn = det[F∗]dx1 ∧ · · · ∧ dxn,
gde je [F∗] matrica izvoda preslikava�a F . Imaju�i ovo u vidu, teorema o
smeni promen	ive u integralu mo�e da se napixe u obliku∫

F (D)

µ =

∫
D

F ∗µ, (20)

gde je F : V → F (V ) difeomorfizam, D ⊂ V ograniqen i otvoren skup i
µ ∈ Ωn(V ) diferencijalna n{forma.

Znamo da linearno preslikava�e L : X → X quva orijentaciju vektorskog
prostora X ako je determinanta �egove matrice u nekoj (a time i svakoj) bazi
pozitivna. Ako je V otvoren podskup u Rn, ka�emo da difeomorfizam F :
V → F (V ) quva orijentaciju, ako je �egov Jakobijan u svakoj taqki pozitivan.

Ako je M mnogostrukost dimenzije n, a ϕ1, ϕ2 dve lokalne karte oko taqke
p ∈M , va�i

(ϕ1 ◦ ϕ−1
2 )∗dx1 ∧ · · · ∧ dxn = det[(ϕ1 ◦ ϕ−1

2 )∗]dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

gde je izraz na desnoj strani Jakobijan preslikava�a ϕ1 ◦ϕ−1
2 definisanog na

otvorenom podskupu u Rn. Odatle sledi da mnogostrukost M dopuxta atlas u
kome sve smene karata quvaju orijentaciju ako i samo ako na �oj postoji forma
µ ∈ Ωdim M (M) koja nigde nije jednaka nuli. Ovo svojstvo izdvajamo slede�om
definicijom.
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Definicija 10. Mnogostrukost M dimenzije n je orijentabilna ako na
�oj postoji diferencijalna forma µ ∈ Ωn(M) koja je u svakoj taqki razliqita
od nule. ♦

Poxto je Ωn(M) modul ranga
(
n
n

)
= 1, za svake dve n{forme µ1 i µ2 iz

prethodne definicije va�i µ1 = f µ2 za neku funkciju f ∈ C∞(M) koja
nije nigde jednaka nuli. Ako je M povezana, svaka taka funkcija je ili poz-
itivna ili negativna. To definixe dve klase ekvivalencije n{formi na
orijentabilnoj mnogostrukosti M , svaka od �ih definixe jednu od dve ori-
jentacije.

Definicija 11. Ka�emo da je M orijentisana ako je zadata jedna od
dve mogu�e orijentacije (ekvivalentno: ako je na �oj zadata n{forma µ koja
nigde nije jednaka nuli). Ka�emo da je baza X1, . . . , Xn ∈ TpM saglasna sa
orijentacijom ako je µ(X1, . . . , Xn) > 0. Ovakvu formu nazivamo formom
orijentacije ili formom zapremine na M . ♦

Pomo�u integrala u euklidskom prostoru, razbija�a jedinice i formule
smene promen	ive (20) mo�e, uz malo truda, da se definixe integral n{forme
na kompaktnoj orijentisanoj mnogostrukosti dimenzije n. Sliqno, mo�e da
se definixe integral diferencijalne n{forme sa kompaktnim nosaqem na
proizvo	noj orijentisanoj mnogostrukosti dimenzije n. Formula (20) va�i
i u sluqaju kad je D mnogostrukost. Deta	i mogu da se vide npr. u [51].

Po definiciji je Ω0(M) = C∞(M). Diferencijal glatke funkcije f :
M → R je linearno preslikava�e df(p) : TpM → R. Drugim reqima, df ∈
Ω1(M), pa diferencijal funkcije definixe linearno preslikava�e

d : Ω0(M)→ Ω1(M).

Slede�om definicijom uvodimo diferencijal k{formi.

Definicija 12. Diferencijal je linearno preslikava�e

d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

koje zadovo	ava uopxteno Lajbnicovo pravilo:

d(fη) = df ∧ η + fdη.

♦

Prethodnom definicijom je zapravo definisan niz diferencijala

{0} −→ Ω0(M)
d0−→ Ω1(M)

d1−→ Ω2(M)
d2−→ · · · dn−1−→ Ωdim M (M) −→ {0}. (21)

Kad �elimo da naglasimo domen nekog od �ih, koristimo oznaku

dk : Ωk(M)→ Ωk+1(M),

ali najqex�e izostav	amo indeks k i umesto dk pixemo samo d.

Zadatak 8. (a) Vektorskom po	u F = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k u
R3 mo�emo da pridru�imo

- 1{formu σ1 = P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz;
- 2{formu σ2 = P (x, y, z) dy ∧ dz +Q(x, y, z) dz ∧ dx+R(x, y, z) dx ∧ dy,
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a funkciji f ∈ C∞(R3) formu σ3 = f(x, y, z) dx ∧ dy ∧ dz. Dokazati da su
ovime definisani izomorfizmi

Ω1(M) ∼= C∞(R3,R3), Ω2(M) ∼= C∞(R3,R3), Ω1(M) ∼= C∞(R3,R) = Ω0(R3).

(b) Nabla operator ∇ = ∂
∂x i + ∂

∂y j + ∂
∂zk dejstvuje

- kao gradijent

∇ : C∞(R3,R)→ C∞(R3,R3), f 7→ ∇ f ;

- kao rotor

∇ : C∞(R3,R3)→ C∞(R3,R3), F 7→ ∇ × F ;

- kao divergencija

∇ : C∞(R3,R3)→ C∞(R3,R), F 7→ ∇ · F.
Dokazati da dijagram

Ω0(R3)
d−→ Ω1(R3)

d−→ Ω2(R3)
d−→ Ω3(R3)

↑ ↑ ↑ ↑
C∞(R3,R)

∇−→ C∞(R3,R3)
∇−→ C∞(R3,R3)

∇−→ C∞(R3,R),

gde su vertikalne strelice izomorfizmi iz (a), komutira. X

Iz qi�enicu da drugi parcijalni izvodi glatkih funkcija komutiraju i
relacije (16), diferenciraju�i (18) dva puta rexavamo slede�i zadatak.

Zadatak 9. Dokazati da je dk ◦ dk−1 = 0. Ovaj identitet zapisujemo i kao
d2 = 0 i nazivamo osnovnim identitetom homoloxke algebre. X

Iz teoreme o izvodu slo�ene funkcije sledi tvr�e�e koje formulixemo
kao zadatak:

Zadatak 10. Dokazati da je d ◦ F ∗ = F ∗ ◦ d. Preciznije dokazati da za
glatko preslikava�e F : M → N i formu η ∈ Ωk(N) va�i dF ∗η = F ∗dη. X

Napomena 2. Sada mo�emo da vidimo da analogija Teoreme 11 (o is-
prav	ivosti vektorskih po	a) ne va�i za kovektorska po	a, tj. za 1{forme.
Kada bi forma η sa svojstvom ηp 6= 0 bila isprav	iva, tj. kada bi postojala
lokalna karta ϕ takva da je η = ϕ∗dx1, iz prethodna dva zadatka sledilo bi

dη = 0, (22)

xto ne va�i za svaku 1{formu razliqitu od nule. �

Napomena 3. (de Ramova kohomologija) Poxto diferencira�e funk-
cije zavisi samo od lokalnog ponaxa�a funkcije, iz (18) sledi da i difer-
encijal forme zavisi samo od lokalnog ponaxa�a forme. Na primer, uslov
dη = 0 je lokalno svojstvo forme η. Forme za koje je dη = 0 nazivaju se
zatvorenim formama. Me�utim, postoja�e forme σ za koju je η = dσ je glob-
alno svojstvo. Forme ovog oblika nazivaju se taqnim formama.

Iz Zadatka 9 sledi da je svaka taqna forma zatvorena. Obrnuto ne va�i.
Npr. neka je θ polarna koordinata (definisana do na aditivnu konstantu
2kπ) u C \ {0}. Forma dθ ∈ Ω1(C \ {0}) je zatvorena: jednakost d(dθ) = 0
sledi iz Zadatka 9, jer je θ lokalno dobro definisana funkcija. Me�utim, θ
nije globalno definisana funkcija. Xtavixe, uopxte ne postoji funkcija
f : C \ {0} → R qiji je diferencijal df forma dθ. Iz �utn{Lajbnicove
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formule sledi da bi krivolijski integral diferencijala takve funkcije po
krivoj S1 bio ∮

S1
df = f(eit)

∣∣2π
t=0

= 0.

Poxto je ∮
S1
dθ = 2π 6= 0,

forma dθ nije taqna.
Oznaqimo sa Zk(M) skup svih zatvorenih k{formi, a sa Bk(M) skup taq-

nih k{formi. Poxto je diferencijal linearan, ovi skupovi su vektorski
prostori. Iz Zadatka 9 sledi da je Bk(M) potprostor prostora Zk(M).
Koliqniqki prostor

Hk
dR(M) := Zk(M)/Bk(M)

naziva se k{tom de Ramovom kohomologijom mnogostrukosti M . Sliku zatvo-
rene forme η pri prirodnoj projekciji

Zk(M)→ Hk
dR(M) = Zk(M)/Bk(M)

nazivamo �enom kohomoloxkom klasom i nekad oznaqavamo sa [η], a nekad, kad
nema opasnosti od zabune, isto kao i formu, samo sa η.

De Ramove kohomoloxke grupe nekad oznaqavamo i samo sa Hk(M), ispux-
taju�i indeks dR.

Iz Zadatka 10 sledi da preslikava�e F ∗ : Ωk(N) → Ωk(M) (indukovano
preslikava�em F : M → N) definixe preslikava�e, koje oznaqavamo istim
simbolom,

F ∗ : Hk
dR(N)→ Hk

dR(M).

Ako je F difeomorfizam, iz (19) sledi da je F ∗ izomorfizam (sa inver-
zom (F ∗)−1 = (F−1)∗). Dakle, de Ramove kohomologije difeomorfnih mno-
gostrukosti su izomorfne. Va�i i vixe od toga: de Ramova kohomologija je
homotopska invarijanta { ako su mnogostrukosti M i N homotopski ekviva-
lentne, �ihove de Ramove kohomologije su izomorfne.

Ako je mnogostrukost M povezana, �ena nulta de Ramova kohomologija
je H0(M) = R. Zaista, zatvorene nula forme su lokalno konstantne (a na
povezanoj mnogostrukosti konstantne) funkcije, pa je Z0(M) = R a iz (21)
trivijalno sledi B0(M) = 0.

U opxtem sluqaju, nulta de Ramova kohomologija je vektorski prostor
qija je dimenzija jednaka broju komponenti povezanosti M . Vixe de Ramove
kohomologije otkrivaju nam finije homotopske invarijante.

Na primer, poxto smo videli da je dθ ∈ Z1(C\{0}) i dθ /∈ B1(C\{0}), sledi
da dθ definixe netrivijalan element prve de Ramove kohomologije ravni bez
taqke, pa je H1

dR(C\{0}) 6= 0. Lako mo�e da se vidi da je H1
dR(C\{0}) = R: do-

vo	no je pokazati da je svaka zatvorena forma η ∈ Ω1(C\{0}) proporcionalna
formi dθ do na element iz B1(C \ {0}), tj. do na diferencijal funkcije.
Da bismo to pokazali, primetimo da je za zatvorenu formu η ∈ Ω1(C \ {0})
krivolinijskim integralom

f(z) :=

∫ z

1

c−1η − dθ, gde je c = (2π)−1

∮
S1
η
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dobro (tj. nezavisno od puta koji spaja taqke 1 i z) definisana funkcija.
Ovo lako sledi iz Grinove formule. Iz �utn{Lajbnicove formule sledi da
je diferencijal funkcije f jednak podintegralnoj 1{formi, pa je

η = cdθ + d(cf), odnosno [η] = c[dθ],

gde je sa [·] oznaqena kohomoloxka klasa forme.
Analiziraju�i ovaj dokaz, lako vidimo da je razlog netrivijalnosti prve

de Ramove kohomologije mnogostrukosti C \ {0} to xto je iz ravni izbaqena
taqka i da je H1(C) = {0}. Xtavixe, va�i H1(M) = {0} za svaku prosto
povezanu mnogostrukost M .

Na kraju, poxto je mnogostrukost C \ {0} homotopski ekvivalentna mno-
gostrukosti S1, a ve� je Ω2(S1) = {0} zbog dimenzije, sledi da je Hk(C \ {0}) =
Hk(S1) = {0} za k > 1. Time smo pokazali da je

Hk(S1) = Hk(C \ {0}) =

{
R za k ∈ {0, 1}
0 za k > 1.

(23)

De Ramova kohomologija se lepo sla�e sa unijom. Naime, ako jeM = U ∪V
za otvorene podskupove U, V ⊂M , postoji taqan niz

· · · → Hk−1(U∩V )→ Hk(M)→ Hk(U)⊕Hk(V )→ Hk(U∩V )→ Hk+1(M)→ · · ·
(dokaz mo�e da se vidi u [18]). Ovaj niz se naziva Majer{Vijetorisovim
nizom. �

Zadatak 11. Koriste�i Majer{Vijetorisov niz, (23) i indukciju po n
izraqunati de Ramove kohomologije sfere Sn. X

Zadatak 12. Dokazati da spo	ax�e mno�e�e

∧ : Ωj(M)× Ωk(M)→ Ωj+k(M)

indukuje preslikava�e

∧ : Hj
dR(M)×Hk

dR(M)→ Hj+k
dR (M)

na de Ramovim kohomologijama i da je

(H∗dR,+, ·,∧), gde je H∗dR(M) =

dim M⊕
k=0

Hk
dR(M)

asocijativna algebra nad po	em R. X

Zadatak 13. Neka je θ = P (x, y)dx+Q(x, y)dy ∈ Ω1(R×R). Dokazati da je

dθ =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

i izvesti odatle zapis Grinove formule∫
∂D

θ =

∫∫
D

dθ

na jeziku diferencijalnih formi. X

Uopxte�e prethodnog zadatka je Stoksova teorema. Ako jeM orijentisana
mnogostrukost dimenzije n, na �oj je definisan integral n{formi. Ako je uz
toM mnogostrukost sa granicom ∂M , onda je i ∂M orijentisana tako da va�i
slede�a teorema.
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Teorema 12. (Stoksova) Ako je M kompaktna orijentisana mnogostru-
kost dimenzije n sa granicom ∂M i η ∈ Ωn−1(M), onda je∫

∂M

η =

∫
M

dη.

Posledica 6. Ako je M kompaktna orijentabilna mnogostrukost di-
menzije n bez granice, onda je Hn

dR(M) 6= 0.

4 Poxto je M orijentabilna, postoji forma µ ∈ Ωn(M) koja je strogo pozi-
tivna na svakoj bazi tangentnog prostora saglasnoj sa orijentacijom, odakle
sledi ∫

M

µ > 0.

Zbog dimenzije je dµ = 0, pa ova forma definixe de Ramovu kohomoloxku
klasu. Ta klasa je netrivijalna, jer kada bi bilo µ = dη, iz Stoksove teoreme
bi sledilo ∫

M

µ =

∫
∂M=∅

η = 0,

xto je kontradikcija. 5

Napomena 4. Vide�emo (u Primeru36 na str. 46) da va�i preciznije
tvr�e�e: ako je M kao u Posledici 6, onda je Hn

dR(M) ∼= R. �

Primer 8. Iz Posledice 4 na str. 9 sledi da ne postoji glatka retrak-
cija h : Bn → Sn−1. Ovo tvr�e�e mo�e da se izvede i pomo�u de Ramove koho-
mologije na slede�i naqin. Poxto je lopta kontraktibilna, �ena de Ramova
kohomologija je trivijalna, a iz Posledice 6 vidimo da je de Ramova koho-
mologija sfere netrivijalna. Pretpostavimo da postoji retrakcija h. Neka
je

j : Sn−1 → Bn, j(x) = x.

Tada je h ◦ j = idSn−1 , pa je

j∗ ◦ h∗ = (h ◦ j)∗ = id : Hn−1
dR (Sn−1)→ Hn−1

dR (Sn−1)

identiqko preslikava�e R → R. Me�utim, to je kontradikcija, jer se kom-
pozicija j∗ ◦ h∗ faktorixe kroz

Hn−1
dR (Sn−1)→ Hn−1

dR (Bn) = {0} → Hn−1
dR (Sn−1),

pa ne mo�e da bude identiqko preslikava�e. ]

1.2. Frobenijusova teorema i posledice. Posmatrajmo sada sistem
parcijalnih jednaqina

∂z

∂x
= a(x, y, z),

∂z

∂y
= b(x, y, z), z(x0, y0) = z0, (24)

gde su a i b glatke funkcije. Jasno je da ne mo�emo da oqekujemo da ovaj sistem
uvek ima rexe�a, qak ni lokalno.

Primer 9. Neka je a(x, y, z) = y, b(x, y, z) = −x. Tada bi rexe�e sis-
tema (24) zadovo	avalo

∂2z

∂y∂x
= 1,

∂2z

∂x∂y
= −1,
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xto je nemogu�e jer, poxto se radi o glatkim funkcijama, drugi parcijalni
izvodi komutiraju. ]

Geometrijski gledano, rexe�e z = z(x, y) sistema (24) je jednaqina povrxi
Σ ⊂ R3 koja sadr�i taqku (x0, y0, z0), takve da je vektorsko po	e

N = grad(z(x, y)− z) =
∂z

∂x

∂

∂x
+
∂z

∂y

∂

∂y
− ∂

∂z

normalno na Σ. Drugim reqima,

A =
∂

∂x
+ a(x, y, z)

∂

∂z
, B =

∂

∂y
+ b(x, y, z)

∂

∂z
(25)

je baza tangentnog prostora T(x,y,z)Σ u svakoj taqki (x, y, z) ∈ Σ. Ako izraqu-
namo komutator ova dva vektorska po	a, dobijamo

[A,B] =

(
∂2z

∂x∂y
− ∂2z

∂y∂x

)
∂

∂z
,

pa je [A,B] = 0 neophodan uslov za postoja�e rexe�a jednaqine (24).
Da bismo ova razmatra�a oslobodili koordinata, uvedimo slede�u defi-

niciju.

Definicija 13. Distribucija ∆ dimenzije k na mnogostrukosti M je
familija k{dimenzionih potprostora

∆p ⊂ TpM,

koja je glatka po p, u smislu da svaka taqka mnogostrukosti M ima okolinu
U , u kojoj je ∆ linearni omotaq k glatkih vektorskih po	a; drugim reqima,
postoje glatka vektorska po	a

X1, . . . , Xk : U → TM,

takva da je X1
p , . . . , X

k
p baza prostora ∆p za svako p ∈ U .

Distribucija ∆ ⊂ TM je involutivna ako va�i implikacija

X,Y ∈ ∆ ⇒ [X,Y ] ∈ ∆

Distribucija ∆ je integrabilna ako za svaku taqku p ∈M postoji lokalna
karta (U,ϕ), takva da je

ϕ−1
∗

∂

∂x1
, . . . , ϕ−1

∗
∂

∂xk
baza distrubucije ∆ na U . ♦

Uslov integrabilnosti znaqi da je distribucija ∆ tangentno rasloje�e
podmnogostrukosti u U , zadate u lokalnim koordinatama sa

ϕk+1(x) = ck+1, . . . , ϕn(x) = cn. (26)

Specijalno, za k = 1 integrabilnost oznaqava lokalnu isprav	ivost vek-
torskih po	a. Pita�e (lokalne) rexivosti sistema (24) sada mo�emo da
formulixemo kao pita�e integrabilnosti zadate distribucije. Primetimo
da distribuciju zadatu vektorima (25) mo�emo da predstavimo kao jezgro 1{
forme

θ = dz − a(x, y, z) dx− b(x, y, z) dy
i da rexava�e jednaqine (24) preformulixemo kao tra�e�e povrxi Σ, takve
da je θ

∣∣
TΣ

= 0 (tome odgovara metod rexava�a parcijalnih jednaqina pomo�u
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totalnih diferencijala). U opxtem sluqaju, distribucija dimenzije k na
mnogostrukosti M dimenzije n se zadaje kao jezgro n−k 1{formi θ1, . . . , θn−k,
a pita�e �ene integrabilnosti je ekvivalentno pita�u postoja�a podmno-
gostrukosti  : S ↪→M , takve da je ∗θi = 0 za sve i ∈ {1, . . . , n− k}.

Neka je I∆ ideal diferencijalnih formi koje su jednake nuli na ∆; pre-
ciznije, neka je

∆⊥ := {α ∈ Ω1(M) | α(∆) = {0}} i I∆ := {β ∧ α | β ∈ Ω∗(M), α ∈ ∆⊥}.
Integrabilnost distribucije ∆, odnosno postoja�e koordinata (26), ekviva-
lentno je postoja�u lokalnih koordinata (t1, . . . , tn) u kojima je ideal I∆ ge-
nerisan formama dtk+1, . . . , dtn.

Teorema 13. (Frobenijusova) Za distribuciju ∆ ⊂ TM slede�i uslovi
su ekvivalentni:

(1) ∆ je integrabilna;
(2) ∆ je involutivna;
(3) dI∆ ⊂ I∆.

4 Da�emo skicu dokaza ove teoreme. Ekvivalencija integrabilnosti i invo-
lutivnosti sledi indukcijom po dimenziji k distribucije ∆. Za k = 1 uslov
involutivnosti je ispu�en { ako su X, Y dva vektorska po	a jednodimenzione
distribucije ∆, onda je Y = fX za neku glatku funkciju f , pa je

[X, fX] = X(f)X ∈ ∆.

Uslov integrabilnosti jednodimenzione distribucije je ispu�en na osnovu
Teoreme 10. Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za distribucije dimenzije k − 1
i neka je ∆ involutivna distribucija dimenzije k, zadata vektorskim po	ima
X1, . . . , Xk. Poxto je tvr�e�e lokalnog karaktera, mo�emo da radimo kao da
je M = Rn. Iz Teoreme 11 o isprav	ivosti vektorskih po	a sledi da postoje
lokalne koordinate (x1, . . . , xn) u kojima je Xk = ∂

∂xk
. Posmatrajmo vektorska

po	a

Yj := Xj −Xj(xk)Xk za 1 ≤ j < k i Yk = Xk.

Vektorska po	a Y1, . . . , Yk−1 definixu involutivnu distribuciju. Zaista,
neka je i < k, j < k. Iz involutivnosti distribucije ∆ sledi da je

[Yi, Yj ] = f(x)Yk +

k−1∑
m=1

cmYm. (27)

Poxto je Yj(xk) = 0 za j < k i Yk(xk) = 1, primenom obe strane jednakosti (27)
na koordinatnu funkciju x 7→ xk dobijamo f = 0, xto znaqi da {Y1, . . . , Yk−1}
definixe involutivnu distribuciju. Po induktivnoj hipotezi, ona je inte-
grabilna, pa postoji koordinatni sistem (y1, . . . , yn) u kome je distribucija ∆
data vektorskim po	ima

∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yk−1
,
∂

∂xk
,

gde je ∂
∂xk

vektorsko po	e, prethodno oznaqavano sa Xk i Yk, koje u novim
koordinatama ima zapis

∂

∂xk
=

m∑
m=1

am
∂

∂ym
. (28)
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Sliqno kao i maloqas, izraqunava�em vrednosti izraza[
∂

∂yj
,
∂

∂xk

]
= f(x)

∂

∂xk
+

k−1∑
i=1

ci
∂

∂yi
(29)

na koordinatnoj funkciji x 7→ xk dobijamo f ≡ 0. Iz (28) i (29) (sa f = 0),
dobijamo

n∑
m=1

∂am
∂yj

∂

∂ym
=

k−1∑
i=1

ci
∂

∂yi
,

odakle sledi da je ∂am
∂yj

= 0 za m ≥ k, tj. da funkcije ak, ak+1, . . . , am zavise

samo od (yk, yk+1, . . . , yn). Korigova�em posled�eg qlana, dobijamo novi sistem
vektorskih po	a

∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yk−1
, Zk =

∂

∂xk
−

k−1∑
m=1

cm
∂

∂ym
,

koji tako�e generixe distribuciju ∆, pri qemu vektorsko po	e Zk ne zavisi
od (y1, . . . , yk−1), pa mo�emo na �ega da primenimo Teoremu o isprav	ivosti
vektorskih po	a u Rn−k i preslikamo ga u koordinatni vektor (tj. konstantno
vektorsko po	e).

Ekvivalencija izme�u involutivnosti, tj. zatvorenosti distribucije u
odnosu na Lijeve zagrade, i zatvorenosti odgovaraju�eg ideala u odnosu na
spo	ax�i izvod je posledica slede�eg tvr�e�a, koje izdvajamo kao posebnu
lemu. 5

Lema 1. Neka su X,Y ∈ X (M) vektorska po	a i θ ∈ Ω1(M) diferenci-
jalna 1{forma. Tada je

dθ(X,Y ) = Xθ(Y )− Y θ(X)− θ([X,Y ]).

4 Poxto je tvr�e�e lokalnog karaktera, i linearno po θ, dovo	no je da ga
doka�emo za formu θ = f dg, gde su f i g glatke funkcije. Tada je dθ = df ∧dg,
pa je

dθ(X,Y ) = df(X)dg(Y )− dg(X)df(Y ) = X(f)Y (g)−X(g)Y (f).

Sa druge strane,

Xθ(Y ) = X(fdg(Y )) = X(fY (g)) = X(f)Y (g) + fX(Y g).

Sliqno, Y θ(X) = X(g)Y (f) + fY (Xg). Na kraju,

θ([X,Y ]) = fdg([X,Y ]) = f [X,Y ](g) = f(X(Y g)− Y (Xg)),

odakle sledi dokaz leme. 5

Lema 1 ima slede�e uopxte�e.

Lema 2. Neka je η ∈ Ωk(M) k{forma na mnogostrukosti M . Tada je

dη(X1, . . . , Xk+1) =
∑k+1
i=1 (−1)i−1Xiη(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)+

+
∑

1≤i<j≤k+1(−1)i+jη([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1),

gde simbol ·̂ (,,uzimalica") oznaqava da je taj qlan izostav	en.
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Napomena 5. Frobenijusova teorema mo�e da se shvati kao geometriza-
cija metoda Pfafovih sistema ili Pfafovih jednaqina iz teorije difer-
encijalnih jednaqina. Ideja ovog metoda se sastoji u slede�em. Neka je data
parcijalna jednaqina, npr.

F

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y
,
∂2z

∂x2
,
∂2z

∂x∂y
,
∂2z

∂y2

)
= 0. (30)

Ako uvedemo smene

p =
∂z

∂x
, q =

∂z

∂y
, r =

∂2z

∂x2
, s =

∂2z

∂x∂y
, t =

∂2z

∂y2
,

rexava�e jednaqine (30) se svodi na rexava�e sistema

dz − p dx− q dy = 0, dp− r dx− s dy = 0, dq − s dx− t dy = 0 (31)

na podmnogostrukosti7 Σ ⊂ R8 koja je definisana jednaqinom

F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0. (32)

Mnogostrukost (32) je hiperpovrx u R8, pa je �ena dimenzija 7. Sistem (31),
koji se naziva Pfafovim sistemom, definixe distribuciju kodimenzije 3 na
Σ, dakle dimenzije 4. Ukoliko je ova distribucija integrabilna, ona defin-
ixe podmnogostrukost dimenzije 4. Zadava�em razliqitih graniqnih uslova
(tipa z(x, 0) = f(x), ∂z∂x (x, 0) = g(x) i sl), da	e sma�ujemo dimenziju, tj. izd-
vajamo povrxi z = z(x, y) koje su rexe�a sistema (30) sa datim graniqnim
uslovima.

Naravno, ovaj metod se uopxtava i na sluqaj kada je umesto jedne jedna-
qine (30) zadat sistem od k parcijalnih jednaqina; tada je Σ, umesto hiper-
povrxi zadate jednom jednaqinom (32), podmnogostrukost kodimenzije k. Na-
pomenimo jox i da se ovde radi o lokalnim rexe�ima, jer je Frobenijusova
teorema lokalnog karaktera.

Sa ovakvim pita�ima susreli smo se ve� na prvim kursevima Analize.
Pita�e potencijalnosti vektorskog po	a

F(x, y, z) = P (x, y, z)i +Q(x, y, z)j +R(x, y, z)k

na otvorenom posdkupu U u R3, tj. pita�e egzistencije funkcije V : U → R
takve da je F = gradV , je, bar lokalno, pita�e egzistencije rexe�a parcijal-
nih jednaqina

∂V

∂x
= P,

∂V

∂y
= Q,

∂V

∂z
= R. (33)

Ono se mo�e posmatrati i dualno, kao pita�e egzistencije funkcije V takve
da je

dV = P dx+Qdy +Rdz,

xto je Pfafova jednaqina sistema (33). Kao i u Frobenijusovoj teoremi,
neophodan uslov integrabilnosti mo�emo da napixemo u dva ekvivalentna
oblika, na jeziku vektorskih po	a i na jeziku diferencijalnih formi:

∇× F = 0 ⇐⇒ dσ = 0,

gde je σ = P dx + Qdy + Rdz (videti Zadatak 8). Kao i u Frobenijusovoj
teoremi, ovaj neophodan uslov integrabilnosti je lokalno i dovo	an.

7Ako pretpostavimo da je 0 regularna vrednost preslikava�a F , iz Teoreme 2 sledi da
je F−1(0) mnogostrukost.
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Sliqno, vektorsko po	e B u U ⊂ R3 je solenoidno ako postoji vektorsko
po	e A (tzv. vektorski potencijal po	a A) takvo da je

B = ∇×A.

Poxto je ∇·(∇×A) = 0, sledi da je uslov ∇·B = 0 neophodan za solenoidnost.
I ovaj uslov mo�e (kao i u Zadatku 8) da se napixe na jeziku diferencijalnih
formi: ako je

B = b1(x, y, z)i + b2(x, y, z)j + b3(x, y, z)k,

posmatrajmo 2{formu

β := b3 dx ∧ dy + b1 dy ∧ dz + b2 dz ∧ dx.

Lako je videti da je

∇ ·B = 0 ⇐⇒ dβ = 0.

Ovo je neophodan uslov solenoidnosti. Opet, ovaj uslov je lokalno dovo	an.
Globalno, za integrabilnost postoje opstrukcije, koje su topoloxke ili

geometrijske prirode. Na primer de Ramova kohomologija

Hk
dR(M) = ker dk/im dk−1, gde je dj : Ωj(M)→ Ωj+1(M) diferencijal,

je homotopska invarijanta mnogostrukosti M . Tako je neophodan uslov poten-
cijalnosti ujedno i dovo	an u oblasti U u kojoj je H1

dR(U) = 0, a neophodan
uslov solenoidnosti je i dovo	an u oblasti U u kojoj je H2

dR(U) = 0 (videti
Napomenu 3). �

Zadatak 14. Dati primer vektorskog po	a koje je lokalno, ali ne i glob-
alno, solenoidno. X

Specijalan sluqaj Frobenijusove teoreme odnosi se na sluqaj kad je dis-
tribucija zadata jednom formom α ∈ Ω1(M). Tada je ∆ = kerα, a ideal I∆ je
generisan formama α i dα. Poxto je α 1{forma, �en kvadrat je α∧α = 0, pa
je ideal I∆ linearni omotaq formi oblika

α ∧ (dα)∧k := α ∧ dα ∧ . . . ∧ dα︸ ︷︷ ︸
k

.

Neka je r := max{k | (dα)∧k 6= 0}; drugim reqima r je broj definisan sa

(dα)∧r 6= 0 (dα)∧r+1 = 0.

Broj r naziva se rangom 2{forme dα.

Teorema 14. (Pfaf i Darbu) Neka je dim M = m i neka je α ∈ Ω1(M)
diferencijalna 1{forma, takva da forma dα ∈ Ω2(M) ima konstantan rang
r na nekom otvorenom podskupu V ⊂M .

(a) Ako je α ∧ (dα)∧r = 0 svuda na V , onda postoji koordinatna karta
U ⊂ V sa koordinatama (x1, . . . , xm−r, y1, . . . , yr) u kojima je

α = x1 dy1 + . . .+ xr dyr.

(b) Ako je α ∧ (dα)∧r 6= 0 svuda na V , onda postoji koordinatna karta
U ⊂ V sa koordinatama (x1, . . . , xm−r, y1, . . . , yr) u kojima je

α = x1 dy1 + . . .+ xr dyr + dxr+1.
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Napomena 6. Izdvajamo posebno dva slede�a sluqaja maksimalnog ranga.
Ako je M mnogostrukost neparne dimenzije m = 2n + 1, forma α ∈ Ω1(M) se
naziva kontaktnom formom ako je

α ∧ (dα)∧n 6= 0.

Iz Teoreme 14 sledi da svaka kontaktna forma ima lokalni zapis

α = dz + x1 dy1 + . . .+ xn dyn.

Ako je M mnogostrukost parne dimenzije m = 2n, simplektiqka forma na M
je 2{forma ω ∈ Ω2(M) koja je zatvorena (dω = 0) i

ω∧n 6= 0.

Poxto je svaka zatvorena forma lokalno taqna8, za svaku kartu U postoji
1{forma α ∈ Ω1(U), takva da je ω

∣∣
U

= dα). Poxto je

(dα)∧n = ω∧n 6= 0 i α ∧ (dα)∧n = 0

(druga jednakost va�i zbog α∧ (dα)∧n ∈ Ω2n+1(M) = {0}) iz Teoreme 14 sledi
da α ima lokalni zapis α = x1 dy1+. . .+xn dyn, odnosno da svaka simplektiqka
forma ima lokalni zapis

ω = dx1 ∧ dy1 + . . .+ dxn ∧ dyn.
Izuqava�e ovih formi �emo da nastavimo u Glavi 2, gde �emo i da doka�emo
specijalni sluqaj Teoreme 14 za �ih. Dokaz Teoreme 14 u navedenom, opxtijem,
obliku mo�e da se vidi u [19]. �

Zadatak 15. U Napomeni 2 na str. 18 smo videli da je (22) neophodan
uslov isprav	ivosti kovektorskih po	a. Da li je on i dovo	an? X

1.3. Lijeve grupe. Iskoristi�emo sada Frobenijusovu teoremu da doka-
�emo tvr�e�e koje nam omogu�ava da konstruixemo nove mnogostrukosti od
ve� poznatih. Pre toga, dajemo nekoliko definicija.

Definicija 14. Lijeva grupa je grupa G koja ima strukturu glatke mno-
gostrukosti, takvu da su preslikava�a

G×G→ G, (g, h) 7→ gh i G→ G, g 7→ g−1

glatka. ♦

Primer 10. (R,+) je Lijeva grupa. Opxtije, svaki vektorski prostor
konaqne dimenzije je Lijeva grupa. Grupe GL(n,K) invertibilnih n × n ma-
trica nad po	em K ∈ {R,C} su Lijeve grupe, kao i �ihove zatvorene podgrupe.
Konaqne grupe su Lijeve grupe dimenzije 0. ]

Definicija 15. Levo dejstvo grupe G na skupu M je preslikava�e

G×M →M, (g, x) 7→ Lg(x), (34)

takvo da je
Le(x) = x i Lgh(x) = Lg(Lh(x)),

gde je e neutral grupe G. Sliqno se definixe i desno dejstvo Rg, s tim xto
se drugi uslov zame�uje sa

Rgh(x) = Rh(Rg(x)).

8Poenkareova lema: Hk
dR(Rm) = 0 za k ≥ 1.
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♦

Levo dejstvo uopxtava levu translaciju (tj. mno�e�e sa leve strane)
x 7→ gx u grupi, a desno desnu. Zato qesto rezultat levog dejstva oznaqavamo
sa gx umesto Lg(x), a desnog sa xg umesto Rg(x), i kada se radi o dejstvu grupe
na proizvo	nom skupu, a ne samo na samoj grupi. Uvex�emo jox nekoliko
pojmova, koriste�i oznaku za levo dejstvo; analogni pojmovi se na isti naqin
uvode i za desno dejstvo.

Primer 11. Grupa GL(n,K) invertibilnih n × n matrica nad po	em K
dejstvuje levo na prostoru Kn. Sam prostor Kn (preciznije, �egova komuta-
tivna grupa (Kn,+)) dejstvuje na sebi translacijama (v,x) 7→ v + x. ]

Primer 12. Iz (14) vidimo da glatko vektorsko po	e na mnogostrukosti
definixe dejstvo grupe (R,+) na mnogostrukosti. ]

Definicija 16. Ako je x ∈ M taqka skupa na kome dejstvuje grupa G,
skup

G · x := {gx | g ∈ G} ⊂M
naziva se orbitom taqke x. Prostor orbita je koliqniqki skupM/G relacije
ekvivalencije x ∼ y ⇔ y ∈ Gx. Skup

Gx := {g ∈ G | gx = x} ⊂ G

naziva se stabilizatorom taqke x. ♦

Primer 13. Neka je G grupa i H �ena podgrupa. Grupa H levo dejstvuje
na G levim translacijama

H ×G→ G, (h, g) 7→ hg.

Prostor orbita je koliqniqki prostor G/H. Iz kursa Algebre nam je poz-
nato da ovaj skup ima strukturu grupe ako je H normalna podgrupa; u opxtem
sluqaju G/H je samo skup. Kao i za svaku relaciju ekvivalencije, postoji
kanonska projekcija

π : G→ G/H, π(g) := {gH}.

Svako preslikava�e

s : G/H → G

koje zadovo	ava π ◦ s = idG/H naziva se seqe�em projekcije π.

Kada je M glatka mnogostrukost, a G Lijeva grupa, mo�emo da govorimo
o glatkom dejstvu, podrazumevaju�i pod time glatkost preslikava�a (34).
Onda je prirodno postaviti pita�e da li se u Primeru 13 na G/H prenosi
glatka struktura, qak i ako se ne prenosi algebarska. Odgovor daje slede�a
lema.

Teorema 15. Neka je G Lijeva grupa i H ⊂ G �ena zatvorena Lijeva
podgrupa. Tada na prostoru G/H postoji prirodna glatka struktura, u kojoj
je skup G/H mnogostrukost dimenzije dim G− dim, H, takva da je kanonska
projekcija

π : G 7→ G/H

glatko preslikava�e.
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4 Iz kursa Topologije nam je poznato da je na G/H zadata topoloxka struk-
tura, zahtevom da je projekcija π otvoreno i neprekidno preslikava�e, i da
je ta topologija Hausdorfova ako je podgrupa H zatvorena.

Za svako g ∈ G leva translacija

Lg : G→ G,Lg(x) = gx

je difeomorfizam (L−1
g = Lg−1), pa je �en izvod u jedinici e ∈ G

(Lg)∗(e) : TeG→ TgG

izomorfizam vektorskih prostora. Odatle sledi da je sa

∆g := (Lg)∗(TeH)

dobro definisana glatka distribucija dimenzije dim H. Iz Teoreme 8 sledi
da je ova distribucija involutivna, pa iz Frobenijusove teoreme sledi da
je i integrabilna. Lako se vidi da su �ene integralne mnogostrukosti koset
prostori gH, pa postoji karta oko taqke g u kojoj je gH ∼= {0}×Rdim H ⊂ Rdim G;
drugim reqima, da postoji lokalna karta oblika (U×V, ϕ) gde je V ⊂ H otvoren
skup uH, U×V otvoren skup u G i ϕ(g) = 0. Iz Teoreme o inverznoj funkciji,
prime�ene na preslikava�e

G×H → G×H, (x, y) 7→ (xy, y),

sledi da ta lokalna karta mo�e da se izabere tako da je da je UV := {uv | u ∈
U, v ∈ V } otvoren podskup u G. Poxto je π otvoreno preslikava�e, skup π(UV )
je otvorena okolina taqke π(p), homeomorfna skupu U . Glatka struktura je
definisana kartom (U × {0}, ϕ

∣∣
U×{0}). 5

Napomena 7. U prethodnoj teoremi pretpostavili smo da je H zatvorena
Lijeva podgrupa. Zapravo, dovo	no je pretpostaviti da je H zatvorena pod-
grupa, jer je svaka zatvorena podgrupa H Lijeve grupe G podmnogostrukost u
G i samim tim Lijeva grupa (videti npr. [5]). �

Teorema 16. Neka je F : G1 → G2 homomorfizam Lijevih grupa, tj.
glatko preslikava�e koje je algebarski homomorfizam grupa. Tada je �egov
rang konstantan, pa je kerF glatka podmnogostrukost u G1 (dakle i Lijeva
podgrupa) dimenzije dim kerF = dim G1 − rangF .

4 Poxto je F homomorfizam, va�i F (x) = F (g−1gx) = F (g−1)F (gx), tj.

F = LF (g−1) ◦ F ◦ Lg. (35)

Translacija je difeomorfizam, pa je �en izvod bijekcija, tako da diferenci-
ra�em (35) zak	uqujemo da je rangDF (x) = rangDF (gx) za sve g ∈ G. Ostatak
sledi iz Teoreme 2. 5

Definicija 17. Dejstvo grupe G na skupu M je tranzitivno, ako

(∀x, y ∈M) (∃g ∈ G) gx = y.

Drugim reqima, dejstvo je tranzitivno ako je Gx = M za svako x ∈M . ♦

Primer 14. Dejstvo translacijama na Kn koje smo videli u Primeru 11
je tranzitivno. Opxtije, svako dejstvo grupe na samoj sebi je tranzitivno:
svako g ∈ G je u orbiti Ge = G, tako da postoji samo jedna orbita dejstva.

Konjugacija
G×G→ G, (g, x) 7→ gxg−1
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definixe levo dejstvo grupe G na samoj sebi. Ovo dejstvo nije tranzitivno,
jer je Ge = {e}. Ako je Sylp(G) skup svih Silov	evih p{podgrupa9 grupe G,
dejstvo konjugacija na Sylp(G) je tranzitivno (Druga Silov	eva teorema).

Dejstvo grupe GL(n,K) u Primeru 11 nije tranzitivno, jer je orbita nule
GL(n,K) 0 = {0}. Dejstvo grupe GL(n,K) je tranzitivno na Kn \ {0}. Dejstvo
grupe

O(n) = {A ∈ Rn×n | AAT = ATA = E}
ortogonalnih matrica nije tranzitivno na Rn \ {0}, jer je orbita svake taqke
sfera kroz �u, sa centrom u nuli. Dejstvo grupe O(n) je tranzitivno na svakoj
od tih sfera. ]

Element g ∈ G u Definiciji 17 je jedinstven do na stabilizator Gx taqke
x: ako je g1x = y i g2x = y, onda je g−1

2 g1x = g−1
2 y = g−1

2 g2x = x, tj. g1 ∈ g2Gx.
Odatle sledi da je, za proizv	no fiksirano x ∈M , sa

M → G/Gx, y 7→ gGx,

gde je g ∈ G bilo koji element grupe takav da je y = gx, dobro definisana
bijekcija. Ukoliko je G Lijeva grupa, a Gx �ena zatvorena Lijeva podgrupa,
Teorema 15 nam omogu�ava da skup M snabdemo strukturom mnogostrukosti.

Primer 15. U Primeru 4 smo videli jedan naqin da snabdemo sferu
strukturom glatke mnogostrukosti. Drugi naqin je slede�i. U Primeru 14
smo videli da grupa O(n+ 1) ortogonalnih matrica dejstvuje tranzitivno na
Sn; stabilizator taqke x = (1, 0, . . . , 0) je

O(n+ 1)x ∼= O(n).

Formalno, O(n) nije podgrupa grupe O(n + 1); preciznije bi bilo re�i da je
stabilizator O(n+ 1)x izomorfan �enoj podgrupi koja se sastoji od matrica[

1 0
0 S

]
, S ∈ O(n),

xto je zatvorena podgrupa izomorfna grupi O(n). Iz Teoreme 15 sledi da
sfera Sn = O(n+ 1)/O(n) ima glatku strukturu. ]

Primer 16. Neka je RPn skup svih pravih u Rn+1 koje prolaze kroz koor-
dinatni poqetak. Grupa ortogonalnih matrica O(n+1) tranzitivno dejstvuje
na RPn { za proizvo	ne prave l1 i l2 postoji ortogonalna matrica A takva da
je A(l1) = l2. Stabilizator prave l = {(t, 0, . . . , 0) | t ∈ R} je

O(n+ 1)l ∼= O(n)×O(1),

pa je
RPn ∼= O(n+ 1)/(O(n)×O(1))

glatka mnogostrukost. ]

Zadatak 16. Dokazati da u Primeru 15 umesto dejstva ortogonalne grupe
mo�e da se posmatra dejstvo specijalne ortogonalne grupe

SO(n+ 1) = {A ∈ O(n) | (det)A = 1}
i zak	uqiti da je Sn ≡ SO(n + 1)/SO(n). Da li isto mo�e da se uradi u
Primeru 16? Uputstvo: interpretirati RPn = SO(n+ 1)/O(n). X

9Silov	eva p{podgrupa grupeG je svaka �ena maksimalna p{podgrupa; tj. podgrupa qiji
je svaki element reda pk za neko k, koja nije sadr�ana ni u jednoj drugoj takvoj podgrupi.
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Teorema 15 nam omogu�ava da prostor orbita G/H dejstva Lijeve grupe
H na G snabdemo glatkom strukturom. Prirodno je postaviti pita�e posto-
ja�a glatke strukture na prostoru orbita dejstva Lijeve grupe na proizvo	noj
glatkoj mnogostrukosti (ne obavezno Lijevoj grupi). Da bismo razmotrili ovo
uopxte�e, uvex�emo jox neke pojmove.

Definicija 18. Dejstvo grupe G na skupuM je slobodno, ili bez fiksnih
taqaka ako

(∃x ∈M) gx = x ⇒ g = e.

Drugim reqima, dejstvo je slobodno ako je stabilizator svake taqke trivi-
jalan: (∀x ∈M)Gx = {e}. ♦

Definicija 19. Dejstvo Lijeve grupe G na mnogostrukosti M se naziva
sopstvenim ako je preslikava�e

G×M →M ×M, (g, x) 7→ (x, gx)

sopstveno preslikava�e10. Ekvivalentno, dejstvo je sopstveno ako je za pro-
izvo	ne kompaktne podskupove A,B ⊂ M skup {g ∈ G | gA ∩ B 6= ∅} ⊂ G
kompaktan. ♦

Primer 17. Ako je G kompaktna grupa, svako �eno dejstvo je sopstveno.
Ako je G nekompaktna grupa, �eno dejstvo na kompaktnom skupu M nije sop-
stveno. ]

Definicija 20. Preslikava�e f : N →M se naziva submerzijom, ako je
�egov izvod f∗(p) : TpN → Tf(p)M surjektivan za svako p ∈ N .

Primer 18. Projekcija π : G→ G/H u Teoremi 15 je submerzija. ]

Teorema 17. Ako Lijeva grupa G dejstvuje na mnogostrukosti M slo-
bodno i sopstveno, onda prostor orbita M/G ima jedinstvenu strukturu
glatke mnogostrukosti, takvu da je kanonska projekcija π : M → M/G sub-
merzija.

Napomena 8. Neka je G Lijeva grupa iH �ena zatvorena Lijeva podgrupa.
Lako se vidi da je dejstvoH naG slobodno. Mo�e da se doka�e da je ovo dejstvo
i sopstveno { ako su A,B ⊂ G kompaktni skupovi i hn niz u {h ∈ H | hA∩B 6=
∅}, onda postoje nizovi an ∈ A i bn ∈ B takvi da je hnan = bn. Prelaskom
na konvergentan podniz ak(n) niza an, a zatim na konvergentan podniz bj(k(n))

niza bkn dobijamo konvergentne nizove aj = aj(k(n)) i bj = bj(k(n)) takve da je
hj = aj−1bj konvergentan podniz niza hn.

Tako vidimo da je Teorema 15 posledica Teoreme 17. Dokaz posled�e teo-
reme mo�e da se izvede pomo�u ideje sliqne onoj iz dokaza Teoreme 15, ali je
tehniqki slo�eniji. Mi ga ovde izostav	amo. �

Primer 19. Antipodalno preslikava�e a(x) = −x definixe dejstvo
grupe Z2 na Sn. U Primerima 4 i 15 smo videli da je sfera Sn glatka mno-
gostrukost, a Z2 je Lijeva grupa dimenzije 0. Pomo�u Teoreme 17 projektivni
prostor

RPn ∼= Sn/Z2

10Preslikava�e je sopstveno ako je inverzna slika kompaktnog skupa kompaktan skup.
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mo�emo da snabdemo strukturom glatke mnogostrukosti. Sliqno, Lijeva grupa
S1 jediniqnih kompleksnih brojeva dejstvuje slobodno na sferi S2n+1 ⊂ Cn+1,
koliqniqka mnogostrukost

CPn ∼= S2n+1/S1

je kompleksni projektivni prostor. ]

Projekcija Sn → RPn u prethodnom primeru je lokalni homeomorfizam
(za razliku od projekcije S2n+1 → CPn). To je manifestacija opxtijeg pra-
vila, koje uvodimo slede�om definicijom i tvr�e�em.

Definicija 21. Dejstvo grupe G na mnogostrukosti M je totalno pre-
kidno ako svaka taqka x ∈M ima otvorenu okolinu U 3 x, takvu da je gU ∩U =
∅ za svako g ∈ G \ {e}. ♦

Tvr�eǌe 1. Ako grupa G dejstvuje glatko i totalno prekidno na mno-
gostrukosti M , onda koliqniqki prostor M/G ima jedinstvenu strukturu
glatke mnogostrukosti u odnosu na koju je projekcija

π : M →M/G

lokalni difeomorfizam, a (M,M/G, π) je natkriva�e11.

4 Iz uslova totalne prekidnosti dejstva sledi da svaka taqka p ∈ M ima
koordinatnu okolinu U na kojoj je projekcija π injektivna. Karta (U,ϕ) na
M definixe kartu (π(U), ϕ ◦ π−1) na M/G. 5

Zadatak 17. Dokazati da je

π0 :]0,+∞[→ S1, π0(t) = e2πit

lokalni difeomorfizam koji nije natkrivaju�e preslikava�e. X

Zadatak 18. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Dokazati da je
svaki sopstveni lokalni difeomorfizam π : M → N natkrivaju�e pres-
likava�e. Uputstvo: dokazati da je za svako x ∈ N skup π−1(x) konaqan,
π−1(x) = {t1, . . . , tk}. Svaka taqka tj ima okolinu Vj na kojoj je π difeomor-
fizam. Skup π(V1)∩ . . .∩π(Vk) ⊂ N je otvorena okolina taqke x. Ona ne mo�e
da igra ulogu skupa U iz definicije natkriva�a, poxto π−1(π(V1)∩. . .∩π(Vk))
nije podskup skupa V := V1 ∪ · · · ∪ Vk. Ali ako je W otvorena okolina taqke
x, takva da je zatvore�e W kompaktan podskup skupa π(V1) ∩ . . . ∩ π(Vk), onda
je skup U = W \ π(π−1(W ) \ V ) otvoren (zbog sopstvenosti preslikava�a π).
Dokazati da je U okolina taqke x koja zadovo	ava definiciju natkriva�a.
Na kom mestu ova konstrukcija ne prolazi u primeru iz Zadatka 17? X

11Natkriva�e topoloxkog prostora X je trojka (X̂,X, π), gde je X̂ topoloxki pros-

tor, a π : X̂ → X neprekidno preslikava�e (zovemo ga natkrivaju�im preslikava�em,
takvo da svaka taqka x ∈ X ima otvorenu okolinu U , takvu da je π−1(U) =

⋃
λ∈Λ Vλ unija

disjunktnih otvorenih skupova Vλ ⊂ X̂, a restrikcija π
∣∣
Vλ

: Vλ → U homeomorfizam.

Npr. (R, S1, π(t) = e2πit) je natkriva�e kruga S1, (Sn,RPn, π) iz Primera 19 je natkriva�e
projektivnog prostora sferom.
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2. Diferencira�e

Postoji veliki broj uopxte�a poznatog pojma

f ′(t) = lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h
, (36)

prvog izvoda funkcije f : I → R, gde je I interval u R.
Kao xto znamo iz poqetnih kurseva Analize, ovaj pojam se prirodno uop-

xtava sa skalarnih funkcija f : R→ R na funkcije sa vrednostima u normi-
ranom prostoru (npr. za funkcije f : R → Rn) { desna strana formule (36)
od strukture na kodomenu koristi samo topoloxku i vektorsku, pa je uopxte-
�e na taj sluqaj priliqno pravolinijsko. Malo slo�enije je uopxte�e na
sluqaj kad je i domen topoloxki vektorski prostor, poxto se u (36) h po-
jav	uje u dvostrukoj ulozi { kao vektor u domenu i kao skalar kojim se deli
vektor kodomena (priraxtaj funkcije). Izvod takve funkcije, sa domenom i
kodomenom u normiranim prostorima V i W , u taqki v0 ∈ V je neprekidno
linearno preslikava�e L : V →W , takvo da je

f(v0 + h)− f(v0) = L(h) + o(‖h‖), kad h→ 0. (37)

Ova relacija je oqigledno uopxte�e definicije (36). Ako je f : S → W
preslikava�e koje je diferencijabilno u svakoj taqki skupa S ⊂ V , onda je
�egov izvod preslikava�e

Df : S → L(V ;W ), (38)

gde je L(V ;W ) prostor svih neprekidnih linearnih preslikava�a iz V u
W . Ovaj prostor ima prirodnu operatorsku normu, pa mo�emo da govorimo
i o izvodu preslikava�a (38) na isti naqin na koji smo govorili o izvodu
preslikava�a f . Taj izvod, koji je po definiciji drugi izvod preslikava�a
f , je preslikava�e

D2f : S → L(V ;L(V ;W )). (39)

Prostor L(V ;L(V ;W )) se na prirodan naqin identifikuje sa prostorom bi-
linearnih preslikava�a V × V → W , koji �emo da oznaqimo sa L2(V ;W ).
Tako (39) postaje

D2f : S → L2(V ;W ). (40)

Indukcijom dolazimo do pojma m{tog izvoda, kao preslikava�a

Dmf : S → Lm(V ;W ),

gde je Lm(V ;W ) prostor m{linearnih preslikava�a.
U normiranom prostoru je

f(v)− f(v0) = L(v − v0) + o(‖v − v0‖), kad v → v0 (41)

ekvivalentan zapis relacije (37). Me�utim, poxto izraz (41) koristi samo
afinu strukturu, pomo�u �ega mo�emo da definixemo izvod preslikava�a
f : A→ B afinih prostora A i B, modeliranih nad normiranim prostorima
V i W . Izvod takvog preslikava�a u taqki a ∈ A je neprekidno linearno
preslikava�e L : VaA → Wf(a), gde je Va vektorizacija afinog prostora A u
taqki a (tj. vektorski prostor, dobijen od afinog prostora A proglaxava�em
taqke a za nulu) i Wf(a) vektorizacija afinog prostora B u taqki f(a). Ako
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je preslikava�e f : S → B diferencijabilno u svakoj taqki skupa S ⊂ A,
�egov izvod je preslikava�e

Df : S →
⋃
a∈A
L(Va;Wf(a)). (42)

Translacije u afinim prostorima daju kanonske identifikacije

Va ∼= TaA ∼= V i Wf(a)
∼= Tf(a)B ∼= W, (43)

pa je izvod (38) u normiranim prostorima specijalni sluqaj izvoda (42) u
afinim, a (42) specijalni sluqaj izvoda preslikava�a mnogostrukosti.

Za razliku od (38), gde je kodomen preslikava�a Df opet normirani vek-
torski prostor, pa diferencira�e bez problema mo�e da se ponovi i tako
definixe drugi izvodiD2f , u (42) kodomen nije afini prostor. Tako smo, ve�
u klasi afinih prostora, naixli na prvu texko�u pri uopxtava�u pojma (36)
{ problem kako definisati izvod preslikava�a (42). Naravno, ovu texko�u
mo�emo formalno da prevazi�emo tako u okviru opxte definicije preslika-
va�a mnogostrukosti, ali ne mo�emo da dobijemo elegantnu interpretaciju
kao xto je (40), poxto se kodomen sve vixe uslo��ava. Na proizvo	nim mno-
gostrukostima ne postoji ni kanonska identifikacija (43), xto dodaje jox
jedan element slo�enosti.

Ako �elimo da izvod preslikava�a definixemo kao objekat koji je is-
tog tipa kao preslikava�e koje diferenciramo (kao xto je (38) preslika-
va�e domena funkcije f u normirani vektorski prostor, dakle objekat istog
tipa kao f), potreban nam je neki drugi pristup od, veoma opxte, definicije
izvoda preslikava�a mnogostrukosti, u kojoj se gube sve specifiqnosti pres-
likava�a f sem glatkosti. Na primer, ako �elimo da izvod vektorskog po	a
bude vektorsko po	e, ili da izvod diferencijalne forme bude diferenci-
jalna forma, potrebna nam je nova definicija pojma izvoda, koja �e uopxtiti
diferencira�e u euklidskim prostorima.

U sliqnim situacijama, kada, dok pokuxavamo da uopxtimo neki pojam
ili tvr�e�e, uslo��ava�em strukture gubimo neka �ena svojstva koja su nam
pomagala da taj pojam ili tvr�e�e razumemo u originalnom ambijentu, qesto
zastanemo da preispitamo koje osobine �elimo da prenesemo u novi ambijent.
Poqe�emo od algebarskih.

Napomena 9. Ovaj pristup diferencijalnom raqunu donekle je sliqan
pristupu integralnom raqunu pomo�u aksiomatskog zasniva�a Danijelovog
integrala. U tom pristupu, pojam integrala prethodi pojmu mere (koja se
potom definixe kao integral karakteristiqne funkcije): polazi se od neke
klase E funkcija (tzv. elementarnih funkcija) i odre�enih svojstava koja
�elimo da integral ispu�ava (linearnost, monotonost, neprekidnost). Ta
svojstva se uzimaju za aksiome elementarnog Danijelovog integrala I : E → R,
a zatim se definixe preslikava�e

∫
na xiroj klasi funkcija, tako da je

restrikcija
∫
na E elementarni integral I. Sliqno tome, u diferencijalnom

raqunu na mnogostrukostima definixemo razne vrste izvoda xire klase ob-
jekata, koja uk	uquje i funkcije, tako da je restrikcija tih izvoda na klasu
funkcija klasiqni izvod (36). �
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Definicija 22. Diferencira�e ili derivacija algebre12 A nad po	em
K je linearno preslikava�e D : A → A, takvo da je

D(a · b) = D(a) · b+ a ·D(b), za sve a, b ∈ A. (44)

Jednakost (44) naziva se Lajbnicovim pravilom. ♦

Primer 20. Neka je S ⊂ Rn otvoren podskup. Skup A := C∞(S) svih
glatkih funkcija f : S → R je algebra u odnosu na mno�e�e f ·g(x) = f(x)g(x),
a parcijalni izvod

∂

∂xj
: A → A

diferencira�e na algebri A. Specijalno, za n = 1 (36) je primer diferen-
cira�a. ]

Primer 21. (Lijev izvod funkcije) Neka je X vektorsko po	e na
mnogostrukosti M i A := C∞(M) algebra glatkih funkcija f : M → R. Tada
je

D : A → A, Df = df(X)

diferencira�e na A, koje uopxtava Primer 20. Ovo diferencira�e nazivamo
Lijevim izvodom funkcije f u pravcu X. Primetimo da smo izvod funkcije u
pravcu vektora definisali i ranije, a da je Lijev izvod u pravcu vektorskog
po	a definisan kao operator na celoj algebri C∞(M). ]

Zadatak 19. Neka je K[x] prsten polinoma, e ∈ K[x] polinom e(x) = x i A
algebra svih linearnih (nad K) preslikava�a L : K[x] → K[x]. Dokazati da
je sa

D : A → A, D(L)(p) := eL(p)− L(ep)

definisano jedno diferencira�e na A. X

Primer 22. Ako je A algebra sa jedinicom i D : A → A diferencira�e,
onda je

D(1) = D(1 · 1) = 1 ·D(1) +D(1) · 1 = D(1) +D(1),

pa je D(1) = 0. Odatle, zbog linearnosti diferencira�a, sledi da je D(~c) = 0
gde je ~c := c 1 proizvod skalara c i jedinice 1 ∈ A. Ovo je uopxte�e poznatog
stava da je izvod konstantne funkcije nula. ]

Primer 23. Neka je A proizvo	na algebra. �en komutator je preslika-
va�e

A×A → A, [a, b] := a · b− b · a.
Ako je c0 ∈ A fiksirani element, onda je sa

D : A → A, D(a) := [a, c0]

definisano jedno diferencira�e na A. Specijalno, preslikava�e D iz Za-
datka 19 je diferencira�e. ]

12Pod algebrom A nad po	em skalara podrazumevamo vektorski prostor nad tim po	em,
na kome je definisano bilinearno mno�e�e A×A → A.
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Primer 24. (Lijev izvod vektorskih po	a) Neka je M glatka mno-
gostrukost i A algebra svih linearnih preslikava�a L : C∞(M) → C∞(M).
Poxto svako vektorsko po	e X na M definixe linearno preslikava�e

X : C∞(M)→ C∞(M), X(f)(p) := df(p)(Xp),

prostor X (M) vektorskih po	a je potprostor vektorskog prostora A. Sliqno
kao u Primeru 23, za fiksirano vektorsko po	e X ∈ X (M), preslikava�e

D : A → A, D(L) := [X,L] (45)

je diferencira�e na A. Specijalno, poxto je komutator dva vektorska po	a
vektorsko po	e (videti str. 12), sledi da je dobro definisano preslikava�e

LX : X (M)→ X (M), LX(Y ) := [X,Y ], (46)

kao restrikcija preslikava�a (45). Preslikava�e (46) naziva se Lijevim
izvodom vektorskih po	a u pravcu X. ]

Primer 25. (Lijev izvod diferencijalnih formi) Neka je

A = Ω(M) :=
⊕
k∈Z

Ωk(M),

algebra diferencijalnih formi na mnogostrukosti M u odnosu na spo	ax�e
mno�e�e. Pri tome je, po definiciji, Ωk(M) = {0} za k < 0 i k > dim M .
Neka je X ∈ X (M) fiksirano vektorsko po	e na M i φt : M → M �ime
generisana jednoparametarska grupa difeomorfizama (videti Teoremu 10 i
diskusiju posle �e). Tada je sa

LXα :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗tα (47)

definisano diferencira�e na algebri (Ω(M),+,∧). Zaista, poxto je φ∗t (α ∧
β) = φ∗tα∧φ∗tβ, Lajbnicovo pravilo za mno�e�e ∧ sledi iz (47) i standardnog
Lajbnicovog pravila za funkcije jedne realne promen	ive. ]

Zadatak 20. Koriste�i pravilo za izvod slo�ene funkcije

φ∗t ◦ d = d ◦ φ∗t ,

dokazati da Lijev izvod diferencijalne forme komutira za spo	ax�im:

d ◦ LX = LX ◦ d.

Preciznije, dokazati da je d(LXα) = LX(dα) za sve X ∈ X (M) i α ∈ Ω(M). X

Podsetimo se da za spo	ax�i diferencijal d : Ωi(M)→ Ωi+1(M) va�i

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)jα ∧ dβ za α ∈ Ωj(M), β ∈ Ωk(M),

xto nije isto Lajbnicovo pravilo kao u Definiciji 22, dok iz Primera 25
vidimo da Lijev izvod zadovo	ava upravo to Lajbnicovo pravilo:

LX(α ∧ β) = (LXα) ∧ β + α ∧ (LXβ).

Dakle, Lijev izvod je diferencira�e u smislu Definicije 22, a spo	ax�i
nije. Spo	ax�i diferencijal d je diferencira�e u smislu slede�e defini-
cije.
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Definicija 23. Graduisana algebra je algebra A oblika

A =
⊕
k

Ak,

gde su Ak vektorski potprostori, a mno�e�e ima osobinu Aj · Aj ⊂ Ai+j , tj.
a ∈ Ai, b ∈ Aj ⇒ a · b ∈ Ai+j .

Za elemente iz Ak ka�emo da imaju stepen k; stepen elementa a ∈ A oz-
naqavamo sa deg a. Linearno preslikava�e d : A → A je diferencijal (ko-
riste se jox i termini graduisani diferencijal, antidiferencira�e ili an-
tiderivacija) stepena r ako je

d(Ak) ⊂ Ak+r i d(a · b) = d(a) · b+ (−1)deg aa · d(b).

Par (A, d) naziva se diferencijalnom graduisanom algebrom.

Primer 26. Par (Ω(M), d) gde je Ω(M) algebra diferencijalnih formi,
a d spo	ax�i diferencijal, je diferencijalna graduisana algebra. Spo	a-
x�i diferencijal d je (anti)diferencijal stepena r = 1. ]

Primer 27. (Unutrax�i izvod diferencijalnih formi) Neka je
M glatka mnogostrukost, Ω(M) graduisana algebra diferencijalnih formi
na M i X ∈ X (M) vektorsko po	e. Iz definicije spo	ax�eg mno�e�a
(odnosno iz osobine da pri permutaciji kolona determinanta me�a znak) sledi
da za preslikava�e

iX : Ωk(M)→ Ωk−1(M), iXα(Y1, . . . , Yk−1) := α(X,Y1, . . . , Yk−1)

va�i

iX(α ∧ β) = (iXα) ∧ β + (−1)deg αα ∧ (iXβ).

Drugim reqima, iX je (anti)diferencijal stepena r = −1. Specijalno,

iX : Ω0(M) = C∞(M)→ Ω−1(M) = {0},
tj. iXf = 0 za svaku funkciju f : M → R.

Diferencijal iX nazivamo unutrax�im diferencijalom. Koriste se i
termini unutrax�e mno�e�e (ili kontrakcija) forme diferencijalnim
po	em. Uz oznaku iXα koriste se i oznake i(X)α i Xyα. ]

Zadatak 21. Dokazati da je

iXdf = LXf (48)

za svaku glatku funkciju f : M → R i vektorsko po	e X ∈ X (M). Koriste�i
qi�enicu da je LX diferencira�e, a d i iX antidiferencira�a, izvesti
Kartanovu formulu

LX = iX ◦ d+ d ◦ iX ,
tj. pokazati, indukcijom po k, da za svaku formu α ∈ Ωk(M) va�i

LXα = iXdα+ diXα.

Pokazati da je
d

dt
ψ∗t α = ψ∗t (iXdα+ diXα) (49)

gde je ψt familija difeomorfizama generisana vektorskim po	em X, ekviva-
lentan zapis Kartanove formule. X
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Napomena 10. Ako su preslikava�a ψ0, ψ1 : M → N homotopna, onda
postoji glatka homotopija ψt izme�u �ih (videti Teoremu 1 na str. 4). Neka
je α zatvorena k{forma, tj. dα = 0. Integracijom (49) dobijamo

ψ∗1α− ψ∗0α = d

∫ 1

0

ψ∗t (iXα) dt,

pa je forma ψ∗1α−ψ∗0α taqna. Odatle sledi da preslikava�a ψ∗0 i ψ∗1 definixu
isto preslikava�e na de Ramovoj kohomologiji:

ψ∗0 = ψ∗1 : Hk
dR(M)→ Hk

dR(N).

Ako su M i N homotopski ekvivalentne mnogostrukosti, tj. ako postoje pres-
likava�a

f : M → N, g : N →M, takva da je f ◦ g ' idN , g ◦ f ' idN ,

onda su

f∗ ◦ g∗ = (g ◦ f)∗ : Hk
dR(M)→ Hk

dR(M) i g∗ ◦ f∗ = (f ◦ g)∗ : Hk
dR(N)→ Hk

dR(N)

identiqka preslikava�a, pa su

f∗ : Hk
dR(N)→ Hk

dR(M), f∗ : Hk
dR(M)→ Hk

dR(N)

izomorfizmi. Time je dokazano tvr�e�e iz Napomene 3 na str. 18 da je de
Ramova kohomologija homotopska invarijanta. �

Zadatak 22. Dokazati da za isto vektorsko po	e X Lijev izvod komutira
sa unutrax�im, tj. da je LX ◦ iX = iX ◦ LX . X

Zadatak 23. Koriste�i vezu izme�u Lijevog izvoda LXiXj := [Xi, Xj ] i
spo	ax�eg izvoda d, ustanov	enu u Lemi 2 (str. 24), izvesti de Ramov iden-
titet d ◦ d = 0 iz Jakobijevog identiteta (11) (str. 12). I obrnuto, izvesti
Jakobijev identitet iz de Ramovog. X

Napomena 11. Jox neke osobine unutrax�eg, spo	ax�eg i Lijevog izvoda
su

(a) i[X,Y ] = LX ◦ iY − iY ◦ LX , tj. i[X,Y ] = [LX , iY ];
(b) L[X,Y ] = LX ◦ LY − LY ◦ LX , tj. L[X,Y ] = [LX , LY ];
(v) ifXα = fiXα;
(g) LfXα = fLXα+ df ∧ iXα;
(d) ψ∗ ◦ iX = iψ∗X ◦ ψ∗, tj. ψ∗(iXα) = iψ∗X(ψ∗α), za difeomorfizam13 ψ,

gde su X i Y vektorska po	a, α diferencijalna forma i f funkcija.

Zadatak 24. Dati su diferencijalna forma i vektorsko po	e

ζ = x dx ∧ dy + y2 dy ∧ dz, X = y
∂

∂x
+ yz

∂

∂y
+ z

∂

∂z

u R3. Izraqunati Lijev izvod LXζ. X

Podsetimo se da na orijentisanim mnogostrukostima Stoksova formula∫
M

dω =

∫
∂M

ω za ω ∈ Ωdim M−1(M)

13Ako je ψ difeomorfizam, onda je, po definiciji, ψ∗X := ψ−1
∗ X za vektorsko po	e

X. Sliqno, po definiciji je ψ∗α := (ψ−1)∗α za diferencijalnu formu α.
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uspostav	a dualnost izme�u spo	ax�eg diferencijala d, koji pove�ava ste-
pen forme za jedan, i ,,operatora granice" ∂, koji sma�uje dimenziju mno-
gostrukosti za jedan. Unutrax�i diferencijal, obrnuto od spo	ax�eg, sma-
�uje stepen forme za jedan; �egova veza sa operatorom ∂ je formula∫

∂M

iXω =

∫
M

LXω

koja lako sledi iz Stoksove i Kartanove. �

Zadatak 25. Neka jeM kompaktna mnogostrukost dimenzije n bez granice.
Dokazati da va�i ∫

M

(LXα) ∧ β = −
∫
M

α ∧ (LXβ)

za svako vektorsko po	e X i forme α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωn−k(M). X

Primer 28. (Divergencija vektorskog po	a) Neka je M orijenti-
sana mnogostrukost dimenzije n i µ ∈ Ωn(M) forma zapremine na �oj. Ako
je X vektorsko po	e, onda je iXµ ∈ Ωn−1(M), pa je d(iXµ) ∈ Ωn(M). Poxto
je dim M = n, forme µ i d(iXµ) su proporcionalne (kao elementi modula
Ωn(M) nad prstenom C∞(M)). Koeficijent proporcionalnosti nazivamo di-
vergencijom vektorskog po	a X i oznaqavamo ga sa divX. Drugim reqima,
divergencija vektorskog po	a je definisana jednaqinom

d(iXµ) = (divX)µ

i zavisi od izbora forme zapremine.
Specijalno ako jeM = Rn i µ = dx1∧. . .∧dxn, dobijamo klasiqnu defini-

ciju divergencije u euklidskom prostoru: divX = ∇ ·X. ]

Zadatak 26. Dokazati da je div [X,Y ] = Xdiv Y − Y divX. X

Zadatak 27. Dokazati da jednoparametarska familija difeomorfizama
ϕt : M → M generisana vektorskim po	em X quva zapreminu ako i samo ako
je divX = 0. X

Funkcije, vektorska po	a i diferencijalne forme, o qijem smo difer-
encira�u do sada govorili, su specijalni sluqaj opxtije klase objekata koju
izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 24. Neka je V vektorski prostor nad po	em K i V ∗ �egov
dual. Tenzor reda (r, s) na V je vixelinearno preslikava�e

Φ : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
r

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
s

→ K.

Broj r se naziva kovarijantnim, a s kontravarijantnim redom tenzora Φ. Ako
je r = 0 tenzor nazivamo kontravarijantnim, a ako je s = 0 kovarijantnim.
Skup svih tenzora reda (r, s) na V je vektorski prostor; oznaqavamo ga sa
T sr (V ). Prostor

T (V ) :=
⊕

(r,s)∈Z×Z

T sr (V ),

gde je, po definiciji, T sr (V ) = {0} ako je r < 0 ili s < 0 i T 0
0 (V ) := K nazi-

vamo tenzorskom algebrom na V . Struktura algebre je zadata standardnim
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tenzorskim mno�e�em preslikava�a T s1r1 (V )× T s2r2 (V ) 3 (Φ1,Φ2) 7→ Φ1 ⊗ Φ2 ∈
T s1+s2
r1+r2 (V ):

Φ1 ⊗ Φ2(v1,v2,v
∗
1,v
∗
2) := Φ1(v1,v

∗
1)Φ2(v2,v

∗
2),

gde je v1 := (v1
1 , . . . , v

s1
1 ) i sliqno za ostale argumente.

Kovarijantni tenzor reda (r, 0) nazivamo simetriqnim ako je invarijan-
tan u odnosu na permutacije svojih argumenata, tj. ako je

Φ(vσ(1), . . . , vσ(r)) = Φ(v1, . . . , vr)

za svaku permutaciju σ : {1, . . . , r} → {1, . . . , r}, a antisimetriqnim ako je za
svaku takvu permutaciju

Φ(vσ(1), . . . , vσ(r)) = (−1)sgn σΦ(v1, . . . , vr)

gde je sgn σ broj transpozicija u permutaciji σ, po modulu 2. Sliqno se de-
finixu simetriqni i antisimetriqni kontravarijantni tenzori.

Tenzorsko po	e reda (r, s) na mnogostrukosti M je preslikava�e

Ψ : M →
⋃
p∈M
T sr (TpM), p 7→ Ψp ∈ T sr (TpM),

koje je glatko u smislu da je za svaku r{torku glatkih vektorskih po	a i svaku
s{torku glatkih kovektorskih po	a

X1, . . . , Xr ∈ X (M), α1, . . . , αs ∈ Ω1(M)

preslikava�e

M → R, p 7→ Ψp(X
1
p , . . . , X

r
p , α

1,p . . . , α
s
p)

glatka funkcija na M . Skup svih tenzorskih po	a reda (r, s) na M je vek-
torski prostor; oznaqavamo ga sa T sr (TM). Algebra

T (TM) :=
⊕

(r,s)∈Z×Z

T sr (TM)

gde je, po definiciji, T sr (TM) = {0} ako je r < 0 ili s < 0 i T 0
0 (TM) :=

C∞(M), naziva se tenzorskom algebrom mnogostrukosti M . ♦

Primer 29. Skalarni proizvod na vektorskom prostoru V je simetriqni
kovarijantni tenzor reda (2, 0) koji zadovo	ava uslov nedegenerisanosti

Ψ(v, v) ≥ 0 i Ψ(v, v) = 0 ⇔ v = 0.

Rimanova metrika na mnogostrukosti M je glatko kovarijantno tenzorsko
po	e reda (2, 0) koja zadovo	ava uslov nedegenerisanosti u svakoj taqki p ∈M
(tj. na svakom vektorskom prostoru TpM). ]

Primer 30. Diferencijalne k{forme su antisimetriqna kovarijantna
tenzorska po	a reda (k, 0). Specijalno, Ω1(M) = T 0

1 (TM). Za k > 1 inkluzija
Ωk(M) ⊂ T 0

k (TM) je stroga. ]

Primer 31. Vektorska po	a su kontravarijantni tenzori reda (0, 1).
Svako vektorsko po	e X ∈ X (M) definixe glatku familiju linearnih pres-
likava�a

T ∗pM → R, ηp 7→ ηp(Xp).

Poxto su TpM i prostor linearnih funkcionala na T ∗pM vektorski prostori

iste dimenzije, odatle sledi da je X (M) = T 1
0 (TM). ]
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Zadatak 28. Neka je V vektorski prostor konaqne dimenzije nad po	em
K. Dokazati da je prostor T 1

r (V ) izomorfan prostoru svih r{linearnih pres-
likava�a

V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
r

→ V.

Formulisati i dokazati odgovaraju�e tvr�e�e za T s1 (V ). X

Primer 32. Neka je V vektorski prostor nad po	em K i V ∗ �egov dual.
Tada je sa

C : V × V ∗ → K, (v, v∗) 7→ 〈v∗, v〉,
gde je 〈v∗, v〉 vrednost funkcionala v∗ na vektoru v, definisan tenzor reda
(1, 1), koji se naziva kontrakcijom. ]

Uz malu pomo� Linearne algebre mo�emo da zak	uqimo da je, za vektorski
prostor V ,

T sr (V ) ∼= V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
r

⊗V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
s

. (50)

Primer 32 mo�e da se uopxti i za svaki par (i, j) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , s}
definixe kontrakcija

Cji : T sr (V )→ T s−1
r−1 (V )

pomo�u identifikacije (50), sa

Cji (v∗1⊗. . .⊗v∗r⊗v1⊗. . .⊗vs) := 〈v∗i , vj〉v∗1⊗. . .⊗v̂∗i ⊗. . .⊗v
∗
r⊗v1⊗. . .⊗v̂j⊗. . .⊗vs,

gde je ·̂ ,,uzimalica", koja oznaqava da je taj qlan izostav	en.

Definicija 25. Neka je V vektorski prostor i T (V ) �egova tenzorska
algebra. Linearno preslikava�e

D : T (V )→ T (V )

se naziva diferencira�em (ili derivacijom) tenzorske algebre ako va�i:

(a) D(Ψ⊗ Φ) = D(Ψ)⊗ Φ + Ψ⊗D(Φ) (Lajbnicovo pravilo);
(b) D quva tip: D(T sr (V )) ⊂ T sr (V );
(v) D komutira sa kontrakcijama.

Ako je M glatka mnogostrukost i T (TM) �ena tenzorska algebra, pres-
likava�e D : T (TM) → T (TM) je diferencira�e (ili derivacija) ako je za
sve p ∈M �egova restrikcija na T (TpM) diferencira�e. ♦

Primer 33. Neka je V vektorski prostor konaqne dimenzije. Svaki ten-
zor Θ tipa (1, 1) mo�e da se posmatra i kao diferencira�e na T (V ) na slede�i
naqin. Iz Risove teoreme o reprezentaciji sledi da je zadava�e bilinearnog
preslikava�a

Θ : V × V ∗ → R
ekvivalentno zadava�u preslikava�a

Θ̃ : V → V.

Preslikava�e Θ̃ i �egov dual Θ̃∗ : V ∗ → V ∗ se, pomo�u Lajbnicovog pravila,
proxiruju do diferencira�a na T (V ). ]
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U pore�e�u sa diferencira�em u opxtim algebrama koje smo uveli Defi-
nicijom 22, za diferencira�e tenzora uz Lajbnicovo pravilo zahtevamo jox i
uslove (b) i (v). Prema tome, unutrax�e i spo	ax�e diferencira�e ne mogu
da se proxire do diferencira�a tenzorske algebre u smislu Defincije 25.
Xto se tiqe Lijevog izvoda, �ega smo za sada definisali samo za funkcije,
forme i vektorska po	a, tj. na prostorima T 0

0 (TM), T 0
1 (TM) i T 1

0 (TM).
Me�utim, uz pomo� Lajbnicovog pravila, Lijev izvod mo�e da se produ�i na
celu tenzorsku algebru T (TM): u izrazu

LX(Ψ(Y1, . . . , Yr, α1, . . . , αs)) = (LXΨ)(Y1, . . . , Yr, α1, . . . , αs)+
+
∑r
i=1 Ψ(Y1, . . . , LXYi, . . . , Yr, α1, . . . , αs)+

+
∑s
j=1 Ψ(Y1, . . . , Yr, α1, . . . , LXαj , . . . , αs)

jedina nedefinisana veliqina je prvi sabirak na desnoj strani (ostala dva
sabirka na desnoj strani sadr�e ve� definisane Lijeve izvode vektorskog
po	a i forme, a na levoj strani je izvod funkcije), pa taj izraz mo�emo
da smatramo �egovom definicijom. Isto rezonova�e mo�e da se primeni na
proizvo	no diferencira�e D umesto Lijevog. Primetimo da je dovo	no da
diferencira�e bude definisano na funkcijama i vektorskim po	ima: izvod
kovektorskog po	a, tj. diferencijalne forme, tako�e mo�e da se izvede iz
Lajbnicovog pravila:

D(η(Y )) = (Dη)(Y ) + η(DY ),

tj. da se Dη definixe kao (Dη)(Y ) := D(η(Y ))− η(DY ).
Sliqnim argumentima mogu da se doka�u slede�e leme.

Lema 3. Neka jeM glatka mnogostrukost i neka su D1 i D2 dva diferen-
cira�a na tenzorskoj algebri T (TM). Ako je D1 = D2 na C∞(M) = T 0

0 (TM)
i X (M) = T 1

0 (TM), onda je D1 ≡ D2 na T (TM).

Lema 4. Svako diferencira�e D na T (TM) je oblika

D = LX + Θ,

gde je X neko vektorsko po	e na M , a Θ tenzorsko po	e reda (1, 1).

Tenzorsko po	e Θ u Lemi 4 se interpretira kao diferencira�e u smislu
Primera 33. Primetimo da Lema 4 sledi iz Leme 3. Zasta, iz qi�enice da je
restrikcija preslikava�a D na T 0

0 (TM) = C∞(M) preslikava�e

D : C∞(M)→ C∞(M)

(ovde se koristi svojstvo (b) Definicije 25) koje je linearno i zadovo	ava
Lajbnicovo pravilo, sledi da je Df = X(f) za neko vektorsko po	e X i svaku
funkciju f , tj. D = LX na T 0

0 (TM). Ostaje jox samo da se razlika D − LX
na X (M) = T 1

0 (TM) oznaqi sa Θ i interpretira kao tenzor tipa (1, 1) kao u
Primeru 33.

Primer 34. (Kovarijantno diferencira�e { uvod) Neka je M ⊂ Rn
glatka podmnogostrukost Xp ∈ TpM tangentni vektor u taqki p ∈ M i Y ∈
X (M) tangentno vektorsko po	e. Vektorsko po	e Y mo�e da se posmatra i
kao preslikava�e

Y : M → Rn
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i diferencira, kao preslikava�e sa vrednostima u vektorskom prostoru, u
pravcu vektora Xp { ako je γ(t) kriva koja je u taqki p = γ(0) tangentna na
Xp, onda je

DY (Xp) = lim
h→0

Y (γ(h))− Y (γ(0))

h
.

Vektor DY (Xp) ne mora da bude tangentan na M , ali mo�emo da ga pro-
jektujemo14 na TpM i dobijeni vektor oznaqimo sa ∇XpY . Ako je X tan-
gentno vektorsko po	e, onda je i ∇XY tangentno vektorsko po	e na M , koje
nazivamo kovarijantnim izvodom vektorskog po	a Y u pravcu X. Poxto je
X (M) = T 1

0 (TM), time je definisano preslikava�e

∇X : T 1
0 (TM)→ T 1

0 (TM).

Ako definixemo preslikava�e ∇X : T 1
0 (TM) → T 1

0 (TM) tako da se ono pok-
lapa sa obiqnim izvodom u pravcu vektora X na C∞(M) = T 0

0 (TM), mo�emo,
kao u Lemi 3 i diskusiji pre �e, da ga produ�imo do jedinstvenog diferen-
cira�a

∇X : T (TM)→ T (TM),

koje nazivamo kovarijantnim diferencira�em tenzorskih po	a na M . Na
primer, kovarijantni izvod Rimanove metrike g na M je

(∇Xg)(Y,Z) := X(g(Y,Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ).

Ova konstrukcija mo�e da se sprovede i van ambijentnog prostora Rn i pove-
zana je sa uopxte�em pojma paralelnosti iz Euklidske geometrije koji je, kao
xto nam je poznato, bio polazna taqka otkri�a neeuklidskih geometrija. Tom
konstrukcijom �emo se deta	no baviti u Glavi 1. ]

Zadatak 29. Dokazati da je

∇fXY = f∇XY i LfXY = fLXY − Y (f)X

za vektorska po	a X,Y i funkciju f . X

Prethodni zadatak ukazuje na razliqita svojstva Lijevog i kovarijantnog
izvoda. Primetimo da je Lijev izvod jednoznaqno definisan samom struk-
turom mnogostrukosti, dok kovarijantni izvod zavisti od izbora projekcije
koja uqestvuje u �egovoj definiciji. Lijev izvod je antisimetriqan, tj. va�i
LXY = −LYX, dok za kovarijantni izvod, u opxtem sluqaju, ne postoji veza
izme�u ∇XY i ∇YX. Ako su kovarijantni i Lijev izvod povezani relacijom

∇XY −∇YX = LXY,

ka�emo da je kovarijantni izvod simetriqan ili bez torzije. Ako je mno-
gostrukost Rimanova, tj. ako je na �oj zadata Rimanova metrika g ∈ T 0

2 (TM),
za kovarijantni izvod ka�emo da je saglasan sa metrikom ako je ∇Xg = 0 za
svako vektorsko po	e X ∈ X (M). U Glavi 1 �emo da vidimo da na je na Ri-
manovoj mnogostrukosti postoji jedinstveno kovarijantno diferencira�e koje
je simetriqno i saglasno sa metrikom. Takav kovarijantni izvod naziva�emo
Levi{Qivitinim kovarijantnim izvodom.

14Naravno, izbor ove projekcije nije jedinstven, razliqiti izbori projekcija da�e nam
razliqita diferencira�a na T (TM).
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Zadatak 30. Neka je na Rimanovoj mnogostrukosti M sa Rimanovom me-
trikom g zadat Levi{Qivitin kovarijantni izvod ∇. Dokazati da je

LX(X[) = (∇XX)[ +
1

2
d‖X‖2,

gde je Z[ dual u vektorskog po	a Z u odnosu na metriku g, tj. kovektorsko po	e
definisano sa Z[(Y ) = g(Z, Y ), a d‖X‖2 spo	ax�i diferencijal funkcije
p 7→ ‖Xp‖2 = gp(Xp, Xp). X

Za razliku od uslova ∇Xg = 0 za sve X, nemogu�e je oqekivati da bude
LXg = 0 za sve X. Vektorsko po	e X za koje va�i LXg = 0 naziva se
Kilingovim vektorskim po	em. Jednoparametarska grupa difeomorfizama
ψt generisana Kilingovim vektorskim po	em quva Rimanovu metriku g, tj.
va�i ψ∗t g = g.

Zadatak 31. Neka je ∇ Levi{Qivitin kovarijantni izvod na Rimanovoj
mnogostrukosti M sa Rimanovom metrikom g. Dokazati da je vektorsko po	e
X Kilingovo ako i samo ako je

g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) = 0 za sve Y, Z ∈ X (M). (51)

Drugim reqima, X je Kilingovo vektorsko po	e ako i samo ako je linearni
operator

∇·X : X (M)→ X (M), Y 7→ ∇YX
simetriqan u odnosu na metriku g. Jednaqina (51) naziva se Kilingovom
jednaqinom. ]

3. Kratki uvod u diferencijalnu topologiju

3.1. Normalna rasloje�a i cevaste okoline. Neka je M glatka mno-
gostrukost i N ⊂M . Skup

TNM :=
⋃
p∈N

TpM

nazivamo restrikcijom tangentnog rasloje�a TM na podskup N . Ako je N
glatka podmnogostrukost, TNM je mnogostrukost dimenzije dim N+dim M . U
svakoj taqki p ∈ N mnogostrukost N ima svoj tangentni prostor TpN . Koliq-
niqki prostor νpN := TpM/TpN nazivamo normalnim prostorom podmno-
gostrukosti N u taqki p, a uniju

νN :=
⋃
p∈N

νpN

normalnim rasloje�em podmnogostrukost N . Normalno rasloje�e νN ima
strukturu glatke mnogostrukosti i pri tome je dim νN = dim M .

Teorema 18. (Teorema o cevastoj okolini) Neka je M glatka mno-
gostrukost i N ⊂M �ena glatka podmnogostrukost. Tada postoji otvorena
okolina U ⊂ N koja je difeomorfna okolini nultog seqe�a normalnog raslo-
je�a νN .

Okolina U iz prethodne teoreme naziva se cevastom okolinom podmno-
gostrukosti N .
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Teorema 19. (Teorema o kragni) Neka je M glatka mnogostrukost sa
granicom ∂M . Tada postoji otvorena okolina U ⊃ ∂M difeomorfna skupu
[0, 1[×∂M .

Okolina U iz prethodne teoreme naziva se kragnom granice ∂M .
Dokaze ove dve teoreme vide�emo u Glavi 1.

3.2. Poenkareova dualnost. Neka je M kompaktna orijentisana mno-
gostrukost bez granice, i neka je dim M = n. Iz Stoksove teoreme sledi da je
sa ∫

M

: Hn
dR(M)→ R, [ζ] 7→

∫
M

ζ (52)

dobro definisano linearno preslikava�e. Zaista, ako je [ζ1] = [ζ2] u Hn
dR(M),

onda je ζ1 = ζ2 + dη za neku formu η ∈ Ωn−1(M). Iz Stoksove teoreme sledi∫
M

ζ1 −
∫
M

ζ2 =

∫
M

dη =

∫
∂M=∅

η = 0,

pa integral u (52) ne zavisi od izbora forme koja definixe datu de Ramovu
kohomoloxku klasu. Kada ne postoji opasnost od nesporazuma, oznaqava�emo
sa
∫
M
η i integral forme i vrednost linearnog preslikava�a (52) na koho-

moloxkoj klasi [η].
Na sliqan naqin se dokazuje da je dobro definisano bilinearno preslika-

va�e ∫
M

: Hk
dR(M)⊗Hn−k

dR (M),→ [ζ]⊗ [η] 7→
∫
M

η ∧ ζ. (53)

Mo�e da se doka�e da je ovo bilinearno preslikava�e nedegerisano (dokaz
mo�e da se vidi u [18]).

Neka je S ⊂ M kompaktna orijentisana podmnogostrukost bez granice i
neka je j : S ↪→M ulaga�e. Ako je dim S = k, onda je, sliqno kao (52), linearno
preslikava�e ∫

S

: Hk
dR(M)→ R, [ζ] 7→

∫
S

j∗ζ (54)

dobro definisano. Iz Risove teoreme o reprezentaciji linearnih funkciona-
la sledi da postoji vektor PD(S) ∈ Hn−k(M) takav da se �egovim spariva�em
sa nedegenerisanom bilinearnom formom (53) dobija funkcional (54); drugim
reqima ∫

S

j∗η =

∫
M

η ∧ PD(S). (55)

Formu j∗η nazivamo restrikcijom forme η na podmnogostrukost S; kada ne
postoji potreba za suvixe preciznim oznakama, restrikciju forme oznaqavamo
istim slovom; tako npr. umesto (55) pixemo∫

S

η =

∫
M

η ∧ PD(S).

Definicija 26. Kohomoloxka klasa PD(S) ∈ Hn−k(M) definisana jed-
naqinom (55) naziva se Poenkareovim dualom podmnogostrukosti S. ♦

Primer 35. Ako jeM povezana, kompaktna i bez granice, onda je PD(M) =
1 ∈ H0(M) ∼= R. ]

Zadatak 32. Xta je PD(M) akoM nije povezana? Xta je Poenkareov dual
neke komponente povezanosti? X
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Primer 36. Neka je M povezana orijentisana kompaktna mnogostrukost
dimenzije n bez granice. Ako je p ∈M , integral 0{forme (tj. funkcije) f po
N = {p} je, po definiciji, vrednost f(p). Zatvorene 0{forme na M su kon-
stantne funkcije, odakle vidimo da je Poenkareov dual PD({p}) kohomoloxka
klasa u Hn(M) takva da je ∫

M

PD({p}) = 1. (56)

Primetimo da ova klasa mo�e da se realizuje n{formom koja ima nosaq u
proizvo	no maloj otvorenoj okolini taqke p. Preciznije, lako je na�i n{
formu a(x1, . . . , xn) dx1 ∧ . . . ∧ dxn u Rn koja zadovo	ava (56) i ima nosaq u
proizvo	no maloj okolini nule, a time i takvu formu u proizvo	no maloj
lokalnoj karti oko p. Ona je zatvorena zbog dimenzije, pa definixe koho-
moloxku klasu, koja zbog (56) definixe Poenkareov dual taqke.

Primetimo da je svaka n{forma koja zadovo	ava (56) Poenkareov dual
(svake) taqke, pa sve takve forme pripadaju istoj kohomoloxkoj klasi. Poxto
proizvo	na n{forma mo�e da se pomno�i konstantom tako da va�i (56),
sledi da je n{ta de Ramova kohomologija povezane orijentisane kompaktne mno-
gostrukosti dimenzije n bez granice

Hn(M) ∼= R (57)

i da je preslikava�e ∫
M

: Hn(M)→ R

izomorfizam. Ovo je preciznije tvr�e�e od Posledice 6 na str. 21. ]

Zadatak 33. Xta je Poenkareov dual konaqnog skupa N = {p1, . . . , pk}? X

Napomena 12. (de Ramova kohomologija sa kompaktnim nosaqem)
U prethodnim razmatra�ima smo pretpostavili da jeM (sem xto je orijenti-
sana) kompaktna i bez granice, da bi integral (52) bio definisan. Ovi uslovi
mogu da se oslabe. Ako je M orijentisana mnogostrukost koja nije kompaktna,
integral je i da	e definisan, ali za diferencijalne forme sa kompaktnim
nosaqem. Sliqno, ako M ima granicu, integral je definisan za diferenci-
jalne forme qiji je nosaq kompaktan podskup u M \ ∂M . Oznaqimo ovakve
forme sa Ωkc (M), za k ∈ {0, 1, . . . , n}, n = dim M .

Jasno je da je diferencijal forme sa kompaktnim nosaqem opet forma sa
kompaktnim nosaqem. Tako sti�emo do definicije de Ramove kohomologije sa
kompaktnim nosaqem Hk

c (M), koja je ista kao definicija obiqne de Ramove
kohomologije, samo sa formama Ωkc (M) umesto Ωk(M). Ako sa Zkc (M) oznaqimo
k{forme sa kompaktnim nosaqem qiji je diferencijal jednak nuli, a sa Bkc (M)
k-forme oblika dη za η ∈ Ωk−1

c (M), k{ta de Ramova kohomologija sa kompakt-
nim nosaqem je

Hk
c (M) := Bkc (M)/Zkc (M).

Za razliku od obiqne de Ramove kohomologije, preslikava�e F : M → N
ne indukuje preslikava�e

F ∗ : Hk
c (N)→ Hk

c (M) (58)

(npr, ako je F projekcija R× R→ R, onda F ∗η nema kompaktan nosaq sem ako
je η = 0). Ako je F difeomorfizam, onda je skup K ⊂M kompaktan ako i samo
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ako je F (K) kompaktan, pa je u sluqaju difeomorfizama preslikava�e (58)
dobro definisano.

Kao u sluqaju obiqne de Ramove kohomologije, iz (F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗ sledi
da difeomorfne mnogostrukosti imaju izomorfne de Ramove kohomologije sa
kompaktnim nosaqem. Me�utim, treba imati u vidu va�nu qi�enicu da de
Ramova kohomologija sa kompaktnim nosaqem nije homotopska invarijanta. Na
primer, Poenkareova lema za obiqnu de Ramovu kohomologiju glasi

Hk(Rn) =

{
R, k = 0

0, k 6= 0
(59)

dok za de Ramovu kohomologiju sa kompaktnim nosaqem va�i

Hk
c (Rn) =

{
R, k = n

0, k 6= n.
(60)

Ovo se lako vidi u sluqaju n = 1: zatvorena 0{forma na R sa kompaktnim
nosaqem je konstantna funkcija sa kompaktnim nosaqem, dakle nula. Odatle
sledi H0

c (R) = 0. Ostaje da izraqunamo kohomologiju H1
dR(M). Poxto je

Ω2
c(R) = 0, svaka 1{forma sa kompaktnim nosaqem je zatvorena (pa je B1

c (R) =
Ω1
c(R)) i oblika f(x) dx, gde je f glatka funkcija sa kompaktnim nosaqem. Ako

je f(x) dx taqna u algebri formi sa kompaktnim nosaqem, onda je f(x) = g′(x)
za neku funkciju g sa kompaktnim nosaqem, pa je∫

R
f(t) dt = g(+∞)− g(−∞) = 0.

Obrnuto, ako je
∫
R f(t) dt = 0, onda je

g(x) :=

∫ x

−∞
f(t) dt

funkcija sa kompaktnim nosaqem i f(x) dx = dg. Drugim reqima, jezgro pres-
likava�a ∫

R
: B1

c (R)→ R

je Z1
c (R), odakle dobijamo H1

c (R) := B1
c (R)/Z1

c (R) = B1(R)/ker
∫
R
∼= im

∫
R = R.

Time smo pokazali (60) za n = 1.
Radi pore�e�a primetimo da je, bez pretpostavke o kompaktnosti, svaka

konstantna funkcija zatvorena 0{forma, pa je H0(R) = R, dok je za svaku
1{formu f(x) dx dobro definisana �ena primitivna funkcija

g(x) :=

∫ x

0

f(t) dt,

ako ne zahtevamo kompaktnost �enog nosaqa, pa jeH1(R) = 0. Odakte sledi (59)
za n = 1.

Inkluzija Ωkc (M) ↪→ Ωk(M) indukuje linearno preslikava�e

Hk
c (M)→ Hk(M). (61)

Ovo preslikava�e u opxtem sluqaju nije injektivno: k{forma η sa kompakt-
nim nosaqem mo�e da bude diferencijal forme iz Ωk−1(M), a da pri tome ne
bude diferencijal neke forme sa kompaktnim nosaqem (kao xto smo upravo
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videli ve� na najjednostavnijem primeru k = 1 i M = R), pa u tom sluqaju
preslikava�e (61) ima netrivijalno jezgro.

Modifikacija forme (53)∫
M

: Hk
c (M)⊗Hn−k(M)→ R, [ζ]⊗ [η] 7→

∫
M

η ∧ ζ (62)

je dobro definisana bilinearna forma, koja je nedegenerisana, ukolikoM ima
konaqno dobro pokriva�e15. Sliqno, dobro je definisana i nedegenerisana
bilinearna forma∫

M

: Hk(M)⊗Hn−k
c (M)→ R, [ζ]⊗ [η] 7→

∫
M

η ∧ ζ. (63)

Za kompaktnu orijentisanu podmnogostrukost bez granice S ⊂M dimenzije k
dobro je definisan integral∫

S

: Hk
c (M)→ R, ζ 7→

∫
S

j∗ζ, (64)

ali i integral (54), pri qemu ne smeta to xto forma ζ nema kompaktan
nosaq, jer se integrali po kompaktnoj podmnogostrukosti S. Odatle sledi
da je, kao u kompaktnom sluqaju, definisan Poenkareov dual, ali sada na
dva naqina. Spariva�em integrala (64) sa (62) dobijamo Poenkareov dual
PD(S) ∈ Hn−k(M), a spariva�em integrala (54) sa (63) dobijamo Poenkareov
dual PDc(S) ∈ Hn−k

c (M) koji pripada kohomologiji sa kompaktnim nosaqem.
Naravno, ova dva Poenkareova duala se razlikuju (videti [18] za deta	e). �

3.3. Kobordizmi. Kompaktna mnogostrukost bez granice naziva zatvo-
renom. Mnogostrukost se naziva otvorenom ako nema nijednu zatvorenu kom-
ponentu povezanosti. Zatvorenost komponentni povezanosti mnogostrukosti
dimenzije n mo�e da se opixe u terminima n{te homoloxke grupe sa koefi-
cijentima u Z2:

Teorema 20. Neka jeM povezana mnogostrukost dimenzije n. Tada va�i:

(1) ako je M zatvorena, onda je Hn(M ;Z2) = Z2;
(2) ako M nije zatvorena, onda je Hn(M ;Z2) = 0.

Generator grupe Hn(M ;Z2) zatvorene n{dimenzione mnogostrukosti M
naziva se �enom fundamentalnom klasom i oznaqava sa [M ].

Neka je P topoloxki prostor. Neprekidno preslikava�e

f : M → P

mnogostrukosti M u topoloxki prostor P indukuje preslikava�e

f∗ : Hn(M ;Z2)→ Hn(P ;Z2)

Norman Stinrod je 1946. godine postavio pita�e da li svaka homoloxka
klasa mo�e da se realizuje pomo�u mnogostrukosti [27]. Preciznije, neka je
data n{ta homoloxka A ∈ Hn(M ;Z2). Da li postoje zatvorene mnogostrukosti
M1, . . . ,Mk i preslikava�a

f1 : M1 → P, . . . , fk : Mk → P

15{Uα} je dobro pokriva�e mnogostrukosti M ako je M =
⋃
α Uα i ako su svi neprazni

konaqni preseci Uα1 ∩ . . . ∩ Uαk difeomorfni Rn.
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takva da je

A = f1
∗ [M1] + . . .+ fk∗ [Mk]?

Odgovor na ovo pita�e dao je Rene Tom [50], uvode�i pri tome pojam kobor-
dizma. Dve zatvorene mnogostrukostiM0,M1 iste dimenzije n su kobordantne
ako postoji mnogostrukost sa granicom W dimenzije n+ 1 qija je granica ∂W
difeomorfna disjunktnoj uniji M0 tM1. Uvodimo ovaj pojam preciznijom
definicijom.

Definicija 27. Kobordizam izme�u zatvorenih mnogostrukostiM0 iM1

iste dimenzije n je qetvorka (W,M0,M1, j0, j1), gde jeW mnogostrukost dimen-
zije n+ 1 sa granicom ∂W , i

j0 : M1 →W, j1 : M1 →W

ulaga�a, takva da je ∂W = j0(M0) t j1(M1). Mnogostrukosti su kobordantne
ako postoji kobordizam izme�u �ih. ♦

Prazan skup je, po definiciji, mnogostrukost svake dimenzije. Za mno-
gostrukost koja je kobordantna praznom skupu (tj. mnogostrukost koja je gra-
nica mnogostrukosti za jedan ve�e dimenzije) ka�emo da je kobordantna nuli.

Kobordizam je relacija ekvivalencije na klasi mnogostrukosti dimenzije
n: W = M × [0, 1] je mnogostrukost sa granicom ∂W ∼= M tM i obezbe�uje
refleksivnost, simetriqnost sledi iz definicije i simetriqnosti disjunk-
tne unije, a tranzitivnost iz qi�enice da lep	e�em kobordizma W0 izme�u
M0 i M1 i kobordizma W1 izme�u M1 i M2 du� dela granica difeomorfnih
M1 dobijamo kobordizam izme�u M0 i M1. Skup svih klasa ekvivalencije
oznaqava se sa Nn.

Disjunktna unija definixe na Nn strukturu Abelove grupe:
+ : ([M ], [N ]) ∈ Nn → Nn, [M ] + [N ] := [M tN ], 0 := [∅]. (65)

Primer 37. Zatvorene 0{dimenzione mnogostrukosti su konaqni skupovi
taqaka. Poxto 1{dimenziona mnogostrukost ima paran broj taqaka na granici,
dve 0{dimenzione mnogostrukosti su kobordantne, ako i samo ako imaju isti
broj taqaka po modulu 2. Sledi da je N0 = Z2.

Zatvorene 1{dimenzione mnogostrukosti su konaqne unije krugova S1. Sva-
ka unija k krugova je granica sfere bez k diskova, pa je svaka zatvorena 1{
dimenziona mnogostrukost kobordantna nuli, odnosno N1 = 0.

Orijentabilne povrxi mogu da se realizuju kao podmnogostrukosti u R3,
pa se lako vidi da su one kobordantne nuli. Mo�e da se doka�e da projek-
tivna ravan RP 2 nije kobordantna nuli i da je svaka neorijentabilna povrx
kobordantna projektivnoj ravni, pa je N2 = Z2. ]

Iz refleksivnosti relacije kobordizma sledi da su u Abelovoj grupi Nn
svi elementi reda 2.

Skup

N∗ :=

∞⊕
n=0

Nn

ima strukturu prstena. Uz sabira�e (65) koje na N∗ definixe strukturu
Abelove grupe, definisano je i mno�e�e, pomo�u

× : ([M ], [N ]) : Nk ×Nn → Nk+n, [M ]× [N ] := [M ×N ]. (66)
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Drugim reqima, (N∗,+,×) je graduisani prsten. Tom je dokazao slede�u teo-
remu:

Teorema 21. N∗ je prsten polinoma Z2[x2, x4, x5, x6, x8, . . .] sa po jednim
generatorom xj ∈ Nj za svako j 6= 2k − 1.

Primetimo da rezultati iz Primera 37 slede iz ove teoreme. Tom je
dokazao i da za generatore xj za parne j mogu da se uzmu projektivni prostori
RP j . A. Dold [26] je opisao generatore za neparne j.

Definicija 28. Singularna podmnogostrukost dimenzije n u prostoru
P je par (M,f), gde je M glatka mnogostrukost dimenzije n i f : M →
P neprekidno preslikava�e. Dve singularne podmnogostrukosti (M0, f

0),
(M1, f

1) su bordantne ako postoji kobordizam (W,M0,M1, j0, j1) i neprekidno
preslikava�e F : W → P takvo da je F ◦ j0 = f0 i F ◦ j1 = f1. ♦

Bordizam singularnih podmnogostrukosti u P je relacija ekvivalencije;
skup klasa ekvivalencije oznaqavamo sa Nn(P ). I ovaj skup ima strukturu
prstena, definisanu pomo�u (65), (66) i definicije preslikava�a f+g i f×g
za (M,f), (N, g) ∈ N∗(P ) na prirodan naqin. Primetimo da je Nn = Nn({p})
gde je {p} jednoqlan skup.

Napomena 13. Postoji izvesna nedoslednost u primeni termina bordizam
i kobordizam u literaturi. R. Tom je koristio termin kobordizam, od fran-
cuske reqi bord za granicu, na isti naqin na koji se koristi npr. kolin-
earnost za pripada�e istoj pravoj liniji. Kasnije se ispostavilo da je N∗(P )
generalisana homoloxka teorija, pa je za �u u upotrebi termin teorija bor-
dizama, a za dualnu, kohomoloxku teoriju teorija kobordizama. �

Mo�e da se doka�e slede�e tvr�e�e.

Lema 5. Ako singularne podmnogostrukosti (M0, f
0), (M1, f

1) definixu
istu klasu u Nn(P ), onda va�i

f0
∗ [M0] = f1

∗ [M1].

Odatle sledi da je preslikava�e

Nn(P )→ Hn(P ;Z2), (M,f) 7→ f∗[M ]

dobro definisano. Stinrodovo pita�e sada mo�e da se preformulixe kao
pita�e da li je ovo preslikava�e surjektivno.

Analogno pita�e mo�e da se postavi i za sluqaj koeficijenata u Z umesto
u Z2. U tom sluqaju postoji analogna teorija orijentisanih (ko)bordizama.
Analogija Teoreme 20 za koeficijente u Z je slede�a teorema (primetimo da
ove dve teoreme daju precizniju homoloxku karakterizaciju orijentabilnosti
i zatvorenosti mnogostrukosti od rezultata (57) koji smo izveli na str. 46).

Teorema 22. Neka jeM povezana mnogostrukost dimenzije n. Tada va�i:

(1) ako je M zatvorena i orijentabilna, onda je Hn(M ;Z) = Z;
(2) ako je M zatvorena i neorijentabilna, onda je Hn(M ;Z) = 0;
(3) ako M nije zatvorena, onda je Hn(M ;Z) = 0.

Tom je u [50] dao i odgovor na Stinrodovo pita�e za sluqaj homologije sa
koeficijentima u Z (koji je u tom sluqaju slo�eniji). Za taj sluqaj uveo je
pojam orijentisanih kobordizama, u klasi orijentisanih mnogostrukosti.
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Neka je W mnogostrukost dimenzije n + 1 sa granicom. Primetimo da je,
na osnovu Teoreme o kragni na str. 45, mogu�e du� granice mnogostrukosti
izabrati glatko vektorsko po	e X koje nigde nije jednako nuli i pripada
normalnom rasloje�u ν(∂W ). Ako je µ ∈ Ωn+1(W ) forma orijentacije na W ,
granicu ∂W mo�emo da orijentixemo pomo�u forme iXµ ∈ Ωn(∂W ).

Zadatak 34. Neka je M zatvorena mnogostrukost dimenzije n sa ori-
jentacijom zadatom formom µ ∈ Ωn(M) i W = M × [0, 1] i neka je na W
zadata orijentacija formom µ ∧ dt. Dokazati da, bez obzira na to kakva je
orijentacija izabrana na W , jedan od difeomorfizama

j0 : M →M × {0}, j1 : M →M × {1}, j0(x) = (x, 0), j1(x) = (x, 1)

quva, a drugo me�a orijentaciju. X

Definiximo sada relaciju ekvivalencije na klasi orijentisanih mno-
gostrukosti.

Definicija 29. Orijentisane zatvorene mnogostrukostiM0 iM1 dimen-
zije n su orijentisano kobordantne ako postoji orijentisana mnogostrukost
sa granicom W dimenzije n+ 1, qija je granica ∂W difeomorfna disjunktnoj
unijhi M0 ×M1 tako da difeomorfizam quva orijentaciju. ♦

Skup klasa ekvivalencije relacije orijentisanog kobordizma definisane
na mnogostrukostima dimenzije n oznaqavamo sa Ωn. Kao i u sluqaju neori-
jentisanih kobordizama,

Ω∗ :=

∞⊕
n=0

Ωn

ima strukturu prstena.
Ako jeM orijentisana mnogostrukost, sa−M oznaqavamo mnogostrukost sa

suprotnom orijentacijom. Iz Zadatka 34 sledi da suM i−M kobordantne, ali
ne i M i M . Drugim reqima, elementi Abelove grupe (Ωn,+) nisu reda 2 kao
u sluqaju grupe (N ,+). Na primer, Ω0 = Z. Isto kao i kod neorijentisanih
kobordizama zak	uqujemo da je Ω1 = 0 i Ω2 = Z (za razliku od N2 = Z2,
jer se sada radi samo u klasi orijentisanih mnogostrukosti). Opis prstena
Ω∗ je komplikovaniji od opisa prstena N∗ datog u Teoremi 21, ali tenzorski
proizvod Ω∗×Q je izomorfan prstenu polinoma sa generatorima xj = [CP 2j ].

Zadatak 35. Neka suM i N povezane mnogostrukosti i p, q ∈ N regularne
vrednosti glatkog preslikava�a f : M → N . Dokazati:

(a) f−1(p) i f−1(q) su kobordantne mnogostrukosti.
(b) Ako je M kompaktna i dim M = dim N , onda je f−1(p) konaqan skup.
(v) Ako je broj elemenata skupa f−1(p) neparan, onda je f(M) = N . X

3.4. Stepen preslikava�a. Neka su M i N povezane zatvorene mno-
gostrukosti iste dimenzije. Ako su q0, q1 ∈ N regularne vrednosti glatkog
preslikava�a f : M → N , onda su f−1(q0) i f−1(q1) mnogostrukosti dimen-
zije nula, xto znaqi da su (zbog kompaktnosti M) konaqni skupovi taqaka.
Iz Teoreme o transverzalnosti sledi da postoji put γ : [0, 1] → N koji je
transverzalan na f . Inverzna slika f−1[(γ[0, 1]) je mnogostrukost dimenzije 1
sa granicom f−1(q0) ∪ f−1(q1). To znaqi da su f−1(q0) i f−1(q1) skupovi iste
parnosti (videti Primer 37), xto opravdava slede�u definiciju.
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Definicija 30. Stepen glatkog preslikava�a f : M → N po modulu 2,
gde su M i N zatvorene mnogostrukosti iste dimenzije, je broj taqaka skupa
f−1(q) po modulu 2, za regularnu vrednost q ∈ N . ♦

Stepen preslikava�a f po modulu 2 oznaqavamo sa deg2 f . Sliqno dokazu
da stepen deg2 f ne zavisi od izbora regularne taqke, mo�e da se vidi da je
on homotopska invarijanta preslikava�a f . Ako homotopiju ft izme�u f0 i
f1 postavimo u transverzalan polo�aj prema zajedniqkoj kritiqnoj taqki q
preslikava�a f0 i f1, skup {(p, t) | f(t, p) = q} �e da bude podmnogostrukost
dimenzije 1 u M , pa �e broj taqaka �egove granice biti paran, a upravo broj
tih taqaka po modulu 2 je deg2 f0 + deg2 f1.

Ako �elimo da definixemo stepen preslikava�a u Z umesto Z2, pos-
tupamo isto kao pri prelasku sa neorijentisanih kobordizama na orijenti-
sane - uzimamo u obzir orijentaciju. Neka su M i N zatvorene i orijenti-
sane formama orijentacije µM i µN . Preslikava�e f∗(p) : TpM → Tf(p)N
je izomorfizam ako je p regularna taqka, pa mo�emo da definixemo broj
sgn(det) f∗(p) ∈ {−1, 1} u zavisnosti od toga da li f∗(p) slika bazu saglasnu sa
orijentacijom µM (videti Definiciju 11 na str. 17) u bazu sasglasnu sa ori-
jentacijom µN ili ne. Drugim reqima, ako je X1, . . . , Xn baza prostora TpM
saglasna sa orijentacijom na M , sgn(det) f∗(p) definixemo kao znak broja
µN (f∗X1, . . . , f∗Xn). Lako je videti da je ovaj broj u lokalnim koordinatama
koje quvaju orijentaciju znak jakobijana preslikava�a f u tim koordinatama.

Definicija 31. Stepen glatkog preslikava�a f : M → N , gde su M i N
zatvorene orijentisane mnogostrukosti iste dimenzije, je broj

deg f :=
∑

p∈f−1(q)

sgn(det f∗(p)),

gde je q ∈ N regularna vrednost. ♦

Kao i u sluqaju stepena po modulu 2, ovaj broj ne zavisi od izbora reg-
ularne vrednosti (s tim xto umesto Primera 37 koristimo argument iz Za-
datka 34) i predstav	a homotopsku invarijantu preslikava�a.

Neka je q ∈ N regularna vrednost preslikava�a f : M → N . Tada je
f−1(q) konaqan skup {p1, . . . , pk}. Iz Teoreme o inverznoj funkciji sledi da
svaka taqka pj ima okolinu Vj koja se difeomorfno slika na okolinu U taqke
q. Pretpostavimo da je µN forma kojom je definisana orijentacija na N . Iz
Primera 36 na str. 46 sledi da je(∫

M

µ

)−1

µ = PD({p})

i da kohomoloxku klasu PD({p}) (a time i µ) mo�emo da predstavimo formom
koja je sadr�ana u U . Primenom teoreme o smeni promen	ive u integralu na
svaku od okolina Vj dobijamo formulu∫

M

f∗µN = deg f

∫
N

µN . (67)

Specijalno, neka je M = N . Iz Stoksove teoreme sledi da forma ori-
jentacije µ definixe netrivijalnu klasu [µ] ∈ Hdim M

dR (M) = R (videti( 57)
na str. 46), pa iz (67) vidimo da je

f∗ : Hdim M
dR (M)→ Hdim M

dR (M)
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mno�e�e sa deg f .

Primer 38. Orijentacija na sferi Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 | x2
0 + . . .+

x1
n = 1} data je n{formom

µ :=

n∑
k=0

(−1)kxk dx0 ∧ . . . ∧ d̂xk ∧ . . . ∧ dxn,

gde simbol ·̂ oznaqava da je taj qlan izostav	en. Iz Stoksove teoreme lako
sledi da je [µ] netrivijalna klasa u Hn

dR(Sn). Za antipodalno preslikava�e
sfere

a : Sn → Sn, a(x) = −x.
va�i a∗µ = (−1)n+1µ, pa je deg a = (−1)n+1. ]

Primetimo da iz (67) sledi i nezavisnost definicije stepena od izbora
regularne vrednosti, kao i to da homotopski ekvivalentna preslikava�a imaju
isti stepen:

f ' g ⇒ deg f = deg g. (68)

Ovo posled�e nam omogu�ava da, uz pomo� Teoreme 1 na str. 4, definixemo
stepen neprekidnog preslikava�a, kao stepen proizvo	nog glatkog preslika-
va�a u �egovoj homotopskoj klasi.

Slede�a teorema, koju navodimo bez dokaza, izdvaja specijalan sluqaj u
kome u (68) va�i ekvivalencija.

Teorema 23. (Hopfova) Neka jeM zatvorena mnogostrukost dimenzije
n. Neprekidna preslikava�a

f, g : M → Sn

su homotopski ekvivalentna ako i samo ako imaju isti stepen.

3.5. Indeks preseka. Stepen preslikava�a, koji broji rexe�a jedna-
qine f(x) = q (u Z2 ili u Z sa znakom koji zavisi od orijentacije) mo�e da
se uopxti na prirodan naqin. To uopxte�e je invarijanta koja, na sliqan
naqin, broji preseqne taqke podmnogostrukosti.

Neka jeM zatvorena mnogostrukost dimenzije n, S ⊂M zatvorena podmno-
gostrukost dimenzije n− k, R mnogostrukost dimenzije k i f : R→M glatko
preslikava�e. Ako je f transverzalno na S, onda je f−1(S) mnogostrukost di-
menzije nula, odnosno konaqan skup taqaka. Broj tih taqaka po modulu 2 nazi-
vamo indeksom preseka preslikava�a f i podmnogostrukosti S. Oqigledno je
da u sluqaju S = {q} dobijamo definiciju stepena po modulu 2.

Specijalno, ako je S podmnogostrukost transverzalna na R, indeks preseka
inkluzije j : S ↪→ M i R nazivamo indeksom preseka podmnogostrukosti i
oznaqavamo sa R · S.

Kao i u sluqaju stepena, indeks preseka sa vrednostima u Z mo�emo da
definixemo ako su mnogostrukosti R, S i M orijentisane. Tada u svakoj
taqki p ∈ f−1(S) izaberemo bazu X1, . . . , Xk saglasnu sa orijentacijom u R, a u
taqki f(p) ∈ S bazu Y1, . . . , Yn−k saglasnu sa orijentacijom u S. Definixemo
σ(p) = 1 ako je baza16 f∗(p)X1, . . . , f∗(p)Xk, Y1, . . . , Yn−k saglasna sa orijentaci-
jom u M i σ(p) = −1 ako nije i indeks preseka kao

∑
p∈f−1(S) σ(p).

16Ovo jeste baza, zbog uslova transverzalnosti
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Postoji formula koja uopxtava (67): za svaku zatvorenu podmnogostrukost
S ⊂ M definisana je de Ramova kohomoloxka klasa PD(S) ∈ Hdim S

dR (M)
(Poenkareov dual podmnogostrukosti S). Za svake dve zatvorene podmnogo-
strukosti R,S takve da je dim R+ dim S = dim M va�i

R · S =

∫
M

PD(R) ∧ PD(S). (69)

Koriste�i definiciju Poenkareovog duala (69) mo�emo da napixemo u ekvi-
valentnom obliku

R · S =

∫
S

PD(R). (70)

Primetimo da iz Primera 36 na str. 46 sledi da se u sluqaju kada je R = {q}
taqka u M i dim S = dim M ove formule svode na (67).

Iz (69), (70) sledi da je indeks preseka homotopska invarijanta. Za-
hva	uju�i tome mo�emo, koriste�i teoremu o transverzalnosti, da defin-
ixemo i indeks preseka mnogostrukosti R i S koje se ne seku transverzalno
kao indeks preseka mnogostrukosti R i jε(S), gde je jt homotopija i jε(S)
transverzalna na R. Specijalno ako je dimenzija mnogostrukosti M parna i
dim S = 1

2 dim M mo�emo da definixemo indeks samopreseka S · S podmno-
gostrukosti S.

Neka je M zatvorena mnogostrukost dimenzije n i f : M → M glatko
preslikava�e. Oznaqimo sa trk f

∗ trag linearnog preslikava�a

f∗ : Hk
dR(M)→ Hk

dR(M).

Broj

L(f) :=

n∑
k=0

(−1)ktrk f
∗

naziva se Lefxecovim brojem preslikava�a f . Naravno, ovaj broj je homotop-
ska invarijanta preslikava�a f .

Primer 39. Neka je f : Sn → Sn glatko preslikava�e. U Zadatku 11 na
str. 20 smo izraqunali kohomologiju sfere:

Hk
dR(Sn) =

{
R, k ∈ {0, n}
0, k /∈ {0, n}.

Iz definicije stepena sledi da je f∗ : Hn
dR(Sn)→ Hn

dR(Sn) mno�e�e sa deg f ,
dok iz povezanosti sfere sledi da je f∗ : H0

dR(Sn) → H0
dR(Sn) identiqko

preslikava�e. Odatle vidimo da je L(f) = 1 + (−1)n deg f . ]

Teorema 24. (Lefxecova teorema o fiksnim taqkama) Neka je

∆ := {(x, x) | x ∈M}
dijagonala u M ×M i neka je

Γ(f) := {(p, f(p)) ∈M ×M | p ∈M}
grafik glatkog preslikava�a f : M → M . Tada je indeks preseka podmno-
gostrukosti ∆ i Γ(f) u M ×M jednak Lefxecovom broju preslikava�a f :

∆ · Γ(f) = L(f)

Specijalno, ako je L(f) 6= 0, preslikava�e f ima bar jednu fiksnu taqku.
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Zadatak 36. Dokazati da glatko preslikava�e f : Sn → Sn koje nije
surjektivno ima fiksnu taqku. X

Primer 40. Iz Primera 39 sledi da glatko preslikava�e f : Sn → Sn
takvo da je deg f 6= (−1)n+1 fiksnu taqku. Primer 38 na str. 53 pokazuje da
preslikava�e stepena (−1)n+1 ne mora da ima fiksnu taqku. ]

Zadatak 37. Dokazati da glatko preslikava�e f : S2n → S2n ili ima
fiksnu taqku, ili postoji taqka x takva da je f(x) = −x. Izvesti odatle za-
k	uqak da svako preslikava�e g : RP 2n → RP 2n ima fiksnu taqku. Pokazati
da postoji preslikava�e h : RP 2n+1 → RP 2n+1 bez fiksne taqke. X

Poxto homotopski ekvivalentna preslikava�a indukuju isto preslika-
va�e u kohomologiji, va�i slede�a implikacija:

f ' idM ⇒ L(f) =

n∑
k=0

(−1)k dim Hk
dR(M). (71)

Broj

χ(M) =

n∑
k=0

(−1)k dim Hk
dR(M) (72)

je homotopska invarijanta mnogostrukosti M ; naziva se �enom Ojlerovom
karakteristikom.





GLAVA 1

Rasloje�a, koneksije, krivine

Rasloje�e je formalizacija intuitivnog pojma familije topoloxkih pro-
stora parametrizovane taqkama drugog topoloxkog prostora. Najjednostavni-
ji primer takve familije je Dekartov proizvod T × F , gde skup T mo�emo da
smatramo skupom parametara. Na primer, cilindar S1×R mo�e da se posmatra
kao familija pravih R, parametrizovana taqkama kruga S1. Mebijusova traka
je jox jedan primer familije pravih parametrizovane taqkama kruga, koja
se, topoloxki, globalno razlikuje od cilindra, ali lokalno ne: svaka taqka
θ ∈ S1 ima okolinu Iθ ⊂ S1, takvu da je familija pravih, parametrizovana
taqkama te okoline, homeomorfna Dekartovom proizvodu Iθ × R, bilo da se
radi o cilindru ili Mebijusovoj traci.

Uopoxte�e ovog primera, rasloje�e, je ure�ena qetvorka (X,B,F, π), gde su
X,B,F topoloxki prostori, a π : X → B neprekidno preslikava�e, takvo da
za svaku taqku x ∈ X postoji okolina U ⊂ B taqke π(x) ∈ B, takva da je π−1(U)
homeomorfno proizvodu U × F i to tako, da postoji takav homeomorfizam
ψU : π−1(U)→ U×F , da je kompozicija π◦ψ−1

U projekcija na prvu komponentu.
Va�an primer rasloje�a je natkriva�e { rasloje�e kod koga je F diskre-

tan skup (u diskretnoj topologiji svaka taqka je otvoren, pa time i zatvoren,
skup). Npr, (R,S1,Z, π), gde je π(x) = eix je natkriva�e kruga pravom; krug
mo�e da se shvati i kao koliqnik R/Z grupe (R,+) i �ene podgrupe (Z,+), a
preslikava�e π : R→ R/Z kao koliqniqko preslikava�e. Ako utopimo grupu
(Z×Z,+) kao podgrupu u (R×R,+) pomo�u homomorfizama f1(m,n) = (m,n),
f2(m,n) = (m,−n), f3(m,n) = (−m,−n), koliqniqki prostrori R×R/fi(Z×Z)
daju tri, topoloxki razliqita, natkriva�a { torus, Klajnovu flaxu i pro-
jektivnu ravan. Realni projektivni prostor RPn je skup klasa ekvivalencije
x ∼ −x na Sn. Time je definisano natkriva�e (S2,RP 2,Z2, π) sa kanonskom
projekcijom π : S2 → S2/∼. Kompleksni projektivni prostor CPn je rasloje�e
(S2n+1,CPn,S1, π).

Kao xto vidimo, ovi pojmovi mogu da se definixu i razmatraju u to-
poloxkoj kategoriji. Me�utim, u toj kategoriji ne mo�e da se odgovori na
neka, prirodna, pita�a. Na primer, potprostore {t0} × S i {t1} × S mo�emo
da smatramo paralelnim u trivijalnom rasloje�u T × S. To nam omogu�ava
da uvedemo pojam paralelnog pomera�a, sliqan paralelnoj translaciji u eu-
klidskim prostorima. Me�utim, xta je paralelnost u rasloje�u koje nije
Dekartov proizvod?

Pojam paralelnosti, koji je toliko va�an u geometriji euklidskih pros-
tora, uopxti�emo xiru kategoriju prostora pomo�u diferencijalnog raquna
na rasloje�ima. A poxto �emo se baviti diferencira�em, radi�emo u glatkoj
kategoriji. Pod terminom ,,glatko" podrazumeva�emo ,,klase C∞".

57
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1. Vektorska rasloje�a

1.1. Definicije i primeri. Vektorska rasloje�a su rasloje�a koja
imaju dodatnu, linearnu, strukturu. Preciznije, �ih uvodimo slede�om de-
finicijom.

Definicija 1. Neka je M glatka mnogostrukost. Glatko vektorsko
rasloje�e E nad bazomM je familija {Ep}p∈M vektorskih prostora nad po	em
K ∈ {R,C}, takva da

(1) skup

E =
⋃
p∈M

Ep

ima strukturu mnogostrukosti;
(2) projekcija

π : E →M, π(e) := p za e ∈ Ep

je glatka;
(3) za svaku taqku p0 ∈M postoji otvoren skup U ⊂M takav da je p0 ∈ U

i difeomorfizam

ψU : π−1(U)→ U ×Kr

takav da je za svako p ∈ U restrikcija

ψU : Ep = π−1(p)→ {p} ×Kr

linearni izomorfizam vektorskih prostora.

Primetimo da je E mnogostrukost dimenzije r + dimM . Preslikava�e ψU
naziva se lokalnom trivijalizacijom, prostor Ep slojem ili vlaknom nad
taqkom p, a broj r = dimEp rangom rasloje�a E. Rasloje�e ranga 1 nazivamo
linijskim rasloje�em.

Eko su E i F rasloje�a nad istom bazom M i pri tome Fp ⊂ Ep za svako
p ∈M , ka�emo da je F podrasloje�e rasloje�a E.

Ako je A ⊂ M , skup π−1(A) oznaqavamo sa EA i nazivamo restrikcijom
rasloje�a E na skup A. ♦

Koriste�i oznaku iz prethodne definicije, lokalnu trivijalizaciju mo-
�emo da napixemo u obliku

ψU : EU → U ×Kr.

Kada bax �elimo da budemo precizni, pod rasloje�em podrazumevamo
ure�enu trojku (E,M, π) (ili qetvorku (E,M,Kr, π)), a samu mnogostrukost E
onda nazivamototalnim prostorom rasloje�a. Nekada rasloje�e oznaqavamo
dijagramom

Kr → E
↓
M.

Primer 1. Proizvod E = M × Kr i kanonska projekcija π na prvu kom-
ponentu definixu vektorsko rasloje�e. ]
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Primer 2. Tangentno rasloje�e

TM :=
⋃
p∈M

TpM

je unija svih tangentnih prostora mnogostrukosti M . ]

Primer 3. Distribucija ∆ tangentnih vektora na M , o kojoj je bilo
reqi u Frobenijusovoj teoremi, je podrasloje�e tangentnog rasloje�a TM . ]

Primer 4. Neka je KPn projektivni prostor dimenzije n nad po	em K,
tj. skup svih pravih u prostoru Kn+1 koje prolaze kroz koordinatni poqetak.
Tautoloxko rasloje�e nad KPn je linijsko rasloje�e

γ1
n(K) := {(l, x) ∈ KPn ×Kn+1 | x ∈ l}. (1)

Projekcija π : γ1
n → KPn je definisana sa π(l, x) = l. Sloj nad taqkom l ∈ KPn

je prava l ⊂ Kn+1.
Gor�i indeks 1 u γ1

n stoji zbog toga xto postoji uopxte�e ove konstruk-
cije. Naime, skup svih k{dimenzionih potprostora u Kn se naziva Grasmani-
janom ili Grasmanovom mnogostrukox�u i oznaqava sa Gk(Kn). Oqigledno je
da je KPn = G1(Kn+1). Po analogiji sa (1) definixe se tautoloxko rasloje�e
γkn nad bazom Gk(Kn).

Primetimo da grupa O(n) ortogonalnih n × n matrica dejstvuje tranzi-
tivno na skupu k{dimenzionih potprostora u Rn, sa stabilizatorom O(k) ×
O(n− k), pa je

Gk(Rn) ∼= O(n)/(O(k)×O(n− k)), (2)

xto je jedan naqin da se zada struktura glatke mnogostrukosti na Grasmani-
janu (i specijalno, projektivnom prostoru), zahtevom da kanonska projekcija

O(n)→ Gk(Rn) ∼= O(n)/(O(k)×O(n− k))

i prirodno dejstvo O(n) × O(n)/(O(k) × O(n − k)) → O(n)/(O(k) × O(n − k))
definisano mno�e�em matrica budu glatka preslikava�a (videti Teoremu 15
na str. 28). Sliqno,

Gk(Cn) ∼= U(n)/(U(k)× U(n− k)),

gde je U(n) grupa unitarnih n × n matrica. Ukoliko u (2) grupu ortogo-
nalnih matrica zamenimo grupom SO(n) ortogonalnih matrica koje quvaju
orijentaciju, dobijamo definiciju orijentisanih Grasmanijana

G+
k (Rn) ∼= SO(n)/(SO(k)× SO(n− k)).

Specijalno, G+
1 (Rn+1) ∼= Sn, dok je G1(Rn+1) ∼= RPn. ]

Zadatak 1. Dokazati da je γ1
1(R) Mebijusova traka. X

Definicija 2. Morfizam rasloje�a (E1,M1, π1) i (E2,M2, π2) je par
glatkih preslikava�a

f̃ : E1 → E2, f : M1 →M2,

takvih da je
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(1) f ◦ π1 = π2 ◦ f̃ , odnosno dijagram
f̃ : E1 → E2

↓ ↓
f : M1 → M2

komutira;
(2) za svako p ∈M1 restrikcija

f̃ : π−1
1 (p)→ π−1

2 (f(p))

je linearno preslikava�e vektorskih prostora.

Morfizam rasloje�a koji je uz to i difeomorfizam nazivamo izomorfizmom
vektorskih rasloje�a. Vektorsko rasloje�e koje je izomorfno Dekartovom
proizvodu baze i sloja, tj. rasloje�u iz Primera 1 nazivamo trivijalnim
rasloje�em. Trivijalno rasloje�e obiqno oznaqavamo sa ε, ili, ako ho�emo da
naglasimo �egov rang, sa εr. ♦

Definicija 3. Seqe�e vektorskog rasloje�a (E,M, π) je glatko pres-
likava�e s : M → E za koje va�i

π ◦ s = idM .

Drugim reqima, π◦s(p) = p za svako p ∈M ili, ekvivalentno, s(p) ∈ Ep. Skup
svih seqe�a na rasloje�u E oznaqavamo sa Γ(E).

Specijalno, seqe�e s0(p) = 0p, gde je 0p nula vektorskog prostora Ep,
nazivamo nultim seqe�em rasloje�a E. �egovu sliku s0(M) oznaqavamo sa
0M ili 0E i nekada i samu tu sliku nazivamo nultim seqe�em. Lako je videti
da je 0M difeomorfno saM , pa qesto ove dve mnogostrukosti identifikujemo
i samu bazu M nazivamo nultim seqe�em. ♦

Primer 5. Glatka vektorska po	a na mnogostrukosti M su seqe�a tan-
gentnog rasloje�a TM .

Primer 6. Trivijalno rasloje�e ranga r ima r seqe�a

s1, . . . , sr : M → E ∼= M ×Kr

takvih da su vektori s1(p), . . . , sr(p) linearno nezavisni u svakoj taqki p ∈M ,
npr. seqe�a sj(p) = ({p}, ej), gde je {ej}1≤j≤r standardna (ili bilo koja) baza
prostora Kr.

Obrnuto, ako vektorsko rasloje�e ranga r ima r seqe�a s1, . . . , sr koja su
linearno nezavisna u svakoj taqki, onda je ono trivijalno; preslikava�e

M ×Kr → E, (p, a1, . . . , ar) 7→ a1s1(p) + · · ·+ arsr(p)

definixe izomorfizam vektorskih rasloje�a. ]

Zadatak 2. Dokazati da Mebijusova traka γ1
1(R) nije izomorfna triv-

ijalnom rasloje�u, cilindru S1 × R. Uputstvo: dokazati da je komplement
nultog seqe�a cilindra nepovezan, a Mebijusove trake povezan skup. X

Primer 7. Svako seqe�e tangentnog rasloje�a TS2n sfere parne dimen-
zije 2n (tj. svako glatko vektorsko po	e na takvoj sferi) je jednako nuli u
bar jednoj taqki sfere. Zaista, ako bi u svakoj taqki p ∈ S2n postojao vektor
v(p) ∈ TpS2n razliqit od nule, a preslikava�e p 7→ v(p) pri tome bilo glatko
(ili qak neprekidno), onda bi

H(x, t) := cos (πt)r(x) + sin (πt)v(x),
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gde je r :=
−→
0x radijus vektor taqke x, definisalo homotopiju izme�u iden-

tiqkog i antipodalnog (a(x) = −x) preslikava�a sfere (primetimo da H
zaista ima vrednosti na sferi, zbog r ⊥ v i Pitagorine teoreme). Me�utim,
ovo je nemogu�e, jer antipodalno preslikava�e sfere parne dimenzije me�a
orijentaciju (Primer 38 na str. 53), a homotopski ekvivalentna preslikava�a
indukuju istu orijentaciju (ili isto preslikava�e u najvixoj de Ramovoj ko-
homologiji).

Na sferi S2n−1 neparne dimenzije lako se konstruixe glatko vektorsko
po	e koje nije nigde jednako nuli: S2n−1 ⊂ Cn, pa je u ambijentnom prostoru
prisutna kompleksna struktura i =

√
−1. Poxto je ir ⊥ r, preslikava�e

S2n−1 → TS2n−1, x 7→ ir(x),

gde je r(x) =
−→
0x, definixe glatko vektorsko po	e na sferi.

Primetimo da u sluqaju S1 to znaqi da je tangentno rasloje�e kruga trivi-
jalno. Poxto je S3 smexteno u prostoru R4, u kome imamo tri nezavisne kom-
pleksne strukture i, j, k (zahva	uju�i kvaternionskoj strukturi), na sferi S3

mo�emo da kosntruixemo tri linearno nezavisna glatka tangentna vektorska
po	a. Na osnovu Primera 6 znaqi da je tangentno rasloje�e TS3 trivijalno.
Sliqno va�i za sferu S7, zbog oktanionske strukture u R8. Poznato je da su
ovo jedine sfere qije je tangentno rasloje�e trivijalno. Mnogostrukosti sa
trivijalnim tangentnim rasloje�em nazivamo paralelizabilnim. ]

Primer 8. Torus Tn = S1 × · · · × S1 je paralelizabilna mnogostrukost,
jer je

TTn ∼= TS1 × · · · × TS1,

a tangentno rasloje�e TS1 je trivijalno. Tako vidimo da je TTn ∼= Tn ×Rn. ]

Teorema o transverzalnosti o kojoj smo govorili u Glavi 0 ima slede�e
va�no uopxte�e.

Teorema 1. Neka je E vektorsko rasloje�e nad M i f : R → E glatko
preslikava�e. Tada postoji seqe�e s : M → E koje je transverzalno na f .

Definicija 4. Neka je (E,M, πM ) vektorsko rasloje�e, N glatka mno-
gostrukost i f : N → M glatko preslikava�e. Povlaqe�e rasloje�a E na N
pomo�u preslikava�a f je rasloje�e nad N , koje oznaqavamo sa f∗E, defin-
isano sa

f∗E := {(p, e) ∈ N × E | f(p) = π(e)},
sa strukturom mnogostrukosti nasle�enom od E i N i projekcijom na prvu
koordinatu. Drugim reqima, f∗E je rasloje�e nad N , takvo da je (f∗E)p =
Ef(p) za svako p ∈ N i, ako je

ψU : EU → U ×Kr

lokalna trivijalizacija rasloje�a E u okolini taqke f(p), onda je

f∗ψU : f∗Ef−1(U) → f−1(U)×Kr

(gde je, kao i obiqno, f∗ψ = ψ ◦ f) lokalna trivijalizacija rasloje�a f∗E u
okolini taqke p. ♦

U terminima povlaqe�a, restrikcija rasloje�a E na podskup A ⊂M mo�e
da se shvati kao povlaqe�e j∗AE pomo�u inkluzije jA : A ↪→M .
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Definicija 5. Kovarijantni funktor F na kategoriji konaqno dimen-
zionih vektorskih prostora naziva se glatkim ako je

F : Hom(V,W )→ Hom(F (V ), F (W ))

glatko preslikava�e. Sliqno se definixe i glatki kontravarijantni funk-
tor. ♦

Primetimo da je skup morfizama Hom(·, ·) u kategoriji konaqno dimen-
zionih vektorskih prostora { skup matrica, dakle glatka mnogostrukost, pa
pojam glatkosti u prethodnoj definiciji ima smisla. Ova definicija mo�e
da se uopxti i na funktore vixe promen	ivih, zahtevom da

F : Hom(V1,W1)× · · · ×Hom(Vk,Wk)→ Hom(F (V1, . . . , Vk), F (W1, . . . ,Wk))

bude glatko preslikava�e.

Primer 9. V 7→ V ∗ := Hom(V,K) je glatki funktor. Opxtije, (V1, V2) 7→
Hom(V1, V2) je glatki funktor dve promen	ive. Direktna suma (V1, V2) 7→ V1⊕
V2, tenzorski proizvod (V1, V2) 7→ V1⊗V2 su glatki funktori dve promen	ive.
Antisimetriqni proizvod1

∧s
V je glatki funktor. Koliqniqki prostor

(V,W ) 7→ V/W je glatki funktor dve promen	ive definisan na parovima
prostora (V,W ), gde je W ⊂ V . ]

Glatki funktori nam omogu�uju da, polaze�i od jednog vektorskog raslo-
je�a konstruixemo nova. Npr, ako je E vektorsko rasloje�e nad bazom M
i F glatki funktor, onda je F (E) rasloje�e nad istom bazom, sa vlaknima
F (E)p = F (Ep). Trivijalizacije novodobijenog rasloje�a dobijaju se od triv-
ijalizacija starog, primenom funktora F na homomorfizme po vlaknima.
Glatkost funktora F obezbe�uje glatkost dobijenih trivijalizacija. Tako
dobijamo rasloje�a

E1 ⊕ E2, E1 ⊗ E2, E∗, ∧kE, E1/E2

i sl. Ako je E rasloje�e ranga r,
∧r

E je linijsko rasloje�e koje se naziva
determinantnim rasloje�em rasloje�a E i oznaqava sa detE. Mnogostrukost
M je orijentabilna ako i samo ako je detTM trivijalno rasloje�e.

Ako je E rasloje�e i E0 ⊂ E �egovo podrasloje�e, onda koliqnik E/E0

definixe rasloje�e E1, takvo da je E = E0⊕E1. Specijalno, ako jeM glatka
mnogostrukost i N ⊂ M �ena podmnogostrukost, rasloje�e (νN,N, π), takvo
da je

TNM = TN ⊕ νN
(gde je TNM restrikcija rasloje�a TM na N) je normalno rasloje�e podmno-
gostrukosti N . Opxtije, ako je f : N →M imerzija2, onda je sa

f∗TM ∼= TN ⊕ νf
definisano rasloje�e νf nad bazom N , koje se naziva normalnim rasloje�em
imerzije f .

1tj. koliqniqki prostor tenzorskog proizvoda
⊗k V po relaciji ekvivalencije koja

mno�e�e pravi antisimetriqnim
2Preslikava�e f : N → M je imerzija ako je �egov izvod f∗(p) : TpN → Tf(p)M 1-1

za svako p ∈ N . Imerzija koja je homeomorfizam mnogostrukosti N i f(N) (u relativnoj
topologiji podskupa u M) naziva se ulaga�em.
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Zadatak 3. Konormalno rasloje�e podmnogostrukosti N ⊂ M se defin-
ixe sa

ν∗N := {λ ∈ T ∗NM | λ(TN) = {0}}.
Dokazati da je T ∗NM

∼= T ∗N ⊕ ν∗N . X

Zadatak 4. Neka je E linijsko rasloje�e. Dokazati da je rasloje�e E⊗E∗
trivijalno. Uputstvo: E ⊗ E∗ ∼= Hom(E,E), a ovo rasloje�e ima seqe�e koje
nigde nije nula: idE . X

Primer 10. U Primeru 4 smo definisali rasloje�e γ1
n(R) ⊂ RPn×Rn+1.

Neka je
γ⊥ := {(l, x) ∈ RPn × Rn+1 | x ⊥ l}

ortogonalni komplement rasloje�a γ1
n(R) u trivijalnom rasloje�u RPn ×

Rn+1. Tada je
T (RPn) ∼= Hom(γ1

n, γ
⊥).

Da bismo ovo videli, posmatrajmo projekciju π : Sn → RPn. �en izvod je
surjekcija π∗ : TSn → T (RPn), pa je T (RPn) ∼= TSn/∼, gde je Xp ∼ −X−p. Za
Xl = [Xp] ∈ Tl(RPn) definiximo linearno preslikava�e

l 7→ l⊥, p 7→ Xp. (3)

Ovime je dobro definisano linearno preslikava�e, jer je (3) saglasno sa

−p 7→ −X−p,
zbog [Xp] = [−X−p]. ]

Primer 11. Neka je ε1 trivijalno linijsko rasloje�e nad RPn. Iz Pri-
mera 10 sledi da je

T (RPn)⊕ ε1 ∼= γ1
n ⊕ · · · ⊕ γ1

n︸ ︷︷ ︸
(n+1)×

. (4)

Zaista, poxto je Hom (γ1
n, γ

1
n) ∼= ε1, va�i

T (RPn)⊕ε1 ∼= Hom(γn1 , γ
⊥)⊕Hom (γ1

n, γ
1
n) ∼= Hom (γ1

n, γ
⊥⊕γ1

n) ∼= Hom (γ1
n, ε

n+1).

Poxto je Hom (γ1
n, ε

n+1) ∼= Hom (γ1
n, ε

1)⊕(n+1) ∼= (γ1
n)⊕(n+1), odatle sledi (4). ]

Definicija 6. Vektorsko rasloje�e E nad bazom M je stabilno trivi-
jalno ako postoji trivijalno rasloje�e ε nad bazom M takvo da je E⊕ ε trivi-
jalno rasloje�e. Rasloje�a E1 i E2 nad bazom M su stabilno izomorfna ako
postoje trivijalna rasloje�a ε1 i ε2 nad bazomM , takva da su E1⊕ ε1 i E2⊕ ε2
izomorfna rasloje�a. Mnogostrukost M je stabilno paralelizabilna ako je
�eno tangentno rasloje�e stabilno trivijalno. ♦

Zadatak 5. Dokazati da je sfera Sn stabilno paralelizabilna. X

Definicija 7. Vektorsko rasloje�e E nad bazom M je orijentabilno
ako postoji otvoreno pokriva�e {Uλ}λ∈Λ mnogostrukosti M i lokalne trivi-
jalizacije

ψλ : π−1(Uλ)→ Uλ ×Kr,
takve da za sve α, β ∈ Λ i p ∈ Uα ∩ Uβ linearno preslikava�e

φα ◦ φ−1
β (p, ·) : Kr → Kr,

quva orijentaciju. ♦
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Zadatak 6. Dokazati da je mnogostrukostM orijentabilna ako i samo ako
je �eno tangentno rasloje�e TM orijentabilno rasloje�e. X

Primer 12. Tangentno rasloje�e TM proizvo	ne mnogostrukosti je ori-
jentabilna mnogostrukost: lokalna trivijalizacija ψ mnogostrukosti M de-
finixe lokalnu trivijalizaciju ψ × ψ∗ mnogostrukosti TM , qiji je difer-
encijal ψ∗ × ψ∗; bez obzira da li ψ∗ quva ili me�a orijentaciju, ,,kvadrat"
ψ∗ × ψ∗ je quva, jer je kvadrat Jakobijana difeomorfizma uvek pozitivan.
Dakle, mnogostrukost TM je uvek orijentabilna mnogostrukost, ali raslo-
je�e TM je, na osnovu Zadatka 6, orijentabilno rasloje�e ako i samo ako je
M orijentabilna mnogostrukost. ]

Zadatak 7. Dokazati da je linijsko rasloje�e orijentabilno ako i samo
ako je trivijalno. X

Zadatak 8. Dokazati da Mebijusova traka nije ni orijentabilno raslo-
je�e ni orijentabilna mnogostrukost. Izvesti zak	uqak (iz qi�enice da
projektivna ravan sadr�i Mebijusovu traku) da projektivna ravan nije ori-
jentabilna mnogostrukost. X

Zadatak 9. Neka je M orijentabilna mnogostrukost. Dokazati da je pod-
mnogostrukost N ⊂ M orijentabilna, ako i samo ako je normalno raslo-
je�e νN orijentabilno. Zak	uqiti, primenom Zadatka 7, da je hiperpovrx
u orijentabilnoj mnogostrukosti orijentabilna ako i samo na �oj postoji
neprekidno normalno vektorsko po	e, koje nigde nije jednako nuli. Posled�e
tvr�e�e se qesto koristi u poqetnim kursevima Analize da se u specijalnom
sluqaju M = R3 na lak naqin definixe orijentacija povrxi kao zadava�e
po	a jediniqnih normalnih vektora. X

Teorema 2. Ako su h0, h1 : N → M homotopna preslikava�a i E vek-
torsko rasloje�e nad M , onda su vektorska rasloje�a h∗0E i h∗1E nad N izo-
morfna.

4 Skica dokaza: neka je I = [0, 1] jediniqni interval.
1. KORAK: svako vektorsko rasloje�e (E, I, π) je trivijalno. Dokaz: pode-

limo I na intervale Ij = [tj , tj+1] na kojima se E trivijalizuje i na svakom

od tih intervala izaberemo r = rangE linearno nezavisnih seqe�a sj1, . . . , s
j
r

tako da se ona poklapaju na krajevima (sjk(tj+1) = sj+1
k (tj+1)). Time smo kon-

struisali r linearno nezavisnih seqe�a na E.
2. KORAK: ako je (E,M × I, π) rasloje�e nad M × I, onda su restrikcije

EM×{0} i EM×{1}, shva�ene kao rasloje�a nad M , izomorfna rasloje�a. Ovo
je tehniqki najslo�eniji deo dokaza; ovde dajemo samo osnovnu ideju. Neka je

f : M × I →M × I, f(p, t) = (p, 1).

Mo�e da se doka�e da postoji lokalno konaqno otvoreno pokriva�e {Uλ} mno-
gostrukosti M , takvo da se E trivijalizuje nad Uλ × I, kao u 1. koraku. Ko-
rix�e�em te qi�enice, mo�e da se konstruixe podiza�e f̃ : E → E preslika-
va�a f , koje je linearni morfizam na svakom sloju Ep. �egova restrikcija
EM×{0} → E)M×{1} je tra�eni izomorfizam.

3. KORAK: neka je

H : N × I →M, H(p, i) = hi(p) za i ∈ {0, 1}
homotopija. Dokaz tvr�e�a sledi primenom 2. koraka na rasloje�e H∗E. 5
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Posledica 1. Svako vektorsko rasloje�e nad kontraktibilnim pros-
torom je trivijalno.

1.2. Tomova i Ojlerova klasa. Neka je M zatvorena orijentabilna
mnogostrukost dimenzije n i

Rr → E
π ↓
M.

orijentabilno realno vektorsko rasloje�e ranga r nad �om. Pretpostavimo i
da je Poenkareov dual nultog seqe�a 0E ∼= M je kohomoloxka klasa

τ ∈ Hr
c (M),

koju nazivamo Tomovom klasom rasloje�a E. Drugim reqima∫
M

η =

∫
E

η ∧ τ za sve η ∈ Hn(E) (5)

Mo�e da se poka�e da je preslikava�e

T : Hk(M)→ Hk+r
c (M), T (η) := π∗η ∧ τ (6)

izomorfizam. Nazivamo ga Tomovim izomorfizmom.
Poxto vlakna vektorskog rasloje�a imaju strukturu vektorskog prostora

koja se quva pri promeni koordinata, svaka dva seqe�a s0, s1 : M → E su
homotopski ekvivalentna. Odatle sledi da kohomoloxka klasa

e := s∗τ ∈ Hr(M)

ne zavisi od izbora seqe�a s : M → E. Ovu klasu nazivamo Ojlerovom klasom
rasloje�a E.

Ako je r = n, dobro je definisan integral klase e po M ; broj

χ(E) :=

∫
M

e

nazivamo Ojlerovom karakteristikom rasloje�a E. Iz (70) na str. 54 sledi
da je χ(E) indeks samopreseka nultog seqe�a rasloje�a E, tj.

χ(E) = 0E · 0E . (7)

Odatle vidimo da proizvo	no seqe�e rasloje�a E ima bar |χ(E)| nula.
Specijalno, ako je E = TM tangentno rasloje�e, umesto χ(TM) pixemo

χ(M); svako vektorsko po	e na M ima bar |χ(M)| nula. Broj χ(M) nazivamo
Ojlerovom karakteristikom mnogostrukosti M . Ova definicija je ekviva-
lentna definiciji koju smo dali u (72) na str. 55, xto mo�e da se vidi na
slede�i naqin.

Neka je X glatko vektorsko po	e na M i neka je φt �egov tok, tj. jednopa-
rametarska familija difeomorfizama generisana �ime. Drugim reqima, φt
je rexe�e diferencijalne jednaqine

dφt
dt

(p) = Xφt(p), φ0 = idM . (8)

Iz jedinstvenosti rexe�a diferencijalne jednaqine sledi da su nule vek-
torskog po	a X fiksne taqke preslikava�a φ1, jer je rexe�e jednaqine (8)
kroz taqku p u kojoj je Xp = 0 konstantno. Obrnuto ne mora da va�i: fiksna
taqka preslikava�a φ1 ne mora da bude nula vektorskog po	a X, nego mo�e da
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le�i na netrivijalnoj periodiqnoj orbiti toka tog po	a. Me�utim, ako tok
vektorskog po	a nema netrivijalnih periodiqnih orbita, onda va�i i obr-
nuto. Vektorska po	a qiji tok nema periodiqnih orbita uvek postoje { npr.
gradijentno vektorsko po	e X = ∇ f nema netrivijalnih periodiqnih orbita.
Poxto je φt homotopija izme�u idM i φ1, Lefxecov broj preslikava�a φ1 je

L(φ1) =

n∑
k=0

(−1)k dim Hk
dR(M)

(videti (71) na str. 55). Poxto se Lefxecov broj dobija broja�em (raqu-
naju�i znak) fiksnih taqaka preslikava�a, a Ojlerova karakteristika bro-
ja�em (raqunaju�i znak) nula vektorskog po	a, uz malo brige oko orijentacije
zak	uqujemo da je

χ(M) =

n∑
k=0

(−1)k dim Hk
dR(M). (9)

Primer 13. Rezultat Zadatka 11 na str. 20 je

Hk(Sn) =

{
R za k ∈ {0, n}
0 za k /∈ {0, n},

pa iz (9) sledi

χ(Sn) =

{
2 ako jen paran broj

0 ako jen neparan.

Odatle dobijamo jox jedan dokaz da svako tangentno vektorsko po	e na sferi
parne dimenzije ima bar jednu nulu (Primer 7 na str. 60). ]

Primer 14. Neka je M zatvorena mnogostrukost, f glatko preslikava�e
homotopno identiqkom i L(f) �egov Lefxecov broj. Iz Lefxecove teoreme o
fiksnim taqkama (str. 54) sledi da je L(f) = χ(M). Specijalno, preslikava�e
koje je homotopno identiqkom ima bar |χ(M)| fiksnih taqaka.

Odatle vidimo da antipodalno preslikava�e a(x) = −x sfere parne di-
menzije nije homotopno identiqkom, jer je χ(S2n) = 2, a preslikava�e a nema
fiksnih taqaka.

U Primeru 7 na str. 60 smo videli da na sferi neparne dimenzije pos-
toji vektorsko po	e koje nigde nije nula. Integracijom tog vektorskog po	a
dobijamo jednoparametarsku grupu difeomorfizama; jedan od �ih je antipo-
dalno preslikava�a. Dakle, u sluqaju sfere neparne dimenzije, antipodalno
preslikava�e je homotopno identiqkom. ]

Zadatak 10. Izvesti zak	uqke o antipodalnim preslikava�ima sfere iz
prethodnog primera kao posledicu Hopfove teoreme (str. 53). X

Napomena 1. Da bismo definisali Tomovu klasu pomo�u Poenkareovog
duala, potrebna je orijentabilnost. Tomova klasa (a time i Ojlerova klasa i
Ojlerova karakteristika) mo�e da se definixe za orijentabilno rasloje�e
nad proizvo	nom zatvorenom (ne obavezno orijentabilnom) mnogostrukox�u
M , kao jedinstvena klasa τ ∈ Hr

c (E) qija je restrikcija na svako vlakno π−1(p)
definixe klasu u de Ramovoj kohomologiji

Hr
c (π−1(p)) = Hr

c (Rr) = R
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(koju smo izraqunali na str. 47) qiji je integral po Rr jednak 1. Izomor-
fizam (6) va�i i u ovom sluqaju.

Mo�e da se izostavi i pretpostavka o kompaktnosti mnogostrukosti M ,
ali tada je potrebno kohomologiju sa kompaktnim nosaqem Hr

c (E) zameniti
kohomologijom sa kompaktnim nosaqem u vertikalnom pravcu Hr

cv(E). U tom
sluqaju u (6) na desnoj strani stoji Hr

cv(E) (deta	i mogu da se vide u [18]). �

Jox jedna posledica prisustva vektorske strukture na vlaknima je to da
je na E definisano mno�e�e skalarom. Za t ∈ R i ξ ∈ E u lokalnim koordi-
natama ξ = (x, v) definixemo t · ξ := (x, tv); pxto se vektorska struktura quva
pri promeni koordinata, time je dobro definisano preslikava�e

mt : E 7→ E, (t, ξ) 7→ t · ξ.

Lako se vidi da je m0(E) = 0M i da je mt difeomorfizam za svako t 6= 0.
Za svaki kompaktan skup K ⊂ E i svaku otvorenu okolinu U ⊂ E nultog
seqe�a postoji ε ∈]0, 1[ za koje je mε(K) ⊂ U . Iz (5) lako sledi da je m∗ετ
Poenkareov dual podmnogostrukosti M u U . Poxto leva strana u (5) zavisi
samo od ponaxa�a forme u okolini M , onda je m∗ετ Poenkareov dual podmno-
gostrukosti M i u E, dakle m∗ετ = τ . Tako vidimo da Tomova klasa mo�e
da se realizuje diferencijalnom formom koja ima nosaq u U . Specijalno,
ako je E = ν S normalno rasloje�e zatvorene orijentisane podmnogostrukosti
S ⊂M , iz Teoreme o cevastoj okolini (str. 103) dobijamo slede�e tvr�e�e.

Teorema 3. (Princip lokalizacije) Poenkareov dual zatvorene ori-
jhentisane podmnogostrukosti N u orijentisanoj mnogostrukosti M mo�e
da se realizuje diferencijalnom formom sa nosaqem u proizvo	no maloj oko-
lini U koja sadr�i N .

Primer 15. Ako je p ∈ M , Poenkareov dual skupa N = {p} je klasa
µ ∈ Hdim M (M) takva da je ∫

M

µ = 1

koja mo�e da se realizuje formom sa nosaqem u proizvo	noj okolini taqke p.
Ovo smo ve� videli u Primeru 36 na str. 46. ]

Zadatak 11. Neka su M i N glatke mnogostrukosti, N orijentabilna i
f : M → N glatko preslikava�e koje je lokalni difeomorfizam. Dokazati
da je M orijentabilna. X

1.3. Koneksije. Neka je (E,M, π) vektorsko rasloje�e ranga r nad po	em
K ∈ {R,C}. Izvod projekcije π : E →M u taqki e ∈ E je preslikava�e

π∗(e) : TeE → Tπ(e)M.

�egovo jezgro

Ve := kerπ∗(e)

naziva se vertikalnim potprostorom tangentnog prostora TeE, a familija
{VeE}e∈E vertikalnom distribucijom tangentnog rasloje�a TE. Primetimo
da je

Ve ∼= Kr za sve e ∈ E
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i da je vertikalna distribucija definisana kanonski. Sa druge strane, kom-
plementarnu, horizontalnu distribuciju, tj. familiju {He}e∈E potprostora
He ⊂ TeE, takvu da je

TeE ∼= Ve ⊕He za sve e ∈ E (10)

ne mo�emo u opxtem sluqaju da izaberemo kanonski, ve� je �en izbor proiz-
vo	an. Primetimo da svaki takav prostor He ima dimenziju n = dimM , pa
mo�e da se zada kao jezgro linearnog preslikava�a

Θe : TeE → Kr, (11)

odnosno, distribucija H mo�e da se predstavi kao jezgro 1{forme sa vrednos-
tima u vektorskom prostoru Kr.

Definicija 8. Koneksija na vektorskom rasloje�u E je glatka distribu-
cija horizontalnih potprostora u TE, tj. familija potprostora He ⊂ TeE
koja zadovo	ava (10) i koja mo�e da se zada kao jezgro glatke 1{forme (11) sa
vrednostima u vektorskom prostoru (ili, ekvivalentno, kao presek jezgara r
diferencijalnih formi). ♦

Koneksija svakako postoji na trivijalnom rasloje�u, pa samim tim i na
restrikciji rasloje�a na svaki otvoreni skup U ⊂M na kome postoji trivi-
jalizacija. Izborom forme (11) na svakoj od tih trivijalizacija i primenom
razlaga�a jedinice, zak	uqujemo da na svakom rasloje�u postoji koneksija.
Naravno, izbor koneksije na rasloje�u nije jedinstven.

Nije texko videti da je restrikcija izvoda projekcije na horizontalni
potprostor, tj. preslikava�e

π∗(e) : He → Tπ(e)M

izomorfizam vektorskih prostora3. �egovo inverzno preslikava�e

he : Tπ(e)M → He ⊂ TeE (12)

naziva se horizontalnim podiza�em tangentnog prostora Tπ(e)M . Neka je

γ : [0, 1] → M glatka kriva. Tada se tangentni vektor dγ
dt u taqki γ(t) hor-

izontalno podi�e u svaku taqku sloja Eγ(t). Iz teoreme o egzistenciji i
jedinstvenosti rexe�a diferencijalnih jednaqina sledi da za svaku taqku
e ∈ π−1(γ(0)) postoji jedinstvena kriva Γ : [0, 1]→ E koja podi�e krivu γ (tj.
π ◦Γ = γ), takva da je �en tangentni vektor dΓ

dt u svakoj taqki horizontalan i
Γ(0) = e.

Definicija 9. Preslikava�e

P tγ : Eγ(0) → Eγ(t), (13)

koje taqki e ∈ E pridru�uje taqku Γ(t), gde je Γ horizontalno podiza�e puta
γ koje polazi iz taqke π(e), naziva se paralelnim kreta�em vlakna Eγ(0) du�
krive γ. ♦

Neka je s : M → E seqe�e vektorskog rasloje�a E. �egov izvod

Ds : TM → TE

3Drugim reqima, π je submerzija; videti Definiciju 20 na str. 31.
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je morfizam tangentnih vektorskih rasloje�a. Ukoliko je na rasloje�u E
zadata koneksija, onda je, pomo�u (10), definisana glatka familija projekcija

πV (e) : TeE → Ve, e ∈ E.
Definicija 10. Kompozicija

∇s := πV ◦Ds : TM → V

naziva se kovarijantnim izvodom seqe�a s u u odnosu na koneksiju H (ili
formu koneksije Θ). Kovarijantni izvod seqe�a s u pravcu vektora X oz-
naqava se sa ∇Xs. ♦

Dakle, ako je p ∈ M i Xp ∈ TpM , onda je ∇Xps = πV (s(p)) ◦ Ds(p)(Xp).
Primetimo da je, za dato vektorsko po	e X : M → TM , kovarijantni izvod
seqe�a s u pravcu X preslikava�e

∇Xs : M → E, ∇Xps(p) ∈ Vs(p) ∼= Ep,

pa mo�e da se posmatra i kao seqe�e rasloje�a E, tj. objekat istog tipa kao s
(za razliku od obiqnog izvoda Ds(X) : M → TE qiji je kodomen ve�i prostor
od kodomena seqe�a s).

Tvr�eǌe 1. Kovarijantni izvod ima slede�a svojstva:

(1) ∇X+Y s = ∇Xs+∇Y s, ∇hXs = h∇Xs;
(2) ∇X(s+ t) = ∇Xs+∇Xt;
(3) ∇X(fs) = df(X)s+ f∇Xs,

za seqe�a s, t : M → E, vektorska po	a X,Y : M → TM i glatke funkcije
h, f : M → K.
4 Dokaz sledi iz linearnosti izvoda, Lajbnicovog pravila i linearnosti
projekcije πV . 5

Napomena 2. Videli smo kako koneksija definixe kovarijantni izvod,
ali va�i i obrnuto { ako je na rasloje�u zadato kovarijantno diferencira�e,
tj. operator koji ima svojstva iz Tvr�e�a 1, onda je �ime definisana i jedin-
stvena koneksija. Zbog toga se nekad koneksija i kovarijantni izvod koriste
kao sinonimi, pa se ka�e ,,zadata je koneksija ∇ na mnogostrukosti M" i sl.

Da bismo dokazali egzistenciju i jedinstvenost koneksije koja definixe
zadato kovarijantno diferencira�e, primetimo da je dovo	no dokazati da je
za proizvo	no seqe�e s : M → E za koje je s(p) = e sa

he(Xp) = Ds(Xp)−∇Xps (14)

dobro definisano horizontalno podiza�e

he : TpM → TeE.

Odatle odmah sledi i egzistencija i jedinstvenost horizontalne distribu-
cije. Jedini netrivijalan deta	 je dokaz da ovakva definicija ne zavisi od

izbora seqe�a s. Da bismo to videli, izaberimo proizvo	nu koneksiju H̃ na

E. Ona definixe kovarijantni izvod ∇̃. Napiximo (14) u obliku

he(Xp) = Ds(Xp)− ∇̃Xps+ ∇̃Xps−∇Xps = h̃e(X) + L(s,X), (15)

gde je h̃e horizontalno podiza�e definisano koneksijom H̃, a L(s,X) = ∇̃Xps−
∇Xps, na osnovu Lajbnicovog pravila, zadovo	ava

L(fs,X) = fL(s,X). (16)
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za sve glatke funkcije f : E → K. Iz (16) sledi da desna strana u (15) ne
zavisi od izbora s, nego samo od vrednosti s(p).

Sliqno, pojam paralelnog kreta�a smo izveli iz koneksije. Ako pret-
postavimo da je na rasloje�u zadato pravilo paralelnog kreta�a, tj. linearni
izomorfizam vlakana (13), onda kovarijantni izvod (a time i koneksija) mo�e
da se definixe pomo�u

(∇Xps)(p) = lim
t→0

P−tγ (s(γ(t)))− s(p)
t

,

gde je γ :]− δ, δ[→M , γ(0) = p, dγdt (0) = Xp. �

U specijalnom sluqaju rasloje�a E = TM , kada su seqe�a s : M → TM
vektorska po	a, oba argumenta s iX u∇Xs su objekti istog tipa4, pa mogu i da
zamene mesta. Drugim reqima, ima smisla postaviti pita�e simetriqnosti
kovarijantnog izvoda, koja bi uopxtila poznatu simetriqnost parcijalnih
izvoda za funkcije u euklidskom prostoru. Neka je X (M) modul seqe�a vek-
torskog rasloje�a TM (tj. glatkih tangentnih vektorskih po	a na M) nad
prstenom C∞(M).

Neka su X,Y ∈ X (M) vektorska po	a i neka je na TM zadata koneksija.
Posmatrajmo razliku

F (X,Y ) = ∇XY −∇YX.
Iz Tvr�e�a 1 sledi da je preslikava�e F : X (M) → X (M) linearno nad
po	em skalara, ali ne i nad C∞(M): za funkcije f : M → K va�i

F (fX, Y ) = fF (X,Y )− Y (f)X, F (X, fY ) = fF (X,Y ) +X(f)Y. (17)

Primetimo da je odstupa�e komutatora5 [X,Y ] vektorskih po	a od linearno-
sti nad C∞(M) sliqno:

[fX, Y ] = f [X,Y ]− Y (f)X, [X, fY ] = f [X,Y ] +X(f)Y. (18)

Iz (17) i (18) sledi da je

T : X (M)×X (M)→ X (M), T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ] (19)

bilinearno nad C∞(M). Odatle sledi da �egova vrednost u taqki zavisi
samo od vrednosti vektorskih po	a X i Y u toj taqki. Izraz (19) nazivamo
torzijom koneksije pomo�u koje je kovarijantni izvod definisan. Ka�emo da
je koneksija simetriqna ili bez torzije ako je T (X,Y ) = 0 za sve X,Y ∈
X (M), tj. ako je

∇XY −∇YX = [X,Y ]. (20)

Definicija 11. Neka je I interval i γ : I → M glatka kriva na mno-
gostrukosti M . Kovarijantni izvod vektorskog po	a X ∈ X (M) du� krive γ
je

DX

dt
:= ∇ dγ

dt
X.

4Preciznije, u tom sluqaju je s tangentno vektorsko po	e, a X vektor, jer s difer-
enciramo u pravcu vektora X, ali, tim pre, izraz ∇Xs ima smisla i ako je X vektorsko
po	e.

5Komutator vektorskih po	a, ili Lijev izvod vektorskog po	a Y u pravcu po	a X je
vektorsko po	e LXY := [X,Y ] koje na funkcije iz C∞(p) (glatke funkcije u okolini taqke
p) dejstvuje po pravilu [X,Y ]f := X(Y f)− Y (Xf).
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Kao specijalni sluqaj Definicije 9, vektorsko po	eX je paralelno du� krive
γ ako je DX

dt = 0.
Na sliqan naqin se, za glatku povrx u : Σ→M parametrizvanu otvorenim

skupom Σ ⊂ R2 definixu kovarijantni parcijalni izvodi DX
∂s i DX

∂t . ♦

Slede�e tvr�e�e pokazuje kako simetriqnost koneksije uopxtava simet-
riqnost parcijalnih izvoda glatkih funkcija u euklidskom prostoru.

Tvr�eǌe 2. Neka je u : Σ → M glatka povrx na mnogostrukosti M sa
simetriqnom koneksijom. Tada je

D

∂s

∂u

∂t
=
D

∂t

∂u

∂s

4 Tvr�e�e je lokalno, pa mo�emo da koristimo koordinate. Neka je

u(s, t) = (x1(s, t), . . . , xn(s, t)).

Tada je
D

∂s

∂u

∂t
= ∇ ∂u

∂s

∑
k

∂xk
∂t

∂

∂xk
.

Primenom linearnosti i Lajbnicovog pravila, odatle dobijamo

D

∂s

∂u

∂t
=
∑
k

∂2xk
∂s∂t

∂

∂xk
+
∑
k

∂xk
∂t
∇ ∂u

∂s

∂

∂xk
(21)

Treba da poka�emo da je opravdano u ovom izrazu zameniti uloge s i t. Za prvi
sabirak to sledi iz komutativnosti parcijalnih izvoda glatkih funkcija uk
dve realne promen	ive, tako da ostaje samo drugi sabirak. Poxto je

∂u

∂s
=
∑
j

∂xj
∂s

∂

∂xj
,

drugi sabirak u (21) je jednak∑
j,k

∂xj
∂s

∂xk
∂t
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
. (22)

Iz simetriqnosti koneksije sledi da je

∇ ∂
∂xj

∂

∂xk
= ∇ ∂

∂xk

∂

∂xj
+

[
∂

∂xj
,
∂

∂xk

]
.

Ali, operatori ∂
∂xk

i ∂
∂xj

komutiraju, pa je komutator na kraju prethodnog

izraza jedanak nuli. Odatle sledi da je izraz (22) jednak∑
j,k

∂xj
∂s

∂xk
∂t
∇ ∂

∂xk

∂

∂xj
,

xto je, posle preoznaqava�a indeksa sumira�a j i k, upravo izraz (22) sa
prome�enim ulogama s i t. 5

Napomena 3. Rezultat kovarijantnog diferencira�a ∇ ∂
∂xi

∂
∂xj

mo�e da

se napixe u bazi ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

u obliku

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
.
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Simetriqnost koneksije oznaqava da je Γkij = Γkji.
Ako su kriva γ i vektorsko po	e Y du� γ zadati u koordinatama sa

γ = (x1(t), . . . , xn(t)), Y =

n∑
k=1

yk(t)
∂

∂xk
,

onda je
DY

dt
=
∑
k

(
dyk
dt

+
∑
i,j

Γkijyj(t)
dxi
dt

)
∂

∂xk
.

U euklidskom prostoru je Γkij = 0, pa drugi sabirak u prethodnom izrazu meri
odstupa�e kovarijantnog diferencira�a od euklidskog. �

Definicija 12. Rimanova metrika na mnogostrukosti M je glatka fa-
milija skalarnih proizvoda

〈·, ·〉p : TpM × TpM → R.
Rimanova mnogostrukost je glatka mnogostrukost sa Rimanovom metrikom.
Glatko preslikava�e f : M → N Rimanovih mnogostrukosti sa Rimanovim
metrikama 〈·, ·〉M i 〈·, ·〉N naziva se lokalnom izometrijom ako je

f∗〈·, ·〉N = 〈·, ·〉M .
Difeomorfizam f : M → M koji je lokalna izometrija naziva se izometri-
jom. ♦

Primer 16. Poxto je translacija u euklidskom prostoru Rn izometrija,
mo�emo da definixemo metriku na torusu Tn ∼= Rn/Zn tako da je projekcija

π : Rn → Tn

lokalna izometrija. Torus sa tako definisanom metrikom naziva se ravnim
torusom. ]

Iz postoja�a skalarnog proizvoda u euklidskom prostoru sledi da na
svakoj glatkoj mnogostrukosti mo�e da se definixe Rimanova metrika. To
mo�e da se uradi tako xto se metrika lokalno definixe u koordinatama, a
zatim globalno pomo�u razlaga�a jedinice, ili tako xto se mnogostrukost
utopi u euklidski prostor6 i Rimanova metrika definixe kao restrikcija
skalarnog proizvoda iz tog euklidskog prostora.

U lokalnim koordinatama, ili u euklidskom prostoru, Rimanova metrika
mo�e da se napixe u obliku

ds2 =
∑

gjkdxj ⊗ dxk, ili, kra�e, ds2 =
∑

gjkdxjdxk,

gde je (gjk) simetriqna matrica.

Primer 17. (Hiperboliqka geometrija) Prostor Lobaqevskog, ili
hiperboliqki prostor, mo�e, kao xto mu samo ime ka�e, da se realizuje kao
hiperboloid H := {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 | −x2

0 + x2
1 + . . . + x2

n = −1, x0 > 0}
sa metrikom ds2

H = −dx2
0 + dx2

1 + . . . + x2
n. Ovaj model je motivisan Teorijom

relativnosti, u kojoj vektori brzine le�e unutar ,,svetlosnog konusa". Pos-
toji jox nekoliko modela n{dimenzione geometrije Lobaqevskog; da bismo ih
uporedili sa modelom hiperboloida, smesti�emo ih sve u prostor Rn+1.

6To je sadr�aj Vitnijeve teoreme: svaka glatka mnogostrukost mo�e da se utopi u
euklidski prostor dovo	no velike dimenzije.
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Model poluprostora je Rn+ ∼= {(x0, x1, . . . , xn−1, 1) ∈ Rn+1 | x0 > 0} sa
metrikom ds2

+ =
dx2

0+dx2
1+...+dx2

n−1

x2
0

.

Poenkareov model, ili model diska, je D := {(x0, x1, . . . , xn−1, 1) ∈ Rn+1 |
x2

0 + x2
1 + . . .+ x2

n−1 < 1} sa metrikom ds2
D = 4

dx2
0+dx2

1+...+dx2
n−1

(1−x2
0−x2

1−...−x2
n−1)2

.

Model polusfere je Σ := {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Sn ⊂ Rn+1 | x0 > 0} sa

metrikom ds2
Σ =

dx2
0+dx2

1+...+dx2
n

x2
0

.

Klajnov model je K := {(1, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 | x2
0 + x2

1 + . . . + x2
n < 1} sa

metrikom ds2
K =

dx2
1+dx2

2+...+dx2
n

1−x2
1−x2

2−...−x2
n

+ (x1dx1+x2dx2+...+xndxn)2

(1−x2
1−x2

2−...−x2
n)2

.

Centralne projekcije iz centra (−1, 0, . . . , 0)

H → Σ, (x0, x1, . . . , xn) 7→ (1/x0, x1/x0, . . . , xn/x0)

i

Σ→ D, (x0, x1, . . . , xn) 7→ (0, x1/(1 + x0), . . . , xn/(1 + x0)),

vertikalna projekcija

K → Σ, (1, x1, . . . , xn) 7→ (
√

1− x2
1 − . . .− x2

n, x1, . . . , xn)

i centralna projekcija iz centra (0, . . . , 0,−1)

Σ→ Rn+, (x0, x1, . . . , xn) 7→ (2x0/(1 + xn), . . . , 2xn−1/(1 + xn), 1)

su izometrije izme�u ovih modela. ]

Prirodno je zahtevati da kovarijantni izvod na Rimanovoj mnogostrukosti
ima slede�e svojstvo, analogno Lajbnicovom pravilu u euklidskom prostoru:

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉. (23)

Ispostav	a se da na Rimanovoj mnogostrukosti uvek mo�e da se izabere
takva koneksija, i to na jedinstven naqin:

Teorema 4. Na Rimanovoj mnogostrukosti postoji jedinstvena konek-
sija qiji kovarijantni izvod uz tri svojstva iz Tvr�e�a 1 ima svojstva (20)
i (23).

4 Ako, koriste�i (23), izraqunamo izraze

X〈Y,Z〉, Y 〈Z,X〉, Z〈Y,X〉,

saberemo prva dva i oduzmemo tre�i, a zatim primenimo (20), dobijamo eks-
plicitan izraz za 〈∇XY,Z〉 iz koga sledi i egzistencija (jer izraz va�i za
svako Z, pa mo�e da se smatra definicijom) i jedinstvenost. 5

Napomena 4. Teorema 4 va�i i ako je mnogostrukost pseudo { Rimanova,
tj. ako je na �oj zadata nedegenrisana, ali ne obavezno pozitivno definitna,
bilinearna forma (pseudo { Rimanova metrika). Npr, pseudo{metrika

〈ξ, η〉 := −ξ0η0 + ξ1η1 + ξ2η2 + · · ·+ ξnηn

na Rn+1 naziva se Lorencovom (pseudo)metrikom i znaqajna je u Teoriji rel-
ativnosti. �

Definicija 13. Jedinstvena koneksija iz Teoreme 4 naziva se Levi{
Qivitinom ili Rimanovom koneksijom. ♦
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Napomena 5. Koriste�i razlaga�e jedinice, mo�emo da definixemo
glatku familiju skalarnih proizvoda (ili hermickih formi u kompleksnom
sluqaju)

〈·, ·〉p : Ep × Ep → K
na svakom rasloje�u (E,M, π), tako da ima smisla govoriti i o koneksijama
saglasnim sa metrikom i u ovom, opxtijem, sluqaju, kao koneksijama koje zado-
vo	avaju

X〈s, t〉 = 〈∇Xs, t〉+ 〈s,∇Xt〉
za sva seqe�a s, t : M → E i svako vektorsko po	e X : M → TM . �

Napomena 6. Neka je M podmnogostrukost dimenzije k u euklidskom
prostoru Rn, sa Rimanovom metrikom koja je restrikcija euklidske; drugim
reqima, sa Rimanovom metrikom definisanom sa ι∗〈·, ·〉 gde je ι : M ↪→ Rn
inkluzija, a 〈·, ·〉 skalarni proizvod u Rn. Vektorskog po	e Y : M → TM
mo�emo da shvatimo kao preslikava�e Y : M → Rn, koriste�i uobiqajenu
identifikaciju vektora u euklidskom prostoru. Neka je DXY izvod tog pres-
likava�a u pravcu Y . Za svako p ∈M je definisana ortogonalna projekcija

π : TpRn ∼= Rn → TpM.

Definiximo

∇XY := π(DX(Y )).

Nije texko videti da ovako definisana operacija ∇ zadovo	ava aksiome ko-
jima je definisana (jedinstvena) Levi{Qivitina koneksija u odnosu na Ri-
manovu metriku na M nasle�enu iz Rn. �

1.4. Krivina koneksije. Neka je ∇ kovarijantni izvod na vektorskom
rasloje�u E. Osim simetriqnosti razmatrane u Tvr�e�u 2 i diskusiji pre
�ega, vezane za simetriqnost kovarijantnog izvoda, tj. pore�e�e izraza ∇XY
i ∇YX, prirodno je postaviti i pita�e pore�e�a ponov	enih kovarijantnih
izvoda ∇X∇Y i ∇Y∇X . Kao i u diskusiji pre Tvr�e�a 2, prirodno je razlici
∇X∇Y −∇Y∇X dodati qlan koji obezbe�uje linearnost nad C∞(M). Slede�a
lema se dokazuje direktnim raqunom:

Lema 1. Preslikava�e

R : TM ⊕ TM ⊕ E → E, R(X,Y )s := ([∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ])s

je C∞{linearno po sve tri promen	ive.

Definicija 14. Preslikava�e R iz Leme 1,

R(X,Y )s := ∇X∇Y s−∇Y∇Xs−∇[X,Y ]s,

naziva se krivinom koneksije ∇. ♦

U specijalnom sluqaju E = TM imamo slede�e tvr�e�e, koje se dokazuje
na sliqan naqin kao Tvr�e�e 2:

Tvr�eǌe 3. Neka je M glatka mnogostrukost, Σ otvoren skup u R2,
u : Σ → M parametrizovana povrx i Z glatko vektorsko po	e du� Σ (tj.
seqe�e rasloje�a TΣM). Tada je

D

∂s

D

∂t
Z − D

∂t

D

∂s
Z = R

(
∂u

∂s
,
∂u

∂t

)
Z.
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4 Tvr�e�e je lokalno, pa mo�emo da radimo u koordinatama. Neka je

Z =
∑
j

zj(s, t)
∂

∂xj
.

Tada je
D

∂t
Z =

∑
j

zj
D

∂t

∂

∂xj
+
∑
j

∂zj
∂t

∂

∂xj
.

Ako ovaj izraz sada diferenciramo po s, a zatim od dobijenog izraza oduzmemo
izraz sa prome�enim ulogama s i t, dobijamo

D

∂s

D

∂t
Z − D

∂t

D

∂s
Z =

∑
j

zj

(
D

∂s

D

∂t

∂

∂xj
− D

∂t

D

∂s

∂

∂xj

)
. (24)

Ostaje da izraqunamo D
∂s

D
∂t

∂
∂xj

i D
∂t

D
∂s

∂
∂xj

. Neka je

u(s, t) = (x1(s, t), x2(s, t), . . . , xn(s, t)).

Tada je
D

dt

∂

∂xj
= ∇∑

k

∂xk
∂t

∂
∂xj

∂

∂xj
=
∑
k

∂xk
∂t
∇ ∂

∂xk

∂

∂xj
.

Diferencira�em dobijenog izraza po s dobijamo

D

∂s

D

∂t

∂

∂xj
=
∑
k

∂2xk
∂s∂t

∇ ∂
∂xk

∂

∂xj
+
∑
ik

∂xk
∂t

∂xi
∂s
∇ ∂

∂xi

∇ ∂
∂xk

∂

∂xj
.

Ako sada izmenimo uloge s i t i napravimo razliku, dobijamo(
D

∂s

D

∂t
− D

∂t

D

∂s

)
∂

∂xj
=
∑
i,j

∂xk
∂t

∂xi
∂s

[
∇ ∂

∂xi

,∇ ∂
∂xk

] ∂

∂xj
. (25)

Poxto je
[
∂
∂xi

, ∂
∂xk

]
= 0, tj.

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xk

)
∂

∂xj
=
[
∇ ∂

∂xi

,∇ ∂
∂xk

] ∂

∂xj
,

tvr�e�e sledi iz (25), (24) i linearnosti R. 5

Definicija 15. Neka su Xp, Yp ∈ TpM dva ortogonalna jediniqna vek-
tora i Σp i Σp ⊂ TpM �ihov dvodimenzioni linearni omotaq. Veliqina

K(Σp) := −〈R(Xp, Yp)Xp, Yp〉
naziva se sekcionom krivinom . ♦

Napomena 7. Neka su Xp, Yp ∈ TpM dva linearno nezavisna (ne obavezno
ortogonalna) vektora i Σp ⊂ TpM �ihov linearni omotaq. Sekciona krivina
mo�e da se definixe i kao izraz

K(Σp) = −〈R(Xp, Yp)Xp, Yp〉
‖Xp × Yp‖2

, (26)

gde je ‖Xp× Yp‖ :=
√
‖Xp‖2 ‖Yp‖2 − 〈Xp, Yp〉2 povrxina paralelograma nad Xp

i Yp. Zaista, izraz (26) je simetriqan po Xp i Yp i invarijantan u odnosu na
transformacije

(Xp, Yp) 7→ (λXp, Yp), (Xp, Yp) 7→ (Xp + λYp, Yp,

odakle sledi da on zavisi samo od ravni Σp, a ne i od izbora baze u �oj.
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Linearno algebarska qi�enica je da sekciona krivina jednoznaqno odre-
�uje krivinu R. Preciznije, posmatrajmo tenzor7, oznaqen istim slovom R
kao i krivina bez straha od zabune, definisan sa

R(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y, Z),W 〉.
On zadovo	ava slede�e jednakosti (prva od �ih se naziva Bjankijevim iden-
titetom:

(1) R(X,Y, Z,W ) +R(Y,Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0;
(2) R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W );
(3) R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z);
(4) R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ).

Ako su R1 i R2 dva tenzora koja zadovo	avaju ove jednakosti, onda ih zadovo-
	ava i tenzor T = R1−R2. Ako sada pretpostavimo da su R1 i R2 definisani
krivinama koje imaju istu sekcionu krivinu, mo�emo da poka�emo, koriste�i
prethodna qetiri svojstva za T , da je

0 = T (Xp + Zp, Yp, Xp + Zp, Yp) = 2T (Xp, Yp, Zp, Yp),

a odatle da je

0 = T (Xp, Yp +Wp, Zp, Yp +Wp) = T (Zp,Wp, Xp, Yp)− T (Wp, Xp, Zp, Yp).

Tako dobijamo T (Zp,Wp, Xp, Yp) = T (Wp, Xp, Zp, Yp), xto znaqi da je tenzor T
invarijantan u odnosu na permutacije koje uqestvuju u Bjankijevom identitetu,
pa je T ≡ 0, tj. R1 ≡ R2. �

Zadatak 12. Dokazati da ako Rimanovu metriku pomo�imo konstantom c,
dobijamo sekcionu krivinu pomno�enu konstantom c−1. X

Definicija 16. Rimanova mnogostrukost se naziva izotropnom u taqki
p, ako je sekciona krivina K(Σp) ista za svaku ravan Σp ∈ Tp. Ka�emo da je
M izotropna mnogostrukost ako je izotropna u svakoj svojoj taqki. Ka�emo
da je izotropna mnogostrukost M mnogostrukost konstantne krivine ako je
�ena sekciona krivina ista u svakoj taqki. ♦

Napomena 8. Neka je M Rimanova mnogostrukost, sa tenzorom R defin-
isanim, kao u Napomeni 7, pomo�u krivine. Neposredno se proverava da i
tenzor

R0(X,Y, Z,W ) := 〈X,Z〉 〈Y,W 〉 − 〈Y,Z〉 〈X,W 〉
zadovo	ava svojstva (1){(4) iz Napomene 7. Ponav	aju�i argument iz te napo-
mene, o odre�enosti krivine R sekcionom krivinom (koji se osla�a samo na
qi�enicu da tenzori o kojima je req zadovo	avaju svojstva (1){(4)), vidimo da
je M mnogostrukost konstantne krivine K ako i samo je R = KR0. �

Napomena 9. Ako jeM povezana izotropna Rimanova mnogostrukost i ako
je dim M ≥ 3, onda je sekciona krivina Kp konstantna. Drugim reqima, za
povezane mnogostrukosti dimenzije ve�e od 2, nezavisnost veliqine K(Σp) od
izbora ravni Σp ∈ TpM za svako pojedinaqno p ∈ M povlaqi nezavisnost te
veliqine i od p. Ovo tvr�e�e je poznato kaoXurova teorema. Dvodimenzione

7Tenzor je vixelinearno (nad C∞) preslikava�e TM ×· · ·×TM ×T ∗M ×· · ·×T ∗M →
C∞(M). Ako na levoj strani ima k kopija tangentnog i j kopija kotangentnog rasloje�a,
govorimo o tenzoru tipa (k, j). Tenzori tipa (k, 0) nazivaju se kovarijantnim, a tipa (0, j)
kontravarijantnim.
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mnogostrukosti (odnosno povrxi) su, iz trivijalnog razloga, izotropne; �i-
hova sekciona krivina se naziva Gausovom krivinom. povrxi. Ona mo�e da
zavisi od p ∈M . �

Primer 18. (Krivine povrxi i krivih) Gaus je krivinu povrxi
definisao na drugi naqin, polaze�i od povrxi utop	ene u euklidski prostor
i metrike nasle�ene iz tog prostora. Neka je povrx Σ u R3 parametrizovana
sa

S : D → R3, (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

gde je D ⊂ R2 otvoren skup. Tada je

n : Σ→ R3, n =

∥∥∥∥∂S∂u × ∂S

∂v

∥∥∥∥−1
∂S

∂u
× ∂S

∂v

vektorsko po	e jediniqnih normala na povrx Σ. Bilinearno preslikava�e

II : TΣ× TΣ→ TΣ, II(X,Y ) = 〈Dn(X), Y 〉 (27)

naziva se drugom kvadratnom formom povrxi Σ. Direktnim raqunom se vidi
da je druga kvadratna forma povrxi ubazi E1 = ∂S

∂u , E2 = ∂S
∂v data matricom

[II] =

[
l m
m n

]
gde je

l =

〈
∂2S

∂u2
,n

〉
, m =

〈
∂2S

∂u∂v
,n

〉
, n =

〈
∂2S

∂v2
,n

〉
,

xto se nekad zapisuje u obliku

II = l du2 + 2mdudv + ndv2.

Diferencira�em izraza ‖n‖2 ≡ 1 u pravcu X dobijamo izraz 〈Dn(X),n〉 = 0,
pa je preslikava�e

X 7→ Dn(X), (28)

koje se pojav	uje u definiciji (27), u svakoj taqki p ∈M linearno preslika-
va�e TpM → TpM . �egove sopstvene vrednosti nazivaju se glavnim kriv-
inama povrxi. Iz qi�enice da je II simetriqna forma sledi da su glavne
krivine realne vrednosti. Gausova krivina K povrxi je determinanta ovog
preslikava�a, dakle proizvod glavnih krivina, a sred�a krivina H �ihova
aritmetiqka sredina, tj. polovina traga preslikava�a (28). Ove veliqine
mogu da se izraqunaju kao:

K =
ln−m2

EG− F 2
, H =

1

2

Gl − 2Fm+ En

EG− F 2
(29)

gde je

E =

〈
∂S

∂u
,
∂S

∂u

〉
=

(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

+

(
∂z

∂u

)2

F =

〈
∂S

∂u
,
∂S

∂v

〉
=
∂x

∂u

∂x

∂v
+
∂y

∂u

∂y

∂v
+
∂z

∂u

∂z

∂v

G =

〈
∂S

∂v
,
∂S

∂v

〉
=

(
∂x

∂v

)2

+

(
∂y

∂v

)2

+

(
∂z

∂v

)2

.
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Ovi izrazi su nam poznati iz poqetnih kurseva Analize; znamo da je veliqina√
EG− F 2 =

∥∥∥∥∂S∂u × ∂S

∂v

∥∥∥∥,
qiji se kvadrat pojav	uje u imeniocima Gausove i sred�e krivine (29) in-
finitezimalna povrxina na povrxi Σ.

Mo�e da se doka�e i da su glavne krivine povrxi minimalna i mak-
simalna krivina krivih koje se dobijaju kao presek povrxi Σ i ravni koje
sadr�e n (tj. normalnih ravni povrxi). Podsetimo se da se krivina krive

γ : [0, l]→ R, s 7→ γ(s)

parametrizovane du�inom luka, definixe kao norma vektora ubrza�a, tj.
kao

κ(s) := ‖γ′′(s)‖.
U Freneovom ortonormiranom reperu

T(s) := α′(s), N(s) :=
T′(s)

‖T′(s)‖
, B(s) := T(s)×N(s)

krivina κ i torzija τ krive se pojav	uju kao skalarne veliqine koje opisuju
kreta�e tog repera du� krive, pomo�u izraza T′

N′

B′

 =

 0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0

  T
N
B

 ,
poznatog kao Frene{Sereove formule. ]

Va�na osobina Gausove krivine povrxi Σ je da je ona jednaka sekcionoj
krivini. To se najlakxe vidi ako se u bazi

E1 =
∂S

∂u
, E2 =

∂S

∂v
∈ TΣ

izraquna izraz

〈R(E1, E2)E1, E2〉 = 〈∇E1
∇E2

E1 −∇E2
∇E1

E1, E2〉,
koriste�i opis operacije ∇ iz Napomene 6, pomo�u obiqnog diferencira�a i
projekcije u R3. Tako dobijamo

∇E1
E2 =

∂2S

∂u∂v
−
〈
n,

∂2S

∂u∂v

〉
n, ∇E2

E2 =
∂2S

∂v2
−
〈
n,
∂2S

∂v2

〉
n.

Ako sada ove izraze, na sliqan naqin, kovarijantno diferenciramo jox jed-
nom, prvi u pravcu E1, a drugi u pravcu E2, razliku dobijenih izraza skalarno
pomno�imo sa E2, posle malo raquna dobijamo da je

〈R(E1, E2)E1, E2〉 = ln−m2,

xto je brojilac u izrazu (29) za Gausovu krivinu K. Interpretacija ime-
nioca tog izraza, kao kvadrata povrxine, nam je poznata iz osnovnih kurseva
Analize. Tako dobijamo jednakost

〈R(E1, E2)E1, E2〉
‖E1 × E2‖2

=
ln−m2

EG− F 2
,

xto je jednakost izme�u Gausove i sekcione krivine povrxi. Poxto sekciona
krivina zavisi samo od metrike, dobijamo slede�u teoremu:
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Teorema 5. (Gausova ,,Egregium") Izometrija quva Gausovu krivinu.

Napomena 10. Znaqaj Gausove Egregium (xto znaqi izvanredne) teoreme
je u tome xto je Gaus krivinu definisao kao meru zakriv	enosti povrxi u
ambijentnom prostoru, a ne pomo�u metrike (i iz �e izvedene Levi{Qivitine
koneksije i Rimanove krivine) kao mi.

Gausova konstrukcija krivine kao mere zakriv	enosti povrxi u ambijentu
R3 mo�e da se prenese na opxtiju situaciju imerzije f : M → M , gde je
dim M = n, dim M = n + m. Poxto je f imerzija, Rimanova metrika 〈·, ·〉
na M indukuje Rimanovu metriku f∗〈·, ·〉 na M , u odnosu na te metrike f je
lokalna izometrija. U odnosu na Rimanovu metriku na M , za svako p ∈ f(M)
tangenti prostor TpM mo�e da se napixe kao ortogonalna direktna suma8

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

pa svaki vektor Vp ∈ TpM mo�e na jedinstven naqin da se napixe u obliku

Vp = V >p + V ⊥p

Neka su X,Y ∈ X (M) dva vektorska po	a na M , (odnosno, uz �ihovu identi-
fikaciju sa f∗(X), f∗(Y ), vektorska po	a na f(M)). �ih mo�emo da proxi-
rimo, bar lokalno, u okolini U taqke p, do vektorskih po	a X, Y na M . Ako
je ∇ Levi{Qivitina koneksija na M , onda je sa

∇XY := (∇XY )>

definisana Levi{Qivitina koneksija naM u odnosu na indukovanu Rimanovu
metriku. Iz svojstava Levi{Qivitine koneksije sledi da je sa

B : X (U)×X (U)→ X (U)⊥, B(X,Y ) := ∇XY −∇XY

dobro definisana (tj. nezavisna od proxire�a X, Y ) simetriqna bilinearna
forma. Za svaki normalni vektor Np ∈ TpM⊥ bilinearna forma

IINp : TpM × TpM → R, IINp(Xp, Yp) := 〈B(Xp, Yp), Np〉
naziva se drugom fundamentalnom formom imerzije f u taqki p, u pravcu Np.
�oj je prirodno pridru�en simetriqni linearni operator

SNp : TpM → TpM, IINp(Xp, Yp) = 〈SNp(Xp), Yp〉.
Ako je N proizvo	no normalno vektorsko po	e koje je u taqki p jednako Np,
onda je

SNp(Xp) = −(∇XpN)>,

pa operator S meri promenu normale N u tangentnom pravcu Xp. Poxto je
operator SNp simetriqan, �egove sopstvene vrednosti su realne, a sopstveni

vektori me�usobno ortogonalni. Specijalno, ako je dim M = dim M + 1 i ako
su M i M orijentisane mnogostrukosti (tj. orijentabilne i sa izabranom
orijentacijom), mo�emo da izaberemo jediniqni normalni vektor Np i bazu
sopstvenih vektora E1

p , . . . , E
n
p ∈ TpM operatora SNp , tako da E1

p , . . . , E
n
p i

E1
p , . . . , E

n
p , N daju orijentacije u TpM i TpM . Vektori Ejp nazivaju se glavnim

8Preciznije, ali i nezgrapnije, bi bilo napisati TpM = f∗(TpM) ⊕ f∗(TpM)⊥, ali,
budu�i da se radi o imerziji, mo�emo da izvrximo identifikacije koje opravdavaju zapis
koji smo upotrebili { svaka taqka p ∈ M ima okolinu U koja se difeomorfno preslikava
na f(U), a f∗ : TU → Tf(U) je izomorfizam vektorskih rasloje�a. Vektorska po	a na M
mozemo, lokalno, pomo�u ovih identifikacija da smatramo vektorksim po	ima na f(M)
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pravcima, a odgovaraju�e sopstvene vrednosti λj(p) glavnim krivinama hiper-
povrxi M u taqki p. Gausova krivina se definixe kao proizvod glavnih
krivina (tj. kao determinanta operatora SNp), a sred�a krivina kao �ihova

aritmetiqka sredina (odnosno kao n−1trSNp).
U opxtem sluqaju, kada M nije kodimenzije 1, sred�a krivina u taqki

p ∈M se definixe kao vektor tr B:

−→
H (p) :=

1

n

n∑
j=1

B(Ej , Ej),

gde je {Ej} ortonormirana baza tangentnog prostora TpM . Vektor sred�e
krivine je znaqajan u teoriji minimalnih povrxi iz slede�eg razloga. Neka
je µ kanonska forma zapremine na M indukovana Rimanvom metrikom, na-
sle�enom iz M . Neka je X vektorsko po	e du� M i neka je ϕt deformacija
podmnogostrukosti M u pravcu X; preciznije, neka je

ϕt : M →M,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕt(q) = Xq.

Ako sa V (·) oznaqimo zapreminu definisanu formom µ, mo�e da se doka�e da
je

d

dt

∣∣∣∣
t=0

V (ϕt(M)) = −
∫
M

〈
−→
H,X〉µ.

To opravdava termin minimalne podmnogostrukosti koji se koristi za mno-

gostrukosti sa
−→
H ≡ 0 { to su mnogostrukosti koje su kritiqne taqke (poten-

cijalni minimumi) funkcionala zapremine. Specijalno, minimalne povrxi
su dvodimenzione minimalne podmnogostrukosti. �

Primer 19. Gausova krivina euklidske ravni R2 je K = 0. Sekciona
krivina euklidskog prostora Rn sa standardnom euklidskom metrikom jednaka
nuli. ]

Primer 20. Posmatrajmo krivu

[0, l]→ R3, s 7→ (x(s), 0, z(s))

u xz{ravni, parametrizovanu du�inom luka s (tako da je x′(s)2 + z′(s)2 = 1).
Povrx dobijena rotacijom ove krive oko z{ose ima parametrizaciju

S(s, θ) = (x(s) cos θ, x(s) sin θ, z(s)), (s, θ) ∈ [0, l]× [0, 2π[,

pa je

∂S

∂s
= (x′(s) cos θ, x′(s) sin θ, z′(s)),

∂S

∂θ
= (−x(s) sin θ, x(s) cos θ, 0).

Odatle sledi

E = x′(s) + z′(s) = 1, F = 0, G = (x(s))2.

Nexto du�im raqunom izvodimo koeficijente druge fundamentalne forme

l = x′z′′ − x′′z′, m = 0, n = xz′

odakle dobijamo izraze za Gausovu i sred�u krivinu rotacionih povrxi.
Treba imati u vidu da su ti izrazi nexto komplikovaniji ako kriva rotacije
nije parametrizovana du�inom luka. ]
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Primer 21. Specijalni sluqaj Primera 20, je jediniqna sfera S2; �ena
Gausova krivina je K = 1. Opxtije, sekciona krivina sfere Sn je K = 1. ]

Zadatak 13. Neka je T2 torus u R3 realizovan kao rotaciona povrx.
Dokazati da je

x = (c+ a cos v) cosu, y = (c+ a cos v) sinu, z = a sin v

jedna parametrizacija torusa. Dokazati da je Gausova krivina torusa

K =
2 cos v

a(c+ a cos v)
.

Izvesti odatle zak	uqak da torus sa metrikom nasle�enom iz R3 nije (ni
lokalno) izometriqan ravnom torusu iz Primera 16 (za n = 2). X

Zadatak 14. Izraqunati sekcionu krivinu paraboloida z = x2 + y2. X

1.5. Forma koneksije i forma krivine. Neka je na vektorskom raslo-
je�u (E,M, π) zadata koneksija (horizontalna distribucija) H i iz �e izve-
deni kovarijantni izvod ∇ i krivina R.

Kovarijantni izvod mo�e da se definixe i kao linearno preslikava�e

∇ : Γ(E)→ Γ(Hom(TM,E)) ∼= Γ(T ∗M ⊗ E)

(gde je Γ(·) vektorski prostor seqe�a rasloje�a) koje zadovo	ava Lajbnicovo
pravilo

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇s za sve f ∈ C∞(M).

Neka je U ⊂ M skup na kome se restrikcija EU trivijalizuje. U trivi-
jalizaciji

ψ : EU → U ×Kr

obiqan izvod ds definixe jedan kovarijantni izvod. Iz Lajbnicovog pravila
sledi da je razlika

Γψ := ∇− d : Γ(TM)× Γ(E)→ Γ(E) (30)

bilinearno preslikava�e nad C∞(M).

Definicija 17. Preslikava�e (30) naziva se Kristofelovim preslika-
va�em trivijalizacije ψ. Za izabrane kanonske baze

∂

∂xj
, 1 ≤ j ≤ dim M i eα, 1 ≤ α ≤ rangE

prostora TM i E u trivijalizaciji ψ Kristofelovo preslikava�e je odre�eno

Kristofelovim simbolima Γβjα(p), tj. koeficijentima u zapisu

∇ ∂
∂xj

eα =

r∑
β=1

Γβjαeβ

kovarijantnog diferencira�a u kanonskim bazama definisanim trivijal-
izacijom ψ. ♦

Kristofelovo preslikava�e (30) je, za fiksirano s, linearno preslika-
va�e po X, pa mo�e da se napixe pomo�u 1{forme θ na M , sa vrednostima u
Hom(EU , EU ). Drugim reqima, ako je {e1, . . . , er} baza u slojevima trivijal-
izacije EU , svako seqe�e s : U → EU mo�e da se napixe kao

s = h1e+ · · ·+ hrer, za neke h1, . . . , hr ∈ C∞(M).
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Tada je

∇s =

r∑
j=1

(dhj ⊗ ej + hj∇ej).

Kovarijantni izvod seqe�a ej u bazi {e1, . . . , er} je

∇ej =

r∑
i=1

θij ⊗ ei,

gde su θij 1{forme na U , pa je

∇s =

r∑
i=1

(
dhi +

r∑
j=1

hjθij

)
⊗ ei.

Definicija 18. Diferencijalna 1{forma θ := (θi,j) sa matriqnim vred-
nostima naziva se formom koneksije u bazi e1, . . . , er. ♦

U specijalnom sluqaju rasloje�a E = T ∗M , kovarijantni izvod je pres-
likava�e

∇ : Γ(T ∗M)→ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M).

�ega mo�emo da komponujemo sa preslikava�em

∧ : Γ(T ∗M ⊗ T ∗M)→ Ω2(M)

(gde je Ω2(M) prostor diferencijalnih 2{formi na M) i dobijemo kompozi-
ciju

∧ ◦ ∇ : Γ(T ∗M) = Ω1(M)→ Ω2(M).

Definicija 19. Koneksija na rasloje�u T ∗M se naziva simetriqnom
ako je ∧ ◦ ∇ = d, gde je d : Ω1(M)→ Ω2(M) spo	ax�i diferencijal. ♦

Zadatak 15. Neka su Γkij Kristofelovi simboli koneksije u lokalnoj bazi
dx1, . . . , dxn kotangentnog rasloje�a. Dokazati da je koneksija simetriqna ako
i samo ako je Γkij = Γkji. X

Neka je U Rimanova mnogostrukost dimenzije n sa trivijalnim tangentnim
rasloje�em TU (npr. koordinatna karta proizvo	ne Rimanove mnogostruko-
sti) i neka su data vektorska po	a E1, . . . , En koja su baza u TU . Neka su
1{forme η1, . . . , ηn dualna baza u T ∗U , tj.ηi(Ej) = δij . Tada je je gij = 〈Ei, Ej〉
funkcija na U , g = (gij)1≤i,j≤n funkcija sa vrednostima u prostoru matrica
Rn×n, a η := (η1, . . . , ηn) diferencijalna 1{forma sa vrednostima u Rn. Va�i
slede�e tvr�e�e.

Tvr�eǌe 4. Postoji jednistvena 1{forma θ := (θij)1≤i,j≤n na U sa ma-
triqnim vrednostima za koju va�i

(1) dη − η ∧ θ = 0;
(2) dg = θ ∧ g + g ∧ θ.

Ta forma je forma Levi{Qivitine koneksije. Obrnuto, forma Levi{Qivi-
tine koneksije ima svojstva (1) i (2).

4 Primetimo da je mno�e�e na desnoj strani u (1) i (2) matriqno mno�e�e;
zapis ovih jednaqina u koordinatama je

dηi =

n∑
j=1

ηj ∧ θji, dgij =

n∑
k=1

(θikgkj + θjkgki).
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Kovarijanti izvod koneksije sa formom θ je definisan sa

∇XEk =

n∑
j=1

θkj(X)Ej , ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY.

Jednaqina (1) je, na osnovu Leme 1 na str. 24, ekvivalentno simetriqnosti
∇XY−∇YX = [X,Y ], a svojstvo (2) Lajbnicovom praviluX〈Y,Z〉 = 〈∇XY, z〉+
〈Y,∇XZ〉. Odatle sledi da je Tvr�e�e 4 samo dualna reformulacija Teoreme 4
na str. 73. 5

Posledica 2. Ako je {Ej} ortonormirana baza i {ηj} �ena dualna baza,
onda jednaqine iz Tvr�e�a 4 imaju oblik

(1) dη − η ∧ θ = 0;
(2) θ + θT = 0,

odnosno, u koordinatama,

(1) dηi =
∑n
j=1 ηj ∧ θji;

(2) θji + θji = 0.

Zadatak 16. Formulisati i dokazati globalnu (bez pretpostavke o tri-
vijalnosti tangentnog rasloje�a) verziju Tvr�e�a 4. X

Lema 2. Za zadati kovarijantni izvod

∇ : Γ(E)→ Γ(T ∗M ⊗ E)

postoji jedinstveno linearno preslikava�e

∇̂ : Γ(T ∗M ⊗ E)→ Γ(Λ2(T ∗M)⊗ E)

koje zadovo	ava Lajbnicovo pravilo

∇̂(σ ⊗ s) = dσ ⊗ s− σ ∧∇s (31)

za svaku 1{formu σ ∈ Γ(T ∗M) = Ω1(M) i svako seqe�e s ∈ Γ(E).

4 Ako je e1, . . . , er lokalna baza seqe�a, izraz

∇̂
r∑
j=1

σj ⊗ ej =

r∑
j=1

(dσj ⊗ ej − σj ∧∇ej) (32)

dokazuje i egzistenciju (tj. daje definiciju) i jedinstvenost. 5

Lema 3. Kompozicija

∇̂ ◦ ∇ : Γ(E)→ Γ(Ω2(M)⊗ E)

je krivina koneksije ∇.

Lemu 3 i Lajbnicovo pravilo (31) mo�emo da smestimo u prirodniji am-
bijent na slede�i naqin. Pod diferencijalnim k{formama sa vrednostima u
vektorskom rasloje�u E podrazumevamo seqe�a rasloje�a Λk(T ∗M)⊗ E, tj.

Ωk(M ;E) := Γ(Λk(T ∗M)⊗ E). (33)

Drugim reqima, Ωk(M ;E) je prostor antisimetriqnih k{linearnih pres-
likava�a na TpM sa vrednostima u Ep, glatkih po p. Specijalno, Ω0(M ;E) =
Γ(E) je prostor seqe�a rasloje�a E. Kovarijantni izvod je preslikava�e

∇ : Ω0(M ;E)→ Ω1(M ;E),
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koje je kompozicija vertikalne projekcije i obiqnog izvoda d. �ega mo�emo
na prirodan naqin da produ�imo do preslikava�a

d∇ : Ωk(M ;E)→ Ωk+1(M ;E)

(tako da je za na nivou 0{formi d∇ := ∇ : Ω0(M ;E) → Ω1(M ;E)), pomo�u
Lajbnicovog pravila

d(ν ⊗ s) := dν ⊗ s+ (−1)kν ∧∇s.
Time je definisan operator spo	ax�eg kovarijantnog diferencira�a d∇. Za
razliku od obiqnog operatora spo	ax�eg diferencira�a d, kvadrat opera-
tora d∇ nije nula. Lema 3 mo�e da se formulixe i na slede�i naqin:

Lema 4. Kompozicija

d∇ ◦ d∇ : Ω0(M ;E)→ Ω2(M ;E)

je krivina koneksije ∇.

4 Neka je {ej} baza u Ω0(M ;E). Iz (32) sledi da je

d∇ ◦ d∇(ej) =

r∑
i=1

(
dθji −

r∑
k=1

θjk ∧ θki
)
⊗ ei,

pa je d∇ ◦ d∇ zadato matriqnom 2{formom ω = (ωij), gde je

ωij = dθij −
r∑

k=1

θjk ∧ θki

ili, u matriqnom zapisu,
ω := dθ − θ ∧ θ, (34)

gde je mno�e�e na desnoj strani matriqno mno�e�e. Dokaz leme sledi iz
primene formula za spo	ax�i izvod i spo	ax�i proizvod za 1{forme ς

dς(X,Y ) = Xς(Y )− Y ς(X)− ς([X,Y ]), ς ∧ υ(X,Y ) = ς(X)υ(Y )− ς(Y )υ(X)

na formu koneksije θ i pore�e�em sa

∇X∇Y s = d∇(d∇s+ θ · s)(Y )(X) = . . .

Ostatak dokaza mo�e da se shvati kao zadatak. 5

Definicija 20. Forma ω u (34) naziva se formom krivine koneksije
definisane formom θ. ♦

Definicija 21. Jednaqina (34) i dve jednaqine iz Tvr�e�a 4 nazivaju
se Kartanovim strukturnim jednaqinama. ♦

Napomena 11. Kartanove strukturne jednaqine mo�emo da iskoristimo
za dokaz Xurove teoreme iz Napomene 9 na str. 76. Neka je {Ej} ortonormi-
rana baza i {ηj} �ena dualna baza, kao u Posledici 2. Ako je sekciona krivina
u svakoj taqki p jednaka K(p) za svaku dvodimenzionu ravan u TpM , onda je
forma krivine ω = −Kη ∧ η. Ako ovu jednakost diferenciramo i iskoris-
timo Kartanove strukturne jednakosti dobijamo dK = 0, xto znaqi da je K
konstanta, ako je dim M ≥ 3.

Ako je M dvodimenziona povrx, onda je forma krivine

ω =

[
0 −K
−K 0

]
η1 ∧ η2,



2. VARIJACIJE ENERGIJE 85

gde je K Gausova, odnosno sekciona, krivina. �

Uopxte�e Leme 4 je slede�a lema

Lema 5. Za svaku k{formu σ ∈ Ωk(M ;E) va�i

d∇ ◦ d∇(σ) = R∇ ∧ σ,
gde je R∇ krivina koneksije ∇.

Prethodna lema pokazuje da krivina meri odstupa�e kvadrata spo	axn-
jeg kovarijantnog izvoda od nule. Sem te, algebarske, krivina ima i slede�u,
geometrijsku, ulogu. Neka je IH ideal formi koje se ponixtavaju na horizon-
talnoj distribuciji, tj. koneksiji sa formom koneksije θ (videti definiciju
pre Frobenijusove teoreme na str. 23. Neka su (x1, . . . , xn; e1, . . . , er) lokalne
koordinate na E. Poxto se kovarijantni izvod ∇ = d + θ ponixtava na hor-
izontalnim seqe�ima, sledi da je ideal I∆ generisan formama dej + θijej .
Diferencira�em dobijamo generatore ideala dIH :

d(dej + θijej) ≡ (dθ − θ ∧ θ)ej (mod IH) (35)

(jer je d = ∇ − θ ≡ −θ (mod IH)). Poxto je ω = dθ − θ ∧ θ forma krivine,
iz (35) Frobenijusove teoreme (str. 23) sledi

Tvr�eǌe 5. Horizontalna distribucija je integrabilna ako i samo ako
je krivina jednaka nuli.

4 Dokaz ostav	amo kao zadatak. 5

Napomena 12. Dualna formulacija Napomene 8 je slede�a. Neka jeM Ri-
manova mnogostrukosti, neka su vektorska po	a E1, . . . , En lokalna ortonormi-
rana baza tangentnog rasloje�a i neka su 1{forme η1, . . . , ηn dualna (ηi(Ej) =
δij) lokalna baza kotangentnog rasloje�a. Neka je θ forma Levi{Qivitine
koneksije. Mnogostrukost M ima konstantnu sekcionu krivinu K ako i samo
ako je forma krivine ω = dθ − θ ∧ θ data matricom ω = (ωij) gde je, ωij =
−Kθi ∧ θj . �

Primer 22. (Krivina prostora Lobaqevskog) U modelu polupros-
tora Rn+ sa metrikom ds2 = x−2

n (dx2
1 + . . . + dx2

n), vektorska po	a Ej = xn
∂
∂xj

definixu ortonormiranu bazu tangentnog rasloje�a. Dualna baza kotan-
gentnog rasloje�a definisana je kovektorima ηj = x−1

n dxj . Diferencijalne
forme θij = δniηj − δnjηi zadovo	avaju uslove Tvr�e�a 4 na str. 82 (u ovom
sluqaju je gij = x−1

n δij), pa definixu formu Levi{Qivitine koneksije. �ena
forma krivine je

ωij = (dθ − θ ∧ θ)ij = dθij −
n∑
k=1

θik ∧ θkj = ηi ∧ ηj .

Na osnovu Napomene 12, odatle sledi da je K = −1. ]

2. Varijacije energije

Neka je M Rimanova mnogostrukost sa Levi{Qivitinom koneksijom i iz
�e izvedenim kovarijantnim izvodom ∇. Rimanova metrika 〈·, ·〉 definixe na
svakom tangentnom prostoru TpM normu ‖Xp‖ :=

√
〈Xp, Xp〉. Pokuxajmo da

odgovorimo na pita�e:
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(♣) Xta je rastoja�e izme�u dve taqke na M?

Neka je [0, c] interval u R i γ : [0, c] → M glatka kriva. Po analogiji
sa definicijom du�ine krive u euklidskom prostoru, du�inu krive defin-
ixemo sa

L(γ) =

∫ c

0

‖γ̇(t)‖ dt, (36)

gde je

γ̇(t) :=
dγ

dt
(t).

Nexto jednostavniji izraz (koji ne uk	uquje kvadratni koren)

E(γ) =

∫ c

0

‖γ̇(t)‖2 dt (37)

naziva se funkcionalom energije. Iz Koxi { Xvarcove nejednakosti sledi
da je

(L(γ))2 ≤ cE(γ), (38)

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je kriva γ parametrizovana prirod-
nim parametrom, tj. du�inom luka. Podsetimo se da svaku regularnu krivu
mo�emo da parametrizujemo prirodnim parametrom. Ali, primetimo da in-
tegral (36) ne zavisi od parametrizacije, ali da integral (37) zavisi.

Logiqno je rastoja�em izme�u taqaka p i q proglasiti infimum funkcio-
nala L, definisanog na skupu krivih krivih koje spajaju te dve taqke (ka�emo
da kriva γ : [0, c] → M spaja taqke p i q ako je γ(0) = p i γ(c) = q). Naravno,
ukoliko taj infimum postoji.

U izuqava�u pita�a (♣) mo�e da nam pomogne slede�a lema, koja mo-
tivixe traga�e za minimumom funkcionala energije, koji je jednostavniji
od funkcionala du�ine.9

Lema 6. Neka je α : [0, c] → M kriva koja minimizuje rastoja�e izme�u
taqaka p i q, parametrizovana prirodnim parametrom. Tada za svaku krivu
γ : [0, c]→M koja spaja taqke p i q va�i

E(α) ≤ E(γ),

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako γ minimizuje du�inu i parametri-
zovana je prirodnim parametrom.

4 Iz (38) sledi cE(α) = (L(α))2 ≤ (L(γ))2 ≤ cE(γ), odakle sledi dokaz. 5

2.1. Prva varijacija energije. Neka je γ : [0, c]→M glatka kriva koja
spaja taqke p i q. Glatka familija glatkih krivih γs : [0, c]→M , −ε < s < ε,
koje spajaju taqke p i q, takva da je γ0 = γ, naziva se varijacijom krive γ.

Ako kriva γ := γ0 minimizuje funkcional E, onda je

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(γs) = 0 (39)

za svaku �enu varijaciju γs. Naravno, iz (39) ne sledi da je γ0 minimum.
Kriva γ0 za koju va�i (39) naziva se ekstremalom funkcionala E na skupu
krivih koje spajaju taqke p i q.

9Druga motivacija dolazi, ne iz geometrije, ve� iz klasiqne mehanike: funkcional E je
funkcional dejstva slobodne qestice. Opxtije, funkcional dejstva u po	u sa potencijalom
V je EV (γ) =

∫
[1/2‖γ̇(t)‖2 − V (γ(t))] dt.
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Tvr�eǌe 6. Kriva γ : [0, c]→M je ekstremala funkcionala E na skupu
krivih koje spajaju p i q ako i samo ako je

∇γ̇ γ̇ = 0.

4 Koriste�i qi�enicu da je ∇ Levi{Qivita koneksija, diferencira�em pod
znakom integrala dobijamo

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(γs) = 2

∫ c

0

〈
D

∂s

∂γs
∂t

,
∂γs
∂t

〉∣∣∣∣
s=0

dt = 2

∫ c

0

〈
D

∂t

∂γs
∂s

,
∂γs
∂t

〉∣∣∣∣
s=0

dt

(u prvom koraku smo koristili (23) na str. 73, a u drugom Tvr�e�e 2 na str. 71).
Odatle dobijamo (posle jox jedne primene (23) na str. 73) da je

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(γs) = 2

∫ c

0

d

dt

〈
∂γs
∂s

,
∂γs
∂t

〉∣∣∣∣
s=0

dt− 2

∫ c

0

〈
∂γs
∂s

,
D

∂t

∂γs
∂t

〉∣∣∣∣
s=0

dt. (40)

Iz �utn{Lajbnicove formule sledi da je prvi integral jednak nuli (jer su

krajevi p i q fiksirani, pa je ∂γs
∂s (0) = ∂γs

∂s (c) = 0. Da bi drugi integral bio
jednak nuli za svaku varijaciju γs, neophodno je da bude

D

dt

dγ0

dt
= 0,

tj. ∇γ̇ γ̇ = 0. 5

Napomena 13. Ako je γs(t) slobodna varijacija krive γ0(t) = γ(t), tj. bez
uslova da su krajevi fiksirani, onda je prvi integral na desnoj strani u (40)
jednak razlici vrednosti podintegralne funkcije na krajevima intervala, pa
je

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(γs) = 2

〈
∂γs
∂s

,
∂γs
∂t

〉∣∣∣∣
s=0

∣∣∣∣t=c
t=0

− 2

∫ c

0

〈
∂γs
∂s

,
D

∂t

∂γs
∂t

〉∣∣∣∣
s=0

dt (41)

formula prve varijacije na prostoru krivih sa slobodnim krajevima. �

Napomena 14. Neka je γ : [0, c] → M regularna10 kriva koja zadovo	ava
∇γ̇ γ̇ = 0. Tada je

d

dt
‖γ̇‖2 =

d

dt
〈γ̇, γ̇〉 = 2〈∇γ̇ γ̇, γ̇〉 = 0,

pa je ‖γ̇‖ = const. Odatle sledi da je

s(t) =

∫ t

0

‖γ̇‖ dt = ct,

pa je kriva γ parametrizovana parametrom koji je proporcionalan prirodnom
parametru, tj. du�ini luka. �

Tvr�eǌe 7. Neka je γ kriva koja zadovo	ava ∇γ̇ γ̇ = 0. Tada je γ ek-
stremala funkcionala du�ine L.

4 Kao u dokazu Tvr�e�a 6, diferenciramo L(γs) pod znakom integrala, u
taqki s = 0. Poxto je ∇γ̇ γ̇ = 0, iz Napomene 14 sledi da je

d

ds

∣∣∣∣
s=0

‖γ̇s‖2 = 2‖γ̇0‖
d

ds

∣∣∣∣
s=0

‖γ̇s‖ = c
d

ds

∣∣∣∣
s=0

‖γ̇s‖,

pa je ostatak dokaza isti kao u Tvr�e�u 6. 5

10Glatka kriva γ : I →M je regularna ako je dγ
dt

(t) 6= 0 za sve t ∈ I.
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Definicija 22. Glatka kriva koja zadovo	ava jednaqinu ∇γ̇ γ̇ = 0 naziva
se geodezijskom linijom koneksije ∇. ♦

Napomena 15. Geodezijska linija je definisana koneksijom. Ako je ta
koneksija Levi{Qivitina, iz prethodnih tvr�e�a sledi da su geodezijske lin-
ije ekstremale funkcionala energije i du�ine. Me�utim, nije svaka ek-
stremala funkcionala du�ine geodezijska linija. Npr, prava γ(t) = (t2, 0)
u R2 svakako je ekstremala (qak i minimum) funkcionala du�ine. Me�utim,
γ̇(t) = (2t, 0), xto nije vektor konstantne du�ine, pa iz Napomene 14 sledi
da γ nije geodezijska. Istu pravu (shva�enu kao geometrijsko mesto taqaka,
dakle neparametrizovanu) mo�emo da parametrizujemo sa α(t) = (t, 0). Kriva
α jeste geodezijska linija.

Ovo je jox jedna prednost rada sa funkcionalom E umesto sa L { funkci-
onal L ne zavisi od parametrizacije, pa su i krive γ i α �egove ekstremale.
Kriva γ, me�utim, nije ekstremala funkcionala E. Ekstremale funkcionala
energije dolaze sa prirodnom parametrizacijom, ili �enom linearnom repa-
rametrizacijom.

Preciznije, ako je γ geodezijska linija, onda je i �ena parametrizacija
t 7→ γ(t) parametrom t geodezijska linija ako i samo ako je s = at + b, gde
je s prirodni parametar, a a 6= 0 i b konstante. Ovo sledi direktno iz
Napomene 14, jer iz ds/dt = ‖dγ/dt‖ sledi s = at+ b. �

Zadatak 17. Dokazati da ekstremale funkcionala

EV (γ) =

∫ a

0

(
1

2
‖γ̇(t)‖2 − V (γ(t))

)
dt

na prostoru krivih sa fiksiranim krajevima zadovo	avaju jednaqinu

∇γ̇ γ̇ = −gradV (γ),

xto je Drugi �utnov zakon u po	u potencijalne sile F = −gradV . X

Napomena 16. (Ojler{Lagran�eve jednaqine) Tvr�e�e 6 i Zadatak 17
mogu da se izvedu iz opxtijeg varijacionog principa. Neka je L : TM×[0, 1]→
R glatka funkcija. Tada su ekstremale funkcionala

S(γ) :=

∫ 1

0

L(q(t), q̇(t), t) dt

na prostoru glatkih krivih γ : [0, 1]→ TM sa fiksiranim krajevima rexe�a
Ojler{Lagran�evih jednaqina

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0. (42)

Jednaqine (42) se izvode na isti naqin kao dokaz Tvr�e�a 6. Funkcija L
naziva se Lagran�ijanom varijacionog problema. �

Primer 23. Vratimo se jox jednom na povrxi u R3, o kojima smo govo-
rili u Primeru 18. Ako kriva γ le�i na povrxi Σ, osim Freneovog repera
prirodan je i reper

T := γ′(s), n(s), n(s)×T(s),

gde je n(s) vektor jediniqne normale na povrx Σ u taqki γ(s), koji je, u opxtem
sluqaju, razliqit od vektora N(s). I ovaj reper je ortonormiran, jer kriva
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γ le�i na povrxi Σ. Poxto je kriva γ parametrizovana du�inom luka, �en
vektor brzine ima konstantnu du�inu 1, pa diferencira�em izraza ‖γ′(s)‖2 ≡
1 dobijamo γ′(s) ⊥ γ′′(s). Odatle sledi da je γ′′(s) linearna kombinacija

γ′′(s) = κn(s)n(s) + κg(s)n(s)×T(s). (43)

Veliqine κn(s) i κg(s) nazivamo normalnom i geodezijskom krivinom krive γ
na povrxi Σ u taqki γ(s). U svetlu Napomene 6 na str. 74, iz (43) sledi da je

∇γ′(s)γ′(s) = κg(s)n(s)×T(s), (44)

gde je ∇ kovarijantni izvod definisan Levi{Qivitinom koneksijom na Σ u
odnosu na Rimanovu metriku nasle�enu iz R3. Iz (44) zak	uqujemo da je kriva
na povrxi Σ geodezijska linija (u Rimanovoj metrici na Σ nasle�enoj iz R3)
ako i samo ako je �ena geodezijska krivina jednaka nuli.

Imaju�i u vidu Napomenu 10, geodezijsku i normalnu krivinu mo�emo da
definixemo i u opxtijoj situaciji, za krive na podmnogostrukosti M ⊂M :
ako je γ : [0, l]→M kriva parametrizovana du�inom luka s, T (s) = γ′(s) �eno
po	e vektora brzine i

DT

ds
(s) =

(
DT

ds

)>
⊕
(
DT

ds

)⊥
∈ Tγ(s)M ∼= (Tγ(s)M)> ⊕ (Tγ(s)M)⊥,

geodezijska i normalna krivina se definixu sa

κg(s) =

∥∥∥∥(DTds
)>∥∥∥∥, κn(s) =

∥∥∥∥(DTds
)⊥∥∥∥∥.

Kriva γ je geodezijska linija u M ako i samo ako je κg ≡ 0. Naravno, odatle

ne sledi da je γ geodezijska linija u M . Podmnogostrukost M ⊂ M (ili,
opxtije, imerzija11 f : M → M) se naziva totalno geodezijskom ako je
svaka geodezijska linija u M istovremeno i geodezijska linija u M . Ako
je svaka geodezijska u M koja polazi iz taqke p istovremeno i geodezijska u
M , podmnogostrukost M (ili imerziju f : M → M) nazivamo geodezijskom u
taqki p. ]

Zadatak 18. Dokazati da je κn(s) = II(γ′(s), γ′(s)). X

2.2. Geodezijska vektorska po	a i geodezijski tok. Neka je na tan-
gentnom rasloje�u TM zadata koneksija. �ome je definisano horizontalno
podiza�e (12)

h : TM → T (TM).

Neka je Xp ∈ TpM . Tada je u tangentnom prostoru TXp(TM) definisan jedin-
stveni vektor

GXp = hp(Xp).

Definicija 23. Vektorsko po	e

G : TM → T (TM), GXp = hp(Xp)

naziva se geodezijskim vektorskim po	em na TM . �egove integralne krive,
tj. rexe�a diferencijalne jednaqine

c :]− δ, δ[→ TM,
dc

dt
= G(c(t))

nazivaju se geodezijskim tokom. ♦

11Ili, preciznije reqeno, podskup f(M) ⊂M gde je f : M →M imerzija.
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Podvucimo da su krive geodezijskog toka krive na TM ; �ihove projekcije
na M su geodezijske linije. Objasnimo ovo i u koordinatama. Geodezijska
linija na M je rexe�e diferencijalne jednaqine drugog reda D

dt
dγ
dt = 0. Neka

je γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) koordinatni zapis krive γ. Tada je

dγ

dt
=
∑
k

dxk
dt

,

pa se jednaqina geodezijske linije D
dt
dγ
dt = 0 zapisuje, u oznakama iz Napomene 3,

kao sistem diferencijalnih jednaqina drugog reda

d2xk
dt2

+
∑
ij

Γkij
dxi
dt

dxj
dt

= 0. (45)

Kao xto nam je poznato iz kursa Diferencijalnih jednaqina, diferencijalna
jednaqina drugog reda po x(t) svodi se na sistem dve diferencijalne jednaqine
prvog reda uvo�e�em smene y(t) = dx

dt . Ova smena upravo odgovara podiza�u
sa baze na tangentno rasloje�e; �enom primenom na (45) dobijamo sistem jed-
naqina

dxk
dt

= yk,
dyk
dt

+
∑
ij

Γkij
dxi
dt

dxj
dt

= 0. (46)

Rexe�e jednaqine (46) je geodezijski tok, a �egova projekcija na M { rexe�a
jednaqine (45), odnosno geodezijske linije.

Iz Teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti rexe�a diferencijalnih jed-
naqina dobijamo slede�e tvr�e�e:

Tvr�eǌe 8. Za svaku taqku p ∈ M postoji otvorena okolina V 3 p,
pozitivni brojevi δ i ε, i glatko preslikava�e

α :]− δ, δ[×U →M, U := {X ∈ TVM | ‖X‖ < ε}
takvo da je kriva t 7→ α(t,Xq) jedinstvena geodezijska linija koja prolazi u
trenutku t = 0 kroz taqku q brzinom Xq, tj. jedinstveno rexe�e jednaqine
geodezijskih

D

dt

dγ

dt
= 0, γ(0) = q,

dγ

dt
(0) = Xq.

4 Dokaz je direktna posledica egzistencije i jedinstvenosti rexe�a difer-
encijalne jednaqine drugog reda sa dva poqetna uslova. 5

Lema 7. Geodezijske linije imaju slede�e svojstvo homogenosti: ako je
geodezijska linija α(t,Xq) definisana na intervalu ] − δ, δ[ i a > 0, onda je
geodezijska linija α(t, aXq) definisana na intervalu ]− a−1δ, a−1δ[ i va�i

α(t, aXq) = α(at,Xq). (47)

4 Dokaz sledi iz qi�enice da obe strane u (47) zadovo	avaju istu dife-
rencijalnu jednaqinu sa istim poqetnim uslovima i jedinstvenosti rexe�a
diferencijalnih jednaqina. 5

Podsetimo se da, u opxtem sluqaju, Teorema o egzistenciji i jedinstve-
nosti diferencijalnih jednaqina garantuje rexe�e samo lokalno, tj. da nije
uvek mogu�e produ�iti ga sa intervala ]− δ, δ[. Me�utim, Lema 7 nam omogu-
�ava da u sluqaju jednaqine geodezijskih linija doka�emo slede�e tvr�e�e.
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Tvr�eǌe 9. Za svaku taqku p ∈ M postoji okolina V 3 p, broj ε > 0 i
glatko preslikava�e

α :]− 2, 2[×U →M, U := {X ∈ TVM | ‖X‖ < ε}
takvo da je t 7→ α(t,Xq) jedinstvena geodezijska linija koja u trenutku t = 0
prolazi kroz taqku q brzinom Xq.

4 Iz Tvr�e�a 8 sledi postoja�e geodezijske linije α(t,Xq) definisane za t ∈
]−δ, δ[. Na osnovu Leme 7, α(t, 2−1δXq) je geodezijska linija koja je definisana
za t ∈]− 2, 2[. 5

Dokazano tvr�e�e nam omogu�ava slede�u definiciju.

Definicija 24. Neka su α i U kao u Tvr�e�u 9. Preslikava�e

exp : U →M, Xq 7→ α(1, Xq)

naziva se eksponencijalnim preslikava�em. Za q ∈M sa

expq : B]0; ε[⊂ TqM →M

oznaqavamo restrikciju eksponencijalnog preslikava�a na otvorenu loptu
polupreqnika ε u TqM . ♦

Tvr�eǌe 10. Za svaku taqku q ∈M postoji ε > 0, takvo da je

expq : B]0; ε[⊂ TqM →M

difeomorfizam lopte B]0; ε[ na otvoren podskup u M . Pri tome je

D(expq)0 = idTqM . (48)

4 Dovo	no je dokazati (48); qi�enica da je expq difeomorfizam sledi oda-
tle, na osnovu Teorme o inverznoj funkciji. Neka je Xq ∈ TqM proizvo	an
vektor. Tada je

D(expq)0(Xq) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

expq(tXq) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

α(1, tXq) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

α(t,Xq) = Xq,

qime je (48) dokazano. 5
Definicija 25. Slika expq(W ) ⊂ M otvorenog podskupa W ⊂ B]0; ε[

naziva se normalnom okolinom taqke q. Specijalno, slike lopti expq(B]0; δ[),
za δ < ε, nazivamo geodezijskim loptama na M , a slike �ihovih graniqnih
sfera expq(S]0; δ[) geodezijskim sferama sa centrom q i polupreqnikom δ. ♦

Tvr�eǌe 11. (Gausova lema) Geodezijski segmenti t 7→ expq(tXq) su
ortogonalni na geodezijske sfere.

4 Dokaz mo�e da se izvede iz formule prve varijacije energije (videti
Napomenu 13 na str. 87). Poxto je expq difeomorfizam, svaka kriva na geodez-
ijskoj sferi mo�e da se parametrizuje kao expq(X(s)), gde je Xq(s) ∈ TqM
familija vektora konstantne du�ine ‖Xq(s)‖ ≡ δ. Neka je Xq(0) = Xq i
γs(t) := expq(tXq(s)) varijacija geodezijskog segmenta t 7→ expq(tXq).

Sve krive varijacije γs su geodezijske linije, pa je integral na desnoj
strani u formuli prve varijacije (41) jednak nuli. Poqetna taqka svake krive
iz familije γs je γs(0) = q, pa je

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(γs) =

〈
∂γs
∂s

,
∂γs
∂t

〉∣∣∣∣
s=0

∣∣∣∣
t=c

. (49)
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Poxto je γ̇s = ‖X(s)‖ ≡ δ, vrednost E(γs) ne zavisi od s, pa je izraz na

levoj strani (49) jednak nuli, xto znaqi da su vektori ∂γs
∂s

∣∣
s=0,t=c

i ∂γs
∂t

∣∣
s=0,t=c

ortogonalni. 5

Iz Gausove leme mo�emo da izvedemo slede�e minimiziraju�e svojstvo
geodezijskih linija:

Teorema 6. Neka je B ⊂ M geodezijska lopta sa centrom q. Neka je
γ : [0, 1] → B geodezijska linija, takva da je γ(0) = p. Tada za svaku glatku
krivu β : [0, 1] → M za koju je β(0) = p i β(1) = γ(1) va�i L(γ) ≤ L(β). Pri
tome, jednakost va�i ako i samo ako je γ([0, 1]) = β[(0, 1)].

4 Primetimo da je γ(t) = expq(tYq) za neki vektor Yq ∈ Tq jedinstvena geodez-
ijska linija koja polazi iz taqke q brzinom Yq.

Pretpostavimo prvo da je β([0, 1]) ⊂ B. Poxto je expq difeomorfizam,
mo�emo da napixemo

β(t) = expq(b(t)Xq(t)),

za b : [0, 1] → [0,+∞[ i Xq(t) ∈ TqM , ‖Xq(t)‖ ≡ 1. Posmatrajmo funkciju dve
promen	ive

u(b, t) = expq(bXq(t)).

Iz Gausove leme sledi da je
∂u

∂b
⊥ ∂u

∂t
, (50)

a iz qi�enice da je, za fiksirano t, b 7→ u(b, t) geodezijska linija (qiji vektor
brzine ima konstantnu du�inu), sledi da je∥∥∥∥∂u∂b (b, t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∂u∂b (0, t)

∥∥∥∥ = ‖Xq‖ = 1 (51)

Poxto je β(t) = u(b(t), t), iz (50) i (51) sledi da je

‖β̇(t)‖2 = |b′(t)|2 +

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

≥ |b′(t)|2. (52)

Odatle dobijamo

L(β) =

∫ 1

0

∥∥∥∥dβdt
∥∥∥∥ dt ≥ ∫ 1

0

|b′(t)| dt ≥ b(1)− b(0) = L(γ), (53)

jer je b(0) = 0 i L(γ) = 1.
Ako je nejednakost (52) stroga, onda je stroga i nejednakost (53). To znaqi

da je L(γ) = L(β) ako i samo ako je drugi sabirak u (52) jednak nuli, tj.
Xq(t) ≡ const. U tom sluqaju je kriva β glatka reparametrizacija geodezijske
linije γ.

Pretpostavimo sada kriva β, koja polazi iz taqke q, napuxta B. Neka
je t0 < 1 najma�a vrednost parametra t za koje je β(t0) ∈ ∂B. Tada, prema
dokazanom delu tvr�e�a, du�ina krive β([0, t1]), nije ma�a od du�ine δ geodez-
ijskog segmenta koji spaja q i β(t1). Poxto je du�ina krive γ ma�a od δ, time
je dokaz zavrxen. 5

Posledica 3. Neka je M Rimanova mnogostrukost. Preslikava�e

d : M ×M → [0,+∞[, d(p, q) := inf
γ
L(γ)
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gde je infimum uzet po svim deo po deo glatkim krivim γ koje spajaju taqke
p i q je dobro definisana metrika na M .

4 Neka je p 6= q. Tada postoji B geodezijska lopta sa centrom u taqki p i
polupreqnikom δ > 0, koja ne sadr�i taqku q. Iz Teoreme 6 sada sledi da je
du�ina svake krive koja spaja taqke p i q ve�a od δ, xto dokazuje nedegener-
isanost. Ostala svojstva metrike se dokazuju jednostavno. 5

Zadatak 19. Dokazati da se topologija u metriqkom prostoru (M,d) sa
metrikom iz Posledice 3 podudara sa topologijom mnogostrukosti M . X

Time smo odgovorili na pita�e (♣) postav	eno na poqetku ovog para-
grafa.

Napomena 17. U Definiciji 12 na str. 72 smo definisali izometriju,
kao difeomorfizam koji quva Rimanovu metriku. Oqigledno je da je svaka
izometrija Rimanove mnogostrukosti, u smislu te definicije, istovremeno
i izometrija metriqkog prostora (M,d) iz Posledice 3, u smislu izometrije
metriqkih prostora. Mo�e da se doka�e da va�i i obrnuto { svaka glatka
izometrija metriqkog prostora (M,d) definisanog u Posledici 3 je izome-
trija Rimanove mnogostrukosti (M, 〈·, ·〉). �

Definicija 26. Geodezijska linija koja minimizuje rastoja�e izme�u
svojih kraj�ih taqaka naziva se minimalnom geodezijskom linijom. ♦

Slede�a teorema mo�e da se smatra uniformizacijom Teoreme 6 { ona
pokazuje da svaka taqka p ∈M ima okolinu V u kojoj svake dve taqke q1, q2 ∈ V
mogu da se spoje jedinstvenom minimalnom geodezijskom linijom.

Teorema 7. Neka je p Rimanova mnogostrukost. Za svaku taqku p ∈ M
postoji otvorena okolina V 3 p i broj δ > 0, takvi da je za svako q ∈ V

expq : B]0; δ[→M

difeomorfizam lopte B]0; δ[ na expq(B]0; δ[), pri qemu je V ⊂ expq(B]0; δ[).
Drugim reqima, svaka taqka p ∈ M ima okolinu V koja je normalna okolina
svake svoje taqke.

4 Neka su U i ε kao u Tvr�e�u 9. Posmatrajmo

exp : U →M ×M, Xq 7→ (q, expq(Xq))

kao preslikava�e dve promen	ive q ∈ M i Xq ∈ TqM sa kodomenom M ×M .
Iz Tvr�e�a 10 sledi da je

D exp(p,0) =

[
id 0
id id

]
,

pa je exp difeomorfizam neke okoline W taqke (p, 0) na okolinu exp(W )
taqke (p, p) = (p, expp(0)). Mo�emo da pretpostavimo da je W = {Xq ∈
TBM | ‖Xq‖ < δ}, za neku okolinu B taqke p. Izaberimo okolinu V taqke
p, tako da bude V × V ⊂ exp(W ); ona zadovo	ava uslove teoreme. Zaista,
ako je q ∈ V i B]0; δ[⊂ TqM , iz qi�enice da je exp difeomorfizam sledi
{q} × V ⊂ exp(B]0; δ[, odnosno V ⊂ expq(B]0; δ[). 5

Definicija 27. Okolina V iz Teoreme 7 naziva se totalno normalnom
okolinom taqke p. ♦
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Posledica 4. Neka je M Rimanova mnogostrukost i γ : [0, c] → M
glatka kriva, parametrizovana parametrom proporcionalnim du�ini luka.
Ako je �ena du�ina ma�a od du�ine proizvo	ne deo po deo glatke krive koja
spaja taqke γ(0) i γ(c), onda je γ geodezijska linija.

4 Poxto je ,,biti geodezijska linija" lokalno svojstvo krive, dokaz sledi
iz qi�enice da svaka taqka γ(t), prema Teoremi 7, ima totalno normalnu
okolinu, u kojoj svake dve taqke mogu da se spoje jedinstvenom minimalnom
geodezijskom linijom. 5

Posledica 5. Svaka taqka q na Rimanovoj mnogostrukosti ima okolinu
U , takvu da za svake dve taqke p0, p1 ∈ U postoji jedinstvena geodezijska
linija γ : [0, l]→ M , parametrizovana du�inom luka, takva da je γ(0) = p0,
γ(l) = p1 i l = d(p0, p1).

Primer 24. Prave su jedine geodezijske linije u euklidskom prostoru Rn.
Jedan naqin da se to vidi je pomo�u diferencijalnih jednaqina: u euklidskoj
metrici u Rn kovarijantni izvod u odnosu na Levi{Qivitinu koneksiju se
podudara sa obiqnim izvodom, pa su jednaqine geodezijskih linija r′′(t) = 0.
Rexe�a ovih jednaqina su linearne funkcije.

Drugi, vixe geometrijski, naqin je slede�i. Neka je C geodezijska linija.
Dovo	no je da doka�emo da za svaka taqka p0 ∈ C ima dovo	no malu okolinu
U , takvu da je U ∩ C segment prave. Poxto je, po definiciji, euklidska
metrika data standardnim skalarnim proizvodom, grupa translacija dejstvuje
tranzitivno i izometriqno na Rn, pa je dovo	no ovo dokazati za taqku p0 =
0. Neka je B geodezijska lopta sa centrom u nuli i q ∈ B ∩ C. Tada je
C jedinstvena minimalnom geodezijskom linija u B koja spaja taqke 0 i q.
Onaqimno sa l pravu koja sadr�i taqku q i koordinatni poqetak. Poxto
grupa O(n) dejstvuje izometriqno na Rn, svaka matrica A ∈ O(n) preslikava
minimalne geodezijske linije na geodezijske linije. Specijalno, to va�i i za
rotaciju Rl oko prave l, pa je Rl(C) geodezijska linija. Poxto je Rl(0) = 0
i Rl(q) = q, Rl(C) je minimalna geodezijska koja spaja taqke 0 i q. Poxto je
takva minimalna geodezijska jedinstvena u B, sledi da je Rl(C ∩B) = C ∩B.
Me�utim, jedina kriva koju rotacija Rl slika na sebe je sama prava l.

Primetimo da nam drugi argument daje samo opis neparametrizovanih
geodezijskih linija, dok prvi, kroz rexava�e diferencijalne jednaqine, daje
i parametrizacije. ]

Napomena 18. Rezultat Primera 24 u sluqaju ravni R2 je poznato tvr�e�e
iz euklidske planimetrije, da je prava najkra�e rastoja�e izme�u dve taqke.
Ono mo�e da se formulixe i na slede�i naqin: grafik realne funkcije jedne
realne promen	ive klase C2 je geodezijska linija ako i samo ako je prava, tj.
ako i samo ako je ta funkcija linearna.

Prirodno je slede�e uopxte�e ovog rezultata. Neka je D ⊂ R2 i neka je
f : V → R funkcija klase C2. Znamo da je povrxina grafika ove funkcije

A(f) =

∫
D

√
1 + |∇ f |2 dxdy.
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Ka�emo da je taj grafik minimalna povrx ako i samo ako je f kritiqna taqka
funkcionala A. U tom sluqaju je

div
∇ f√

1 + |∇ f |2
. (54)

U [15] S. N. Bernxtajn je dokazao da je grafik minimalna povrx ako i samo
ako je on ravan (tj. ako i samo ako je f afino preslikava�e). Postavio je
hipotezu je i grafik preslikava�a f : Rn → R minimalna povrx u Rn+1 ako
i samo ako je on hiperravan. Jednaqina (54) ima smisla za proizvo	no n i
ekvivalentna je jednaqini H = 0, gde je H sred�a krivina hiperpovrxi.

Ispostavilo se da je Bernxtajnova hipoteza taqna za n ≤ 7 (ovo, kao i neka
druga uopxte�a Bernxtajnove teoreme mogu da se vide u [29, 30, 23, 7, 49]),
ali i da je za n ≥ 8 pogrexna [17]. �

Primer 25. Neka je na sferi Sn zadata Rimanova metrika, nasle�ena iz
euklidskog prostora Rn+1. Jedine geodezijske linije na ovoj Rimanovoj mno-
gostrukosti su veliki krugovi (preseci sfere sa ravnima kroz �en centar).
Zaista, neka je C veliki krug, i p, q ∈ C dve taqke, takve da se q nalazi u
geodezijskoj lopti sa centrom p. Iz Teoreme 6 sledi da postoji jedinstvena
minimalna geodezijska linija koja spaja p i q. Poxto je refleksija u odnosu
na hiperravan koja sadr�i krug C izometrija, odatle sledi da je slika mini-
malne geodezijske linije koja spaja p i q tako�e minimalna geodezijska. Poxto
se jedino kriva C pri refleksiji slika u sebe, iz jedinstvenosti minimalne
geodezijske linije sledi da je C geodezijska linija. ]

Zadatak 20. U Napomeni 15 na str 88 smo videli da svojstvo ,,biti geo-
dezijska linija" zavisi od parametrizacije. Na�i (neku) parametrizaciju u
kojoj su veliki krugovi iz Primera 25 geodezijske linije. X

Zadatak 21. Dokazati da su meridijani (tj. krive θ = θ0 za konstantu
θ0 ∈ [0, 2π]) rotacionih povrxi opisanih u Primeru 20 na str. 80 geodezi-
jske linije, a da su paralele (tj. krive s = s0 za neku konstantu s0 ∈ [0, l])
geodezijske linije ako i samo ako je x′(s0) = 0. Uputstvo: direktnim raqunom
dokazati da je

γ′′ ⊥ ∂S

∂s
i γ′′ ⊥ ∂S

∂θ
(55)

ako je γ meridijan i ispitati pod kojim uslovom (55) va�i ako je γ paralela.
Drugi naqin: primetiti da je γ geodezijska linija ako i samo ako su vektori
n(s) i N(s), o kojima je bilo reqi u Primeru 20, paralelni i iskoristiti
qi�enicu da je rotacija oko z{ose izometrija. X

Primer 26. Teorema 6 ka�e da geodezijske linije lokalno minimalizuju
du�inu. Globalno, to ne mora da bude taqno. Na primer, na sferi Sn geodez-
ijske linije su veliki krugovi. Ako je M = Sn \ {p} sfera bez jedne taqke,
geodezijske su i da	e veliki krugovi. Lako je videti da na velikom krugu
koji prolazi kroz taqku p postoje taqke koje se nalaze na rastoja�u ma�em od
du�ine (jedinstvene) geodezijske linije koja ih spaja. Ova primer pokazuje i
da ne mora da postoji kriva najma�e du�ine koja spaja dve taqke, qak i ako
postoji geodezijska linija koja ih spaja. ]

Primer 27. Antipodalno preslikava�e

a : Sn → Sn, a(x) = −x
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je izometrija u odnosu na Rimanovu metriku nasle�enu iz Rn+1. Odatle sledi
da ta Rimanova metrika indukuje Rimanovu metriku na projektivnom pros-
toru RPn. Geodezijske linije na RPn su slike velikih krugova pri kanonskoj
projekciji Sn → RPn. ]

Primer 28. Posmatrajmo n{dimenzioni prostor Lobaqevskog u modelu
poluprostora

Rn+ ∼= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn > 0}
sa metrikom

ds2 =
dx2

1 + . . .+ dx2
n

x2
n

.

Grupa SO(n − 1) dejstvuje na Rn+ kao podgrupa grupe SO(n) koja ne pomera
xn{osu:

SO(n− 1)× Rn+ 3 (A, (x1, . . . , xn−1, xn) 7→ (A(x1, . . . , xn−1), xn) ∈ Rn+.

Poxto je xn fiksirano, ovo dejstvo je izometriqno u odnosu na metriku
Lobaqevskog, pa slika geodezijske linije u geodezijske linije, ali i xn{osu
na sebe. Na osnovu geometrijskog argumenta koji smo ve� koristili u Primer-
ima 24 i 25 zak	uqujemo da je xn{osa geodezijska linija. Poxto je za svaki
vektor (a1, . . . , an−1) translacija

(x1, . . . , xn−1, xn) 7→ (x1 + a1, . . . , xn−1 + an−1, xn)

izometrija prostora Lobaqevskog, zak	uqujemo da je svaka vertikalna prava

x1 = a1, . . . xn−1 = an−1

geodezijska linija. Restrikcija metrike Lobaqevskog na ovakvu pravu je
dx2
n

x2
n
.

Poxto je

dx2
n

x2
n

≤ dx2
1 + . . .+ dx2

n

x2
n

= ds2,

zak	uqujemo da je svaka vertikalna prava minimalna geodezijska izme�u pro-
izvo	ne dve taqke na �oj. Sem �ih, geodezijske linije prostora Lobaqevskog
su i polukrugovi u Rn+ sa granicom na hiperravni {xn = 0} koji su u graniq-
nim taqkama ortogonalni na tu hiperravan. Da bismo to pokazali prime-
timo da sve izometrijske transformacije euklidskog prostora Rn−1 defin-
ixu izometrijske transformacije prostora Lobaqevskog, fiksiraju�i xn{
koordinatu. Sem toga, homotetije

(x1, . . . , xn) 7→ (λx1, . . . , λxn), λ > 0

su izometrije prostora Lobaqevskog. Odatle se lako vidi da za svaka dva
kruga, ortogonalna na hiperravan {xn = 0}, postoji izometrija prostora
Lobaqevskog koja prevodi jedan od �ih u drugi. Odatle sledi da je dovo	no
dokazati da je neki takav polukrug geodezijska linija; iz qi�enice da izo-
metrije quvaju svojstvo ,,biti geodezijska" tada �e da sledi da je svaki takav
polukrug geodezijska linija.

Posmatrajmo sada model geometrije Lobaqevskog zadat polusferom (koris-
timo nexto drugaqije oznake koordinata nego u Primeru 17)

Sn+ = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Sn ⊂ Rn+1 | xn > 0}
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sa metrikom

dσ2 =
dx2

0 + dx2
1 + . . .+ dx2

n

x2
n

.

Izometriju izme�u ova dva modela uspostav	a preslikava�e

π : Sn+ → Rn+, (x0, x1, . . . , xn) 7→ (2x1/(1 + x0), . . . , 2xn/(1 + x0)).

Geometrijski, preslikava�e π mo�e da se vidi kao centralna projekcija sa
centrom u taqki (−1, 0, . . . , 0) na hiperravan

{xn = 0} ∼= Rn ⊂ Rn+1,

tj. kao stereografska projekcija polusfere na poluprostor12. Ova projek-
cija quva uglove, pa slika velike polukrugove polusfere Sn+ na prave ili
polukrugove poluprostora Rn+, ortogonalne na hiperravan {xn = 0}.

Neka je sada l proizvo	na vertikalna prava u Rn+. �ena inverzna slika

pri stereografskoj projekciji, π−1(l), je veliki polukrug na Sn+1
+ koji prolazi

kroz centar projekcije (−1, 0, . . . , 0). Stereografska projekcija je izometrija,
pa je ovaj polukrug geodezijska linija. Poxto rotacija euklidskog prostora
Rn+1 oko z0{ose indukuje izometriju Lobaqevskog na Sn+, krug π−1(l) mo�emo
da preslikamo na veliki polukrug koji ne prolazi kroz centar projekcije,
koji je tako�e geodezijska linija i stereografskom projekcijom se preslikava
na geodezijsku liniju. Poxto se veliki polukrugovi koji ne sadr�e centar
projekcije projektuju u polukrugove, dobili smo polukrug, ortogonalan na
hiperravan {xn = 0}, koji je geodezijska linija.

Poxto su vertikalne prave jedinstvene minimalne geodezijske linije, oda-
tle sledi da su i krugovi ortogonalni na hiperravan {xn = 0} jedinstvene
minimalne geodezijske izme�u svojih taqaka. Primetimo na kraju da za svake
dve taqke u Rn+ ili postoji jedinstveni polukrug ortogonalan na {xn = 0}
kome pripadaju, ili obe le�e na istoj vertikalnoj pravoj. Odatle sledi da ne
postoje druge geodezijske linije, sem opisanih. ]

Zadatak 22. Dokazati da je t 7→ (a1, . . . , an−1, e
t) geodezijska linija u pros-

toru Lobaqevskog Rn+, a da t 7→ (a1, . . . , an−1, t) nije. Na�i parametrizaciju u
kojoj je veliki krug geodezijska linija. X

Postoja�e normalnih okolina na Rimanovoj mnogostrukosti omogu�ava
nam da doka�emo slede�u lemu.

Lema 8. Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost i neka su f, g :
M → N lokalne izometrije. Ako je za neko p ∈M ispu�en uslov

f(p) = g(p) i f∗(p) = g∗(p)

onda je f ≡ g.

4 Neka je U normalna okolina taqke p na kojoj su f i g difeomorfizmi. Tada
za preslikava�e

h : U → U, h := f−1 ◦ g

12Preslikava�e π uopxtava stereografsku projekciju Rimanove sfere CP 1 na
zatvorenu kompleksnu ravan C = C ∪ {∞}.
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va�i h(p) = p i h∗(p) = id. Neka je q ∈ U proizvo	na taqka i Xp ∈ TpM
jedinstveni tangentni vektor takav da je expp(Xp) = q. Poxto je h izometrija,
odatle sledi da je

h(q) = h(expp(Xq)) = exph(p)(h∗(p)Xp) = expp(Xp) = q,

pa je f ≡ g na V . Ostatak sledi iz povezanosti M i opxtih topoloxkih
argumenata. 5

2.3. Druga varijacija energije. Neka je γ geodezijska linija i γs,
−δ < s < δ �ena glatka varijacija sa fiksiranim krajevima: γ0(t) = γ(t)
γs(0) ≡ p, γs(1) ≡ q. Iz formule prve varijacije sledi da je d

ds

∣∣
s=0

E(γs) = 0.
Izraqunajmo drugi izvod.

Tvr�eǌe 12. Neka je γ geodezijska linija i γs �ena glatka varijacija sa
fiksiranim krajevima. Oznaqimo sa

Z(t) =
∂γs
∂s

(t)

∣∣∣∣
s=0

vektorsko po	e varijacije. Tada je

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

E(γs) = −2

∫ c

0

〈
Z(t),

D2Z

dt2
+R

(
Z(t),

dγ

dt

)
dγ

dt

〉
dt,

gde je R krivina.

4 Diferencira�em formule prve varijacije (videti Tvr�e�e 6, (40))

d

ds
E(γs) = −2

∫ c

0

〈
∂γs
∂s

,
D

∂t

∂γs
∂t

〉
dt.

po s dobijamo

d2

ds2
E(γs) = −2

∫ c

0

〈
D

∂s

∂γs
∂s

,
D

∂t

∂γs
∂t

〉
dt− 2

∫ c

0

〈
∂γs
∂s

,
D

∂s

D

∂t

∂γs
∂t

〉
dt.

Poxto je γ geodezijska linija, prvi sabirak na desnoj strani je jednak nuli
za s = 0. Dokaz tvr�e�a sledi iz Tvr�e�a 3 na str. 74. 5

2.4. Jakobijeva po	a. Neka je γ : [0, c]→M geodezijska linija,

γ(0) = p i γ(t) = expp(tXp) za Xp ∈ TpM.

Neka je

]− δ, δ[ 3 s 7→ Xp(s) ∈ TpM, Xp(0) = Xp

glatka kriva u TpM . Sa

u(s, t) = expp(tXp(s))

je definisana varijacija geodezijske linije γ(t) = u(0, t), takva da je za svako
s ∈]− δ, δ[ kriva u(s, t) geodezijska linija. Odatle sledi da je

D2u

∂t2
= 0.

Diferencira�em ove jednakosti po s i primenom Tvr�e�a 3 dobijamo

D

∂t

D

∂s

Du

∂t
+R

(
∂u

∂s
,
∂u

∂t

)
∂u

∂t
= 0.
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Ako oznaqimo po	e varijacije sa J(t) = ∂u
∂s (0, t), iz prethodne jednaqine sledi

D2J

dt2
+R(J, γ′) γ′ = 0. (56)

Definicija 28. Jednaqina (56) naziva se Jakobijevom jednaqinom , a vek-
torsko po	e J koje je zadovo	ava Jakobijevim po	em.

Jakobijeva jednaqina je obiqna diferencijalna jednaqina drugog reda,
pa je �eno rexe�e jednoznaqno odre�eno poqetnim uslovima J(0) i DJ

dt (0).
Posledica jedinstvenosti rexe�a diferencijalnih jednaqina je i slede�a
lema, koja pokazuje da sva Jakobijeva po	a nastaju kao po	a varijacija geodez-
ijskih linija.

Lema 9. Svako Jakobijevo po	e du� geodezijske linije γ : [0, c] → M .
γ(0) = p, koje ima poqetne uslove

J(0) = 0,
DJ

dt
(0) = Yp ∈ TpM

je po	e varijacije familije geodezijskih linija

u(s, t) = expp(tXp(s)),

gde je Xp(s) put u TpM , takav da je Xp(0) = γ′(0), X ′p(0) = cYp. Drugim
reqima, svako Jakobijevo po	e J je zadato sa

J(t) = (D expp)tγ′(0)tJ
′(0). (57)

Primer 29. Ako je γ geodezijska linija, J1(t) = γ′(t) i J2(t) = tγ′(t)
su Jakobijeva po	a. Za prvo va�i DJ1

dt ≡ 0, i J1(t) 6= 0 za sve t, a za drugo
DJ2
dt (0) = γ′(0) i J2(t) = 0 ako i samo ako je t = 0. ]

Definicija 29. Taqka γ(t0) na geodezijskoj liniji γ : [0, c]→M je konju-
govana du� γ sa taqkom p = γ(0) ako postoji Jakobijevo po	e J du� γ, koje nije
identiqki jednako nuli, takvo da je J(0) = J(t0) = 0. Maksimalan broj takvih,
linearno nezavisnih, Jakobijevih po	a naziva se vixestrukox�u konjugovane
taqke γ(t0). ♦

Zadatak 23. Dokazati da postoji taqno n = dim M linearno nezavisnih
Jakobijevih po	a J1, . . . , Jn du� geodezijske linije γ, za koja je Ji(0) = 0.
Uputstvo: dokazati da je linearna nezavisnost Jakobijevih po	a J(t) ekviva-
lentna linearnoj nezavisnosti poqetnih uslova J ′1(0), . . . , J ′n(0). X

Vixestrukost konjugovane taqke na mnogostrukosti dimenzije n ne mo�e
da bude ve�a od n−1, jer na �oj ne mo�e da bude vixe od n linearno nezavisnih
Jakobijevih po	a koja se anuliraju u dve taqke, a Jakobijevo po	e tγ′(t) iz
Primera 29 je jednako nuli samo za t = 0.

Tvr�eǌe 13. Neka je

γ : [0, c]→M, γ(t) = expp(tXp)

geodezijska linija. Taqka q = γ(t0) je konjugovana taqki p = γ(0) ako i samo
ako je t0Xp kritiqna taqka preslikava�a expp.
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4 Iz Leme 9, (57) sledi da je

J(t0) = (D expp)t0Xp(t0J
′(0)). (58)

Primetimo da je J ′(0) 6= 0: u protivnom bi iz jedinstvenosti rexe�a Jakobi-
jeve jednaqine sa poqetnim uslovima J(0) = J ′(0) = 0 sledilo J ≡ 0. Odatle
i iz 58 sledi da je t0Xp kritiqna taqka preslikava�a expp. 5

Zadatak 24. Dokazati precizniju verziju Tvr�e�a 13: izvod D expp u
taqki t0Xp ima jezgro qija je dimenzija jednaka vixestrukosti taqke q. Uput-
stvo: koristiti uputstvo za Zadatak 23. X

Primer 30. Ako jeM Rimanova mnogostrukost sa konstantnom sekcionom
krivinom, tj. takvom da K = K(Σp) ne zavisi od p i Σp (videti Napomenu 7,
str. 75), onda mo�e da se doka�e, linearno{algebarskim putem, da je �ena
krivina

R(X,Y )Z = K(〈X,Z〉Y − 〈Y,Z〉X) (59)

(videti Napomenu 8 na str. 76). Poxto nam je poznato jedno Jakobijevo po	e
γ′ Jakobijevu jednaqinu mo�emo da svedemo na tra�e�e Jakobijevih po	a or-
togonalnih na γ′. IZ (59) sledi da je za takva po	a R(J, γ′)γ′ = KJ . To znaqi
da na mnogostrukostima sa konstantnom sekcionom krivinom Jakobijeva jed-
naqina ima oblik

D2J

dt2
+KJ = 0, (60)

xto je jednaqina harmonijskog oscilatora, koja mo�e eksplicitno da se rexi.
Poxto je interval [0, c] kontraktibilan, rasloje�e γ∗TM je trivijalno, na os-
novu Posledice 1 na str. 65. Poxto je J tangentno po	e du� γ, tj. seqe�e
trivijalnog rasloje�a γ∗TM , jednaqinu (60) mo�emo da posmatramo kao sis-
tem diferencijalnih jednaqina u euklidskom prostoru, odnosno da je svedemo
na jednaqinu

d2x

dt2
+Kx = 0,

prostog harmonijskog oscilatora u R, qija rexe�a zavise od znaka konstante
K; za K = 0 ona su linearne funkcije, za K > 0 trigonometrijske, za K < 0
eksponencijalne (odnoso hiperboliqke).

Preciznije, izaberimo ortonormiranu E1(t), . . . , En−1(t) bazu prostora

γ′(t)⊥ ⊂ Tγ(t)M,

tako da svaki od vektora Ej bude paralelan du� γ (tj. ∇γ′Ej = 0). Ako
je sekciona krivina K = k2 > 0, Jakobijeva po	a su linearne kombinacije
vektorskih po	a sin (kt)Ej(t) i cos (kt)Ej(t), ako je K = 0, ona su linearne
kombinacije po	a tEj(t), ako je K = −k2 < 0 Jakobijeva po	a su linearne
kombinacije po	a e±ktEj(t).

Trivijalan primer ovih razmatra�a je M = Rn sa standardnom euklid-
skom metrikom, gde je K = 0. Tu su geodezijske linije prave, a Jakobijeva
po	a linearna, pa ne postoje konjugovane taqke du� geodezijskih. To odgo-
vara qi�enici da je expp difeomorfizam za svako p ∈ Rn.

Nexto slo�eniji primer je M = Sn sa metrikom nasle�enom iz Rn+1.
U Primeru 21 smo videli da je sekciona krivina sfere K = 1. Ovde su
geodezijske linije veliki krugovi, a Jakobijeva po	a normalna na veliki krug
C(t) su oblika J(t) = sin t E(t), gde je E(t) jediniqno vektorsko po	e u TSn
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normalno na C. Odatle vidimo da se takvo Jakobijevo po	e anulira u taqkama
t = 0 i t = π, xto znaqi da su antipodalne taqke konjugovane. To odgovara
qi�enici da se geodezijske koje polaze iz taqke p ∈ Sn seku u antipodalnoj
taqki −p; tu expp prestaje da bude difeomorfizam. ]

2.5. Konveksne i cevaste okoline. U Definiciji 27 na str. 93 smo
uveli pojam totalno normalnih okolina, koje imaju svojstvo da svake dve taqke
koje se nalaze u takvoj okolini, mogu da se spoje jedinstvenom minimalnom
geodezijskom linijom. Primetimo da ta geodezijska linija ne mora da ostane
u totalno normalnoj okolini u kojoj le�e �ena poqetna i kraj�a taqka. To
ilustruje slede�i primer.

Primer 31. Neka je M = R × S1 cilindar sa ravnom metrikom, tj. Ri-
manovom metrikom definisanom standardnim natkriva�em

π : R2 → R× S1 ∼= R2/2πZ,

gde je koliqniqki prostor definisan kao prostor orbita dejstva translacija

(x, y) 7→ (x, y + 2kπ), k ∈ Z.

Tada su geodezijske lopte B]x; ρ[, za sve x ∈ M i ρ > 0, totalno normalne
okoline. Ako je π/2 < ρ < π, minimalna geodezijska linija koja spaja dve
taqke u lopti B]x; ρ[ izlazi iz te lopte. ]

Definicija 30. Podskup C ⊂ M je geodezijski konveksan (ili strogo
konveksan) ako za proizvo	ne taqke p, q ∈ C postoji minimalna geodezijska
linija γ koja ih spaja i le�i u C; drugim reqima, postoji jedinstvena geodez-
ijska linija γ : [0, 1]→M sa svojstvima

γ(0) = p, γ(1) = q, γ([0, 1]) ⊂ C,

qija je du�ina jednaka rastoja�u izme�u taqaka p i q. Podskup T ⊂ M se
naziva totalno konveksnim ako za proizvo	ne taqke p, q ∈ T sve geodezijske
linije koje ih spajaju le�e u T . Podskup L ⊂ M je lokalno konveksan ako
svaka taqka p ∈ L ima geodezijski konveksnu okolinu. ♦

Zadatak 25. Opisati lokalno konveksne, geodezijski konveksne i totalno
konveksne otvorene i zatvorene geodezijske lopte u

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1},

u terminima �ihovih polupreqnika (npr. otvorena lopta polupreqnika π/2
je geodezijski konveksna, a zatvorena nije). X

Zadatak 26. Opisati lokalno konveksne, geodezijski konveksne i totalno
konveksne otvorene i zatvorene geodezijske lopte na mnogostrukosti iz Pri-
mera 31. X

Svaka taqka Rimanove mnogostrukosti ima geodezijski konveksnu okolinu.
Da bismo dokazali to tvr�e�e, potrebna nam je slede�a lema.

Lema 10. Za svaku taqku p ∈ M na Rimanovoj mnogostrukosti M pos-
toji ρ > 0 sa svojstvom da za 0 < r < ρ svaka geodezijska linija koja je tan-
gentna na geodezijsku sferu S]p; r[ u taqki q ∈ S]p; r[, le�i van geodezijske
lopte B]p; r[ u nekoj okolini taqke q.



102 1. RASLOJE�A, KONEKSIJE, KRIVINE

4 Neka je V totalno normalna okolina taqke p. Neka je, za q ∈ V i vektor
Xq ∈ TqM takav da je ‖Xq‖ = 1,

u(t,Xq) = exp−1
p (γ(t,Xq)),

gde je γ(t,Xq) jedinstvena geodezijska linija (definisana za dovo	no malo t)
definisana poqetnim uslovima γ(0) = q, γ̇(0) = Xq.

Neka je F (t,Xq) := ‖u(t,Xq)‖2 preslikava�e definisano za t iz intervala
]− ε, ε[ i Xq iz jediniqne sfere u TqM . Diferencira�em po t dobijamo

∂F

∂t
= 2

〈
u,
∂u

∂t

〉
,

∂2F

∂t2
= 2

〈
u,
∂2u

∂t2

〉
+ 2

〈
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
. (61)

Specijalno, za t = 0 je

∂2F

∂t2
= 2‖Xq‖2 = 2,

pa postoji otvorena okolina U ⊂ V taqke p, takva da je

∂2F

∂t2
(0, Xq) > 0 za q ∈ U, Xq ∈ TqM, ‖Xq‖ = 1. (62)

Neka je ρ > 0, takvo da je B]p; ρ[⊂ U . Doka�imo da tako izabrano ρ zadovo	ava
tvr�e�e Leme.

Neka je r < ρ i neka je γ(t,Xq) = expp(u(t,Xq)) geodezijska linija tan-
gentna na S]p; r[. Iz prve jednakosti u (61) i Gausove leme sledi da je t = 0
kritiqna taqka preslikava�a t 7→ F (t,Xq), a iz (62) ta je ta kritiqna taqka
minimum. Poxto je F (0, Xq) = r2, sledi da je F (t,Xq) > r2 za dovo	no malo
t, xto znaqi da je geodezijska linija γ(t,Xq) van lopte B]p; r[ u nekoj okolini
taqke q. 5

Teorema 8. Za svaku taqku p ∈M Rimanove mnogostrukosti M postoji
r > 0 takvo da je geodezijska lopta B]p; r[ geodezijski konveksna.

4 Neka je ρ > 0 kao u Lemi 10. Izaberimo δ i V tako da su zadovo	eni uslovi
Teoreme 7 na str. 93. Poxto smo u dokazu te teoreme V konstruisali posle
izbora δ, mo�emo da zahtevamo i dodatni uslov δ < ρ/2. Izaberimo r > 0
tako da va�i B]p; r[⊂ V . Doka�imo da je geodezijska lopta B]p; r[ geodezijski
konveksna.

Poxto je V totalno normalna okolina, proizvo	ne taqke q1, q2 ∈ B]p; r[
mogu da se spoje minimalnom geodezijskom linijom γ kra�om od δ. Poxto je
r+ δ < ρ, sledi da je γ sadr�ana u B]p; ρ[. Ako γ nije sadr�ana u B]p; r[, onda
je ona tangentna na neku geodezijsku loptu B]p, r1[ (u taqki u kojoj se dosti�e
maksimum rastoja�a izme�u p i γ(t)), za r1 < ρ. To je u protivreqnosti sa
Lemom 10. 5

Posledica 6. (Lema o dobrom pokriva�u) Svaka glatka mnogostru-
kost M ima pokriva�e otvorenim skupovima {Uα}α∈A, takvim da je svaki
konaqan i neprazan presek

Uα1
∩ . . . ∩ Uαk

difeomorfan euklidskom prostoru Rdim M .

4 Dokaz sledi iz qi�enice da je neprazan presek geodezijski konveksnih
skupova geodezijski konveksan i difeomorfan euklidskom prostoru. 5
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Teorema 9. (Teorema o cevastoj okolini) Neka je M glatka mno-
gostrukost i N ⊂M �ena glatka podmnogostrukost. Tada postoji otvorena
okolina U ⊃ N koja je difeomorfna okolini nultog seqe�a normalnog raslo-
je�a νN .

4 Po definiciji normalnog rasloje�a je

TNM = νN ⊕ TN. (63)

Mo�emo da pretpostavimo da je Rimanova metrika tako izabrana da je ova
suma ortogonalna.

Eksponencijalno preslikava�e

exp : U →M

je definisano u nekoj otvorenoj okolini U nultog seqe�a 0N rasloje�a TNM .
Neka je expν �egova restrikcija na ν N ∩ U . Poxto je suma (63) ortogonalna,
expν slika vektor Xp ∈ νpN u taqku geodezijske linije koja je ortogonalna na
N u taqki p ∈ N , pa je dim (expν)∗(νp) = rang ν. Restrikcija preslikava�a
expν na nulto seqe�e 0N ⊂ νN je (uz identifikaciju 0N ∼= N) identiqko
preslikava�e idN , pa je dim (expν)∗(0N ) = dim N . Odatle, na osnovu Teoreme o
inverznoj funkciji, sledi da je expν difeomorfizam na nekoj okolini nultog
seqe�a 0N . 5

Posledica 7. Ako je N podmnogostrukost u M , onda N ima okolinu
U ⊂M takvu da je N jak deformacioni retrakt prostora U .

4 Dokaz sledi iz qi�enice da je za svako vektorsko rasloje�e E, preslika-
va�e

E 3 ξ 7→ t · ξ, t ∈ [0, 1]

jaka deformaciona retrakcija totalnog prostora E na nulto seqe�e. 5
Posledica 8. (Teorema o kragni) Neka je M glatka mnogostrukost

sa granicom ∂M . Tada postoji otvorena okolina U ⊃ ∂M difeomorfna skupu
[0, 1[×∂M .

4 Dokaz mo�e da se izvede na isti naqin kao dokaz Teoreme o cevastoj okolini.
Ili, na drugi naqin: zalepimo dve kopije mnogostrukostiM du� granice ∂M
i na ∂M primenimo Teoremu o cevastoj okolini. 5

2.6. Neke globalne osobine Rimanovih mnogostrukosti. U Teore-
mi 6 smo videli da geodezijske linije lokalno minimizuju du�inu, a u Pri-
meru 26 da to tvr�e�e, u opxtem sluqaju, nije globalno.

Tvr�eǌe 14. Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost, na kojoj pos-
toji taqka p, takva da je eksponencijalno preslikava�e expp : TpM → M
definisano na celom tangentnom prostoru TpM . Tada svaka taqka q ∈ M
mo�e da se spoji sa taqkom p geodezijskom linijom koja minimizuje du�inu.

4 Neka je d0 = d(p, q). Znamo da za neko δ > 0 postoji geodezijska lopta Bδ
polupreqnika δ sa centrom u p. Poxto je rastoja�e neprekidna funkcija,
a geodezijska sfera kompaktan skup, postoji taqka r ∈ ∂Bδ koja je najbli�a
taqki q. Neka je t 7→ γ geodezijska linija parametrizovana du�inom luka,
koja spaja p = γ(0) i r. Po pretpostavci, ona je definisana za sve t ∈ R. Neka
je

I := {s ∈ [δ, d] | d(γ(s), q) = d0 − s}.
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Dovo	no je da doka�emo da je sup I = d0. Odatle onda sledi γ(d0) = q, pa su
taqke p i q spojene geodezijskom linijom γ du�ine d0 = d(p, q).

Primetimo da je δ ∈ I (jer je γ(δ) = r), pa je skup I neprazan. On je i
ograniqen odozgo i zatvoren, kao inverzna slika nule pri neprekidnom pres-
likava�u

[δ, d0] 3 s 7→ d(γ(s), q)− d0 + s,

pa sadr�i svoj supremum s0 := sup I ∈ I. Pretpostavimo da je s0 < d0. Tada
postoji geodezijska lopta Bδ1 polubreqnika δ1 < d0 − s0 sa centrom u γ(s0).
Ponovimo prethodni argument na �u. Neka je r1 taqka na rubu lopte Bδ1 koja
je najbli�a taqki q. Tada je

d(r1, q) = d(γ(s0), q)− δ1. (64)

Poxto je s0 ∈ I, va�i i
d(r1, q) = d0 − s0 − δ1. (65)

Iz (64), (65) i nejednakosti trougla sledi

d(r1, p) ≥ s0 + δ1.

Neka je sada β kriva koja spaja p sa γ(s0) du� γ, a zatim γ(s0) sa r1 du�
jedinstvene minimalne geodezijske linije. Du�ina krive β je s0 + δ1, pa je β
(minimalna) geodezijska linija, tj. reparametrizacija krive γ. Odatle sledi
r1 = γ(s0 + δ1), pa je

d(γ(s0 + δ1), q) = d0 − (s0 + δ1).

To znaqi da je s0 + δ1 ∈ I, xto je u suprotnosti sa s0 = sup I. 5

Napomena 19. Ne va�i tvr�e�e obrnuto Tvr�e�u 14, xto pokazuje pro-
izvo	an ograniqen, otvoren i konveksan skup u Rn. �

Definicija 31. Rimanova mnogostrukost M je geodezijski kompletna
ako je za sve p ∈ M preslikava�e expp : TpM → M definisano za sve Xp ∈
TpM . Drugim reqima, mnogostrukost je geodezijski kompletna ako je svaka
geodezijska linija t 7→ γ(t) na �oj definisana za sve t ∈ R. ♦

Zadatak 27. Koriste�i rezultat Zadatka 22 dokazati da je prostor Loba-
qevskog geodezijski kompletan. X

Teorema 10. (Hopf i Rinov) Za povezanu Rimanovu mnogostrukost M
slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

(1) M je geodezijski kompletna;
(2) za neko p ∈M preslikava�e expp : TpM →M je definisano na celom

prostoru TpM .
(3) ograniqeni i zatvoreni podskupovi u M su kompaktni;
(4) M je kompletna kao metriqki prostor.

4 (1) ⇒ (2) je oqigledno.
Pretpostavimo da va�i (2). Ako je K ograniqen i zatvoren podskup u M ,

onda postoji C > 0, takvo da je d(p, x) < C za sve x ∈ K. Iz Tvr�e�a 14 sledi
da je K ⊂ expp(B[0;C]), gde je B[0;C] zatvorena lopta u TpM . Poxto je B[0;C]
kompaktan skup, a expp difeomorfizam, sledi da je expp(B[0;C]) kompaktan
podskup u M , a odatle da je i �egov zatvoren podskup K kompaktan. Time je
dokazana implikacija (2) ⇒ (3).
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Implikacija (3) ⇒ (4) je standardna topoloxka qi�enica.
Pretpostavimo da va�i (4). Neka je γ geodezijska linija; ne uma�uju�i

opxtost pretpostavimo da je parametrizovana du�inom luka, tj. da je ‖γ̇‖ ≡ 1.
Pretpostavimo da je (a, b) maksimalan interval na kome je γ definisana i da
je b < +∞. Tada postoji niz tn ∈ (a, b) koji konvergira ka b. Poxto je
d(γ(tm), γ(tn)) ≤ |tm − tn|, niz γ(tn) je Koxijev, pa zbog pretpostavke (4) on
konvergira ka nekoj taqki q ∈ M . Iz Tvr�e�a 9 sledi da postoji ε > 0
i okolina V taqke q, takvi da je za svako p ∈ V i ‖Xp‖ < ε definisana
geodezijska linija α(t,Xp) na intervalu |t| < 2. Za dovo	no veliko n je γ(tn) ∈
V i d(γ(tn), q) < ε/3, pa je geodezijska α(t, γ̇(tn) definisana na intervalu
|t| < ε. Iz jedinstvenosti geodezijskih sledi da su α i γ ista geodezijska,
odakle sledi da je γ definisana za sve t < tn + ε, tj. van intervala (a, b).
To je kontradikcija, jer smo pretpostavili da je interval (a, b) maksimalan.
Sliqno se dovodi do kontradikcije i pretpostavka a > −∞. Time je dokazana
i posled�a implikacija, (4) ⇒ (1). 5

Posledica 9. Ako je M kompletna Rimanova mnogostrukost, svake dve
taqke p, q ∈M mogu da se spoje geodezijskom linijom koja minimizuje du�inu.

Napomena 20. Na isti naqin kao u Napomeni 19, vidimo da ne va�i
tvr�e�e obrnuto tvr�e�u Posledice 9. �

Napomena 21. Teorema Hopfa i Rinova ne va�i za pseudo{Rimanove
mnogostrukosti { poznat je primer tzv. Klifton{Polovog torusa, koji je kom-
paktan, a na �emu je definisana Lorencova (pseudo) metrika u kojoj nije
geodezijski kompletan. �

Primer 32. U Zadatku 27 smo videli da je prostor Lobaqevskog Rn+
geodezijski kompletan prostor, odakle, na osnovu Teoreme Hopfa i Rinova,
sledi da je on i kompletan. Ista glatka mnogostrukost, Rn+, nije kompletna u
euklidskoj metrici, tj. kao potprostor u Rn. ]

Teorema 11. Neka je M kompletna Rimanova mnogostrukost qija sek-
ciona krivina zadovo	ava

K(Σp) ≥
1

r2

za svako p ∈ M i svaki dvodimenzioni prostor Σp ⊂ TpM . Tada je M kom-
paktna, �en dijametar nije ve�i od rπ, a �ena fundamentalna grupa π1(M)
je konaqna.

4 Neka su p, q ∈ M proizvo	ne taqke, i neka je d = d(p, q) �ihovo rastoja�e.
Iz Posledice 9 sledi da p i q mogu da se spoje geodezijskom linijom α : [0, 1]→
M du�ine d; tj. α(0) = p, α(1) = q, ‖α′(t)‖ ≡ d.

Neka je E(t) ∈ Tα(t)M proizvo	no vektorsko po	e takvo da je

‖E(t)‖ ≡ 1 i E(t) ⊥ α′(t).
Posmatrajmo varijaciju αs geodezijske linije α, takvu da je vektorsko po	e
varijacije Z(t) = sin (πt)E(t). Iz formule druge varijacije energije (str. 98)
i pretpostavke o do�em ograniqe�u sekcione krivine sledi da je

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(αs) = −
∫ 1

0

(π2 − d2K(Σ(t))) sin2 (πt) dt ≥ −
∫ 1

0

(π2 − d2r−2 sin2 (πt)) dt,

(66)
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gde je Σ(t) ravan odre�ena vektorima α′(t) i E(t). Poxto geodezijska linija
α minimizuje du�inu, a time i energiju (videti Lemu 6 na str. 86), sledi da
drugi izvod (66) nije ma�i od nule, tj. da je d ≤ rπ.

Ostaje jox da doka�emo da je fundamentalna grupa π1(M) konaqna. Pos-

matrajmo univerzalno natkriva�e π : M̂ → M . Poxto je π lokalni difeo-

morfizam, mo�emo da definixemo metriku na M̂ tako da π bude lokalna

izometrija. Tada sekciona krivina mnogostrukosti M̂ ima istu osobinu kao

i sekciona krivina mnogostrukosti M , pa je i M̂ kompaktna mnogostrukost.
To znaqi da je za svako p ∈M skup π−1(p) konaqan, a poxto je broj elemenata
tog skupa jednak broju elemenata fundamentalne grupe, sledi da je i π1(M)
konaqan skup. 5

Napomena 22. Zadatak 14 na str. 81 pokazuje da prethodna teorema ne
va�i pod slabijim uslovom K ≥ 0. Primer jediniqne sfere S2 qiji je di-
jametar π, a krivina K = 1, pokazuje da je ocena dijametra u prethodnoj teo-
remi najbo	a mogu�a. �

Teorema 12. (Adamar) Neka je M kompletna Rimanova mnogostrukost
sa sekcionom krivinom K(Σq) ≤ 0 za svako q ∈M i svako Σq ∈ TqM . Tada je

expp : TpM →M

(univerzalno) naktriva�e. Specijalno, ako je M prosto povezana, onda je
expp difeomorfizam i M ∼= Rn.

4 Poxto je M kompletna, iz teoreme Hopfa i Rinova sledi da je za svako p ∈
M preslikava�e expp : TpM → M definisano na celom TpM i surjektivno.
Doka�imo da je ono i lokalni difeomorfizam (podsetimo se da, u opxtem
sluqaju, Tvr�e�e 10 ka�e samo da je expp difeomorfizam u okolini nule).
Iz Teoreme o inverznoj funkciji sledi da je dovo	no da doka�emo da expp
nema kritiqnih taqaka, xto se, zahva	uju�i Tvr�e�u 10, svodi na analizu
Jakobijevih po	a du� geodezijskih kroz p. Neka je γ : R → M jedna takva
geodezijska, γ(0) = p i J Jakobijevo po	e du� γ, takvo da je J(0) = 0. Ako
dvaput diferenciramo funkciju

f : R→ R, f(t) =
1

2
‖J(t)‖2 =

1

2
〈J(t), J(t)〉 (67)

i iskoristimo qi�enicu da J zadovo	ava Jakobijevu jednaqinu, a sekciona
krivina K uslov K ≤ 0, dobijamo da je

f ′′(t) =

∥∥∥∥DJdt
∥∥∥∥2

−K(γ′, J)‖γ′ × J‖2 ≥ 0. (68)

To znaqi da je f konveksna, nenegativna funkcija koja zadovo	ava f(0) = 0,
f ′(0) = 0, pa je f ′(t) ≥ 0 za sve t. To znaqi da je f neopadaju�a. Iz qi�enice
da su nule netrivijalnog Jakobijevog po	a izolovane, sledi da je f(t) > 0 za
malo t, pa je J(t) 6= 0 za sve t 6= 0. Drugim reqima, ne postoji taqka koja je
konjugovana taqki p, pa je expp lokalni difeomorfizam.

Neka je 〈·, ·〉 Rimanova metrika na M . Poxto je expp : TpM → M lokalni
difeomorfizam, sa exp∗p〈·, ·〉 je definisana metrika na TpM , tako da je expp
lokalna izometrija.

Kraj dokaza je posledica tvr�e�a koje izdvajamo kao posebnu teoremu. 5
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Teorema 13. Neka su M̃ iM Rimanove mnogostrukosti. Pretpostavimo

da je M̃ kompletna i da je π : M̃ →M lokalna izometrija. Tada je (M̃,M, π)
natkriva�e i M je kompletna.

4 Iz kompletnosti M̃ sledi da svaka geodezijska linija γ : [a, b] → M mo�e

da se podigne do geodezijske linije γ̃ : [a, b] → M̃ . Preciznije, za svako x ∈
π−1(γ(a)) postoji geodezijska linija γ̃ : [a, b] → M̃ , takva da je γ̃(a) = x i
π ◦ γ̃ = γ (lokalno, ovo je posledica egzistencije i jedinstvenosti rexe�a
jednaqine geodezijskih linija sa poqetnim uslovima γ̃(a) = 0, γ̃′(a) = Vx, gde

je Vx ∈ TxM̃ vektor jedinstveno odre�en uslovom π∗Vx = γ′(a); kompletnost
nam omogu�ava definiciju γ̃ na celom [a, b]).

Poxto je preslikava�e π lokalna izometrija, ono je i lokalni difeo-
morfizam (xto se vidi u normalnim okolinama), pa iz Teoreme o inverznoj
funkciji sledi da je π(M) otvoren skup. Odatle sledi da je π surjektivno { u

protivnom bi postojala taqka q ∈ π(M̃) \ π(M̃). Ako je B geodezijska lopta sa
centrom u taqki q, sadr�ana u nekoj normalnoj okolini te taqke, postojala bi
taqka p ∈ π(M)∩B i jedinstvena minimalna geodezijska linija γ : [a, b]→M
koja spaja p = γ(a) i q = γ(b). Poxto smo dokazali da geodezijsku liniju

mo�emo da podignemo na M̃ , odatle sledi q = γ(b) = π ◦ γ̃(q) ∈ π(M̃).
Iz dokazanih svojstava i Teoreme Hopfa i Rinova sledi da je mnogostru-

kost M kompletna. Zaista, ako je γ geodezijska linija u M , ona mo�e da

se podigne do geodezijske linije γ̃ na M̃ . Poxto je M̃ kompletna, γ̃(t) je
geodezijska linija definisana za sve t ∈ R, pa je i �ena projekcija pomo�u
lokalne izometrije π geodezijska linija na M , definisana za sve t. Odatle
sledi da jeM geodezijski kompletna, a samim tim i kompletna, mnogostrukost.

Ostaje da doka�emo da je π : M̃ → M natkriva�e. Neka je p ∈ M
proizvo	na taqka i neka je B geodezijska lopta sa centrom p i polureqnikom
δ > 0, koja le�i u normalnoj okolini taqke p i neka je, za svako x ∈ π−1(p),

Bx geodezijska lopta u M̃ sa centrom u x i polupreqnikom δ. Tada je

π−1(B) =
⋃

x∈π−1(p)

Bx, i Bx1 ∩Bx2 = ∅ za x1 6= x2 (69)

i π : Bx → B je difeomorfizam za sve x. Ova tvr�e�a, koja dokazuju da se
radi o natkriva�u, slede iz qi�enice da je π lokalna izometrija. Zaista,
prvo tvr�e�e u (69) sledi iz qi�enice da svaka taqka u V mo�e da se spoji
sa p minimalnom geodezijskom linijom, i da se minimalne geodezijske linije
kroz p na jedinstven naqin podi�u do minimalnih geodezijskih linija kroz

x ∈ M̃ , za svako x. Drugo tvr�e�e u (69) sledi iz qi�encie da bi iz y ∈
Bx1∩Bx2 sledilo da y mo�e da se spoji jedinstvenim minimalnim geodezijskim
linijama sa x1 i x2; svaka od �ih bi se, zbog izometriqnosti π, projektovala
na minimalnu geodezijsku liniju koja spaja p i π(y) i koja je jedinstvena, pa
ima i jedinstveno podiza�e koje prolazi kroz y i ima drugi kraj u taqki
x1 = x2. Qi�enica da je π : Bx → B difeomorfizam sledi iz qi�enice da su
expx i expp difeomorfizmi i da π, kao lokalna izometrija, slika geodezijske

linije u geodezijske linije, pa je π = expp ◦π∗(x) ◦ exp−1
x , a π∗(x) je linearni

izomorfizam, poxto je π lokalna izometrija. 5
Zadatak 28. Neka suM i N povezane Rimanove mnogostrukosti, pri qemu

je M kompletna, i neka je f : M → N lokalna izometrija. Ako svake dve
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taqke u N mogu da se spoje jedinstvenom geodezijskom linijom, dokazati da je
f globalna izometrija. X

Zavrxi�emo ovu diskusiju o globalnim svojstvima Rimanovih mnogostru-
kosti opisom mnogostrukosti konstantne sekcione krivine. Na osnovu Za-
datka 12, ovaj opis mo�emo da svedemo na sluqajeve K = 0, K = 1 i K = −1.
U Primeru 19, videli smo da euklidski prostor ima krivinu 0, u Primeru 21
da sfera ima sekcionu krivinu 1 i u Primeru 22 da prostor Lobaqevskog ima
sekcionu krivinu −1. Sve kompletne mnogostrukosti konstantne krivine su
koliqniqki prostori ove tri mnogostrukosti. Preciznije, va�i slede�a teo-
rema.

Teorema 14. Neka je M kompletna Rimanova mnogostrukost dimenzije
n sa konstantnom sekcionom krivinom K ∈ {−1, 0, 1}. Tada je univerzalno
natkriva�e mnogostrukosti M izometriqno

• prostoru Lobaqevskog Hn ako je K = −1;
• euklidskom prostoru Rn ako je K = 0;
• sferi Sn ako je K = 1.

4 Neka neka je π : M̃ → M univerzalno natkriva�e. Metrika 〈·, ·〉 na M
indukuje metriku π∗〈·, ·〉 na M̃ , u odnosu na koju M̃ ima konstantnu krivinu
K. Neka je

N =


Hn, ako jeK = −1

Rn, ako jeK = 0

Sn, ako jeK = 1.

Neka je, za q0 ∈ N i p0 ∈ M̃ , L : Tq0N → Tp0M̃ linearna izometrija vektorskih
prostora. Doka�imo da je preslikava�e

f : N → M̃, f = expp0 ◦L ◦ exp−1
q0

lokalna izometrija svuda gde je exp−1
q0 difeomorfizam. Neka je q ∈ N taqka u

qijoj okolini je exp−1
q0 , a time i f , difeomorfizam. Neka je p = f(q), Xq ∈ TqN

i Yp = f∗(q)Xq. Poxto je mnogostrukost N kompletna, iz Posledice 9 sledi
da, postoji jedinstvena geodezijske linija parametrizovana du�inom luka,
koja spaja taqke q0 i q:

γ : [0, l]→ N, γ(t) = expq0(tVq0), γ(0) = q0, γ(l) = q.

Poxto je exp−1
q0 difeomorfizam u okolini taqke q, postoji Jakobijevo po	e

J(t) du� γ(t), takvo da je J(0) = 0, J(l) = Xq, dobijeno kao po	e varijacije
geodezijskih linija

J(t) = D(expq0)tVq0 (tJ ′(0)).

Poxto je L izometrija, kriva γ̃ := f ◦γ je geodezijska linija parametrizovana
du�inom luka. Neka je Wp0 = L(Vq0) = γ̃′(0) i Z = L(J ′(0)). Tada je J̃(t) :=

D(expp0)tWp0
(tZ) Jakobijevo po	e du� γ̃(t) koje zadovo	ava J̃(0) i J̃ ′(0) =

Z. Poxto N i M̃ imaju istu konstantnu krivinu K, iz ‖J ′(0)‖ = ‖J̃ ′(0)‖ i
‖Vq0‖ = ‖Wp0‖ i Jakobijevih jednaqina sledi ‖J(l)‖ = ‖J̃(l)‖. Zaista, mo�emo
da pretpostavimo da je J ⊥ γ (u suprotnom posmatramo Jakobijevo po	e J−tγ′,
videti Primer 29). Diferencira�em izraza 〈γ′, J ′〉 i primenom Jakobijeve
jednaqine zak	uqujemo da je on konstantan, pa diferencira�em izraza 〈γ′, J〉
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zak	uqujemo da je i ovaj izraz konstantan i da je zato ‖γ′×J‖2 := ‖γ′‖2‖J‖2−
〈γ′, J〉2 = c1‖J‖2 + c2. Odatle i iz (60) na str. 100 i (67), (68) na str. 106
sledi da ‖J‖2 zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu prvog reda, pa je odre�eno
poqetnim uslovom.

Sada iz definicije preslikava�a f = exp ◦L ◦ exp−1 diferencira�em
dobijamo

f∗(Xq) = f∗(J(l)) = D(expp0)lWp0
(lZ) = J̃(l).

Odatle zak	uqujemo da je ‖f∗(Xq)‖ = ‖J̃(l)‖ = ‖J(l)‖ = ‖Xq‖, qime je dokazano
da je f lokalna izometrija.

Ako je K ∈ {−1, 0}, iz Adamarove teoreme (Teorema 12) sledi da je f
difeomorfizam, qime smo zavrxili dokaz u tim sluqajevima. Neka je K = 1,
tj. N = Sn. Tada znamo da je expq0 : Tq0 → Sn \ {−q0} difeomorfizam (videti

Primer 30 na str. 100), pa iz dokazanog sledi da je f : Sn \ {−q0} → M̃
lokalna izometrija. Izaberemo taqku q1 ∈ Sn \ {q0,−q0}. Neka je p1 = f(q1).
Definixemo preslikava�e

g : Sn \ {−q1} → M̃, g := expp0 ◦f∗(q1) ◦ exp−1
q1 .

Poxto je f(q1) = g(q1), f∗(q1), g∗(q1), iz Leme 8 na str. 97 sledi da je f ≡ g na
povezanom skupu Sn \ {−q0,−q1}. To nam omogu�ava da definixemo preslika-
va�e

h : Sn → M̃, h(x) =

{
f(x) x 6= −q0

g(x) x 6= −q1

koje je lokalna izometrija. Iz Teoreme 13 sledi da je h natkriva�e. Poxto
je π1(Sn) = 0, sledi da je h difeomorfizam, dakle globalna izometrija. 5

Posledica 10. Kompletna mnogostrukost dimenzije n konstantne sek-
cione krivine K ∈ {−1, 0, 1} je izometriqna

• prostoru Hn/Γ ako je K = −1;
• prostoru Rn/Γ ako je K = 0;
• prostoru Sn/Γ ako je K = 1,

gde je Γ diskretna grupa koja dejstvuje totalno prekidno na M .

4 Preslikava�e π iz dokaza Teoreme 14 je izometrija, a strukturna grupa

natkriva�a dejstvuje totalno prekidno na M̃ . 5

Zadatak 29. Dokazati da je mnogostrukost R2/Γ izometriqna

(a) cilindru, ako je grupa Γ generisana jednom translacijom;
(b) torusu, ako je grupa Γ generisana dvema translacijama;
(v) Mebijusovoj traci, ako je grupa Γ generisana klizaju�om refleksi-

jom;
(g) Klajnovoj flaxi, ako je grupa Γ generisana klizaju�om refleksijom

i translacijom. X

3. Glavna rasloje�a

3.1. More{Kartanova forma. Neka je G Lijeva grupa. Za svako g ∈ G
definisane su leva i desna translacija

Lg, Rg : G→ G, Lg(x) = gx, Rg(x) = xg.
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Ova preslikava�a su difeomorfizmi: L−1
g = Lg−1 , R−1

g = Rg−1 . Leva i
desna translacija komutiraju, Rg ◦Lh = Lh ◦Rg, ali dve leve (ili dve desne)
translacije u opxtem sluqaju ne komutiraju, ako grupa G nije Abelova.

Zahva	uju�i prisustvu strukture grupe, Lijeve grupe su paralelizabilne
mnogostrukosti (podsetimo se da to znaqi da su im tangentna rasloje�a triv-
ijalna). Trivijalizaciju mo�emo da konstruixemo pomo�u izvoda leve tra-
nslacije:

G× TeG→ TG, (g,Xe) 7→ (Lg)∗Xe (70)

je izomorfizam vektorskih rasloje�a. Tangentni prostor TeG Lijeve grupe u
jedinici nazivamo Lijevom algebrom Lijeve grupe G i oznaqavamo sa

g := TeG,

pa (70) pixemo

G× g→ TG, (g,Xe) 7→ (Lg)∗Xe (71)

Naziv Lijeva algebra sugerixe da vektorski prostor g ima strukturu algebre;
zaista, mno�e�e na �emu je preslikava�e

[·, ·] : g× g→ g, (72)

definisano na slede�i naqin. Ako su Xe, Ye ∈ g = TeG dva tangentna vektora,
sa Xg := (Lg)∗Xe, Yg := (Lg)∗Ye su definisana vektorska po	a X,Y : G→ TG.
Definiximo

[Xe, Ye] := [X,Y ]e,

gde je na desnoj strani vrednost komutatora vektorskih po	aX i Y u jedinici.
Iz osobina Lijevih zagrada vektorskih po	a sledi da je mno�e�e (72) bi-
linearno, antikomutativno i zadovo	ava Jakobijev identitet (videti (11) na
str. 12).

Primer 33. U Primeru 8 smo videli da je tangentno rasloje�e torusa
Tn = S1 × · · · × S1 trivijalno:

TTn ∼= Tn × Rn.

Sada to vidimo i kao specijalni sluqaj paralelizabilnosti Lijevih grupa.
Lijeva algebra Lijeve grupe G = S1 je komutativna algebra (R, ·,+, ·); Lijeva
algebra torusa je proizvod (Rn, ·,+, ·). ]

Primer 34. Lijeva algebra specijalne ortogonalne matriqne grupe

SO(n) = {A ∈ Rn×n | AAT = ATA = E,det A = 1}

je

so(n) = {A ∈ Rn×n | A+AT = 0}.
Da bismo ovo videli, dovo	no je da diferenciramo izraz AtA

T
t = E u taqki

t = 0. Primenom Lajbnicovog pravila zak	uqujemo da je svaka matrica iz
Lijeve algebre so(n) antisimetriqna. Da se ova dva vektorska prostora, pros-
tor antisimetriqnih matrica i so(n) poklapaju vidimo iz pore�e�a �ihovih
dimenzija: dimenzija prostora antisimetriqnih matrica je n(n − 1)/2 (jer
je antisimetriqna matrica odre�ena elementima ispod glavne dijagonale) i
jednaka je dimenziji mnogostrukosti SO(n), koja je inverzna slika f−1(E)
regularne taqke preslikava�a f(X) = XXT prostora matrica sa pozitivnom
determinantom u prostor simetriqnih matrica.
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Lijeva zagrada na so(n) (kao i na bilo kojoj matriqnoj grupi) se podudara
sa komutatorom matrica

[A,B] = AB −BA. (73)

Specijalno, na vektorskom prostoru R3 euklidski vektorski proizvod

× : R3 × R3 → R3

definixe bilinearno i antikomutativno mno�e�e koje zadovo	ava Jakobijev
identitet; tako definisana Lijeva algebra (R3, ·,+,×) je izomorfna Lijevoj
algebri so(3) Lijeve grupe SO(3). Ovo se vidi direktnom proverom: se ma-
trice A ∈ so(3) su oblika

A =

 0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

 B =

 0 −b3 b2
b3 0 −b1
−b2 b1 0

 .
Ako �ih identifikujemo sa vektorima ~a = (a1, a2, a3) i ~b = (b1, b2, b3), lako
proveravamo da vektorski proizvod odgovara mno�e�u (73). ]

Inverz preslikava�a (71) mo�emo da komponujemo sa projekcijom na drugu
komponentu, qime dobijamo diferencijalnu 1{formu sa vrednostima u g, tj.
preslikava�e

θG : TG→ g

qija je restrikcija θG(g) : TgG → g linearno preslikava�e za svako g ∈ G.
�u izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 32. Diferencijalna 1{forma

θG : TG→ g

dobijena kompozicijom inverza preslikava�a (71) sa projekcijom na drugu
komponentu naziva se More{Kartanovom formom Lijeve grupe G. ♦

Diferencijalne k{forme sa vrednostima u konaqno dimenzionom vektor-
skom prostoru V oznaqava�emo sa Ωk(M ;V ); to je specijalni sluqaj defini-
cije (33) na str. 83, za sluqaj trivijalnog rasloje�a. Primetimo da je

Ωk(M ;V ) = Ωk(M)⊗ V.
Spo	ax�i diferencijal

d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

se pravolinijski uopxtava na

d : Ωk(M ;V )→ Ωk+1(M ;V ),

kao xto se diferencira�e skalarnih funkcija produ�ava na diferencira�e
funkcija sa vektorskim vrednostima, diferencira�em svake koordinate13.
Sa spo	ax�im mno�e�em je stvar malo slo�enija. Spo	ax�i proizvod obiq-
nih diferencijalnih formi ∧ : Ωj(M)× Ωk(M)→ Ωj+k(M) je definisan sa

λ ∧ ν(X1, . . . , Xj+k) :=
∑
σ

(−1)sgnσλ(Xσ(1), . . . , Xσ(j))ν(Xσ(j+1), . . . , Xσ(j+k)),

(74)

13Ili, bez koordinata, sa d(λ⊗ v) = (dλ)⊗ v. Primetimo da nam u sluqaju fiksiranog
vektorskog prostora V (ili, drugim reqima, trivijalnog rasloje�a) za ovo nije potrebna
koneksija, kao i da ovako definisan diferencijal zadovo	ava d2 = 0.
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gde se sumira po svim permutacijama σ : {1, . . . , j + k} → {1, . . . , j + k} i gde
sgnσ oznaqava znak permutacije (parnost transpozicija u predstav	a�u per-
mutacije kao kompozicije transpozicija). Ovde je na desnoj strani iskorix�e-
no mno�e�e skalara, koje ne postoji u opxtem sluqaju u vektorskom prostoru.
Za forme sa vrednostima u vektorskom prostoru, spo	ax�e mno�e�e mo�emo
da definixemo kao preslikava�e

∧ : Ωj(M ;V )× Ωk(M ;V )→ Ωj+k(M ;V ⊗ V ), (75)

tako xto umesto sume u (74) stavimo∑
σ

(−1)sgnσλ(Xσ(1), . . . , Xσ(j))⊗ ν(Xσ(j+1), . . . , Xσ(j+k)).

Me�utim, ako na je na vektorskom prostoru definisano i bilinearno mno�e�e
m : V × V → V ili, ekvivalentno, linearno preslikava�e

m : V ⊗ V → V

ono definixe mno�e�e

m̃ : Ωj+k(M ;V ⊗V )→ Ωj+k(M ;V ), m̃(ν)(X)⊗(v⊗w) := ν(X)⊗m(v⊗w). (76)

Kompozicija preslikava�a (75) i (76), koju (da bismo izbegli suvixe oznaka)
oznaqavamo istim slovom m, je preslikava�e

m = m̃ ◦ ∧ : Ωj(M ;V )× Ωk(M ;V )→ Ωj+k(M ;V ).

Primer 35. Neka su λ, ν ∈ Ω1(M) ⊗ g diferencijalne 1{forme na mno-
gostrukosti M sa vrednostima u Lijevoj algebri g. Tada je

[λ, ν] (X,Y ) = [λ(X), ν(Y )] + [ν(X), λ(Y )].

Specijalno, za λ = ν,

[λ, λ] (X,Y ) = 2[λ(X), λ(Y )].

Dokaz ostav	amo kao zadatak. ]

Svako g ∈ G definxe izomorfizam (konjugaciju)

Cg = Lg ◦Rg−1 = Rg−1 ◦ Lg : G→ G, x 7→ gxg−1,

koji slika e u e, pa je �egov izvod u taqki e linearno preslikava�e

Ad(g) := (Cg)∗(e) : g→ g.

Primetimo da je (x, g) 7→ Cg(x) levo dejstvo grupe G na sebi, pa je

Ad : G→ GL (g) (77)

reprezentacija grupe14 G na g; nazivamo je adjungovanom reprezentacijom.

Zadatak 30. Dokazati da je

[Xe, Ye] =
d

dt

∣∣
t=0

Ad(x(t))Ye,

gde je x(t) bilo koji put, takav da je x(0) = e i dx
dt (0) = Xe. Koriste�i ovaj

izraz, dokazati formulu (73) na str. 111. X

14Reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V je homomorfizam G 7→ GL (V ) te
grupe u grupu invertibilnih linearnih preslikava�a V → V .
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Tvr�eǌe 15. More{Kartanova forma θG ∈ Ω1(G) ⊗ g ima slede�a svo-
jstva:

(1) L∗gθG = θG, tj. θG je levo invarijantna;

(2) R∗gθG = Ad(g−1)θG;

(3) dθG + 1
2 [θG, θG] = 0.

4 Neka je h ∈ G proizvo	na taqka u G i Xh ∈ ThG proizvo	an tangentni
vektor u toj taqki. Po definiciji More{Kartanove forme je

θG(Xh) = (Lh−1)∗Xh.

Sliqno, za vektor (Lg)∗(Xh) ∈ TghG je

θG((Lg)∗Xh) = (L(gh)−1)∗(Lg)∗Xh.

Ova dva izraza dokazuju prvo tvr�e�e, jer je

L∗gθG(Xh) = θG((Lg)∗Xh) = (L(gh)−1)∗(Lg)∗Xh = (Lh−1)∗Xh = θG(Xh).

Sliqno se dokazuje i drugo tvr�e�e:

R∗gθG(Xh) = θG((Rg)∗Xh) = (L(hg)−1)∗(Rg)∗Xh =
= (Lg−1 ◦Rg)∗(Lh−1)∗Xh = Ad(g−1)θG(Xh).

Za dokaz tre�eg tvr�e�a iskoristi�emo formulu

dθG(X,Y ) = XθG(Y )− Y θG(X)− θG([X,Y ]) (78)

(Lema 1 na str. 24). Leva strana zavisi samo od vrednosti vektorskih po	a X
i Y u taqki. Izaberimo ta po	a tako da budu levo invarijantna (proxirimo
ih iz jedne taqke na G izvodom leve translacije). Tada su θG(X) i θG(Y )
konstante, pa su prva dva sabirka na desnoj strani (78) jednaka nuli. Poxto
je (Lg)∗[X,Y ] = [(Lg)∗X, (Lg)∗Y ] (Teorema 8 na str. 12), sledi i da je [X,Y ] levo
invarijantno vektorsko po	e, pa je, po definiciji More{Kartanove forme,
tre�i sabirak u (78)

θG([X,Y ]) = [X,Y ]e = [Xe, Ye] = [θG(X), θG(Y )]

(prve dve Lijeve zagrade u prethodnom lancu jednakosti su Lijeve zagrade vek-
torskih po	a, a druge dve Lijeve zagrade u g). Odatle sledi da je dθG(X,Y ) +
θG([X,Y ]) = 0, xto znaqi (videti Primer 35) dθG + 1

2 [θG, θG] = 0. 5

Posledica 11. Distribucija ker θG je integrabilna.

4 Dokaz sledi iz dθG + 1
2 [θG, θG] = 0 i Frobenijusove teoreme. 5

3.2. Koneksije na glavnim rasloje�ima. Vektorska rasloje�a su spe-
cijalni sluqaj opxtijeg pojma rasloje�a, koji se formalno definixe kao
ure�ena qetvorka (E,M,F, π), gde su E, M , i F topoloxki prostori, a π :
E → M neprekidno preslikava�e, takvo da za svaku taqku e ∈ E postoji
otvorena okolina U ⊂M taqke π(e) ∈M i homeomorfizam

ϕ : π−1(U)→ U × F,
takav da je p1 ◦ ϕ = π, gde je p1 : U × F → U projekcija na prvu koordi-
natu. Prostor E nazivamo totalnim prostorom rasloje�a (ili, nekad, samo
rasloje�em), M bazom i F slojem ili vlaknom, a preslikava�e π projekcijom.

Pojmovi kao izomorfizam rasloje�a, trivijalna rasloje�a i seqe�a de-
finixu se na oqigledan naqin, kao kod vektorskih rasloje�a.
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U kategoriji glatkih mnogostrukosti govorimo o glatkim rasloje�ima
(qak i ako ispustimo req ,,glatki"), imaju�i u vidu da su svi objekti u ovoj
definiciji glatki.

Videli smo da, ako je G Lijeva grupa i H �ena zatvorena Lijeva podgrupa,
onda koliqniqki prostor G/H (npr. desnog) dejstva grupe H na G ima struk-
turu glatke mnogostrukosti. Qetvorka (G,G/H,H, π) je tada primer glatkog
rasloje�a koje, sem strukture rasloje�a, ima i prirodno definisano dejstvo
grupe H na totalnom prostoru G, koje quva vlakna. Ovaj primer uopxtavamo
slede�om definicijom.

Definicija 33. Glavno rasloje�e je ure�ena petorka (P,M,F, π,G) gde je
(P,M,F, π) rasloje�e, a G Lijeva grupa koja desno dejstvuje na prostoru P ,
pri qemu to dejstvo quva slojeve i na svakom od slojeva je slobodno i tranzi-
tivno. Grupa G naziva se strukturnom grupom (P,M,F, π,G) glavnog raslo-
je�a. Poxto G dejstvuje slobodno i tranzitivno na F , vlakna F su difeo-
morfna mnogostrukosti G. Takvi prostori, koji su difeomorfni Lijevoj
grupi G, ali nemaju strukturu grupe, nazivaju se G{torzorima15. ♦

Nekada glavno rasloje�e oznaqavamo dijagramom

G → P
↓
M.

Poxto je dejstvo G na P slobodno i quva vlakna, prostor orbita P/G je
difeomorfan bazi M .

Definicija 34. Neka je P glavno rasloje�e sa strukturnom Lijevom
grupom G, qija je Lijeva algebra g, i neka je, za p ∈ P ,

σp : G→ P, σp(g) = p · g
preslikava�e definisano desnim dejstvom G na P . Tada je za svaki vektor
ξ ∈ TeG = g sa

ξ̂p := (σp)∗ξ ∈ TpP
definisano vertikalno vektorsko po	e16 ξ̂ na P , koje nazivamo fundamental-
nim vektorskim po	em pridru�enim vektoru ξ. ♦

Primer 36. Videli smo da je, ako je G Lijeva grupa i H �ena zatvorena
Lijeva podgrupa, petorka (G,G/H,H, π,H) jedno glavno rasloje�e sa struk-
turnom grupom H. ]

Primer 37. Natkriva�e π : M̃ → M definixe glavno rasloje�e sa

totalnim prostorom M̃ , bazom M , diskretnim slojem i strukturnom grupom

G ≡ π1(M)/π∗(π1(M̃)). Specijalno, univerzalno natkriva�e je natkriva�e
sa prosto povezanim totalnim prostorom i strukturnom grupom π1(M). ]

Primer 38. Preslikava�e R×R→ S1× S1, (x, y) 7→ (e2πix, e2πiy), defin-
ixe univerzalno natkriva�e torusa. ]

15Afini prostor modelovan nad vektorskim prostorom V je primer G{torzora, gde je
G aditivna Abelova grupa prostora V .

16Kao i u sluqaju vektorskih rasloje�a, vektor Xp ∈ TpP nazivamo vertikalnim ako

je π∗(Xp) = 0, gde je π : P →M projekcija iz definicije rasloje�a P .
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Primer 39. Natkrivaju�e preslikava�e

exp : C→ C∗ := C \ {0}, z 7→ ez

definixe natkriva�e (C,C∗, exp,Z). Inverzno preslikava�e, logaritam, je
vixeznaqno na C∗, ali je jednoznaqno na univerzalnom natkriva�u prostora
C∗, koje se naziva Rimanovom povrxi logaritma i konstruixe na naqin
poznat iz Kompleksne analize, izreziva�em kompleksne ravni du� ose kroz
koordinatni poqetak i lep	e�em. Natkriva�e (C,C∗, exp,Z) je izomorfno
natkriva�u (R2,S1 × R, π,Z), gde je π(x, y) = (e2πix, y). ]

Primer 40. Preslikava�e

π : C∗ → C∗, z 7→ zn

definixe natkriva�e (C∗,C∗, π,Zn). �egovo inverzno preslikava�e z 7→ n
√
z

je vixeznaqno preslikava�e na C∗, ali jednoznaqno na Rimanovoj povrxi n{
tog korena, tj. natkriva�u probuxene kompleksne ravni C∗ sa strukturnom
grupom π1(C∗)/nπ1(C∗) = Z/nZ = Zn. ]

Primer 41. Multiplikativna grupa G = R \ {0} dejstvuje na Rn+1 \ {0}
po pravilu

(R \ {0})× (Rn+1 \ {0}) 3 (t, x) 7→ t · x ∈ Rn+1 \ {0}.
Ovo dejstvo je slobodno, glatko i tranzitivno na orbitama. Prostor orbita
je realni projektivni prostor RPn. Tako smo dobili realni projektivni
prostor kao bazu glavnog rasloje�a sa strukturnom grupom R \ {0}. Setimo se
da smo u Primeru 19 na str. 31 videli realni projektivni prostor kao bazu
glavnog rasloje�a sa strukturnom grupom Z2, tj. kao bazu natkriva�a.

Sliqno, kompleksni projektivni prostor CPn, koji smo u Primeru 19 na
str. 31 videli kao bazu glavnog rasloje�a sa strukturnom grupom S1, mo�e da
se vidi i kao glavno rasloje�e sa strukturnom grupom C \ {0}. Klasu ekviva-
lencije taqke (a0, a1, . . . , an) ⊂ Kn1 u projektivnom prostoru KPn oznaqavamo
sa [a0 : a1 : . . . : an], ove koordinate oznaqavamo homogenim koordinatama. ]

Primer 42. (Hopfovo rasloje�e) U Primeru 19 na str. 31 smo videli
da se projektivni prostor CPn realizuje kao prostor orbita dejstva multip-
likativne grupe S1 jediniqnih kompleksnih brojeva na S2n+1. Time je defin-
isano glavno rasloje�e

S1 → S2n+1

↓
CPn.

Ova rasloje�a nazivamo Hopfovim rasloje�ima. Specijalno, za n = 1 je
CP 1 ∼= C ∪ {∞} ∼= S2 ([ξ : η] 7→ ξ/η), pa imamo glavno rasloje�e

S1 → S3

↓
S2.

(79)

Ako trodimenzionu sferu posmatramo u ambijentu S3 ⊂ R4 ∼= C2, kao hiper-
povrx zadatu jednaqinom |z1|2 + |z2|2 = 1, Hopfovo rasloje�e mo�emo da
vidimo kao preslikava�e

π : S3 → S2 ∼= CP 1, (z1, z2) 7→ z2

z1
.
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Za svako [ξ : η] ∈ CP 1, inverzna slika π−1([ξ : η]) je veliki krug na S3.
Inverzne slike razliqitih taqaka su ulanqani krugovi. To mo�e da se vidi
ako se sfera posmatra kao unija Sn ∼= Rn ∪ {∞}, uz pomo� stereografske
projekcije

ρn : Sn → Rn, (x1, x2, . . . , xn) 7→
(

x1

1− xn
,

x2

1− xn
, . . . ,

xn−1

1− xn

)
.

Tada je, npr, ρ3 ◦ π ◦ ρ−1
2 (1, 0, 0) osa x1 u R3, a ρ3 ◦ π ◦ ρ−1

2 (−1, 0, 0) jediniqni
krug u ravni (x2, x3). Taqkama (x1, x2, x3) ∈ R3 sa |x1| 6= 1 odgovaraju krugovi
sfere |z1|2 + |z2|2 na kojima je z1 +1 6= 0, z2 6= 0 i koji su me�usobno disjunktni
i ulanqani.

Tako dobijamo razlaga�e prostora R3 na uniju familije ulanqanih kru-
gova i jedne prave. U S3 se i ta jedna prava vidi kao krug, pa dobijamo ra-
zlaga�e sfere S3 na ulanqane krugove. Razdvaja�em na dve podfamilije ovih
krugova, dobijamo S3 kao uniju dva puna torusa D2 × S1. ]

Zadatak 31. Posmatrajmo sferu S3 ∈ R4 kao skup jediniqnih kvater-
niona:

S3 ∼= {q = q1 + q2i + q3j + q4k | |q| = 1}.
(a) Dokazati da je S3 Lijeva grupa u odnosu na operaciju mno�e�a kvater-

niona.
(b) Poistovetimo taqku p = (x, y, z) ∈ R3 sa qisto imaginarnim kvater-

nionom p = xi + yj + zk. Dokazati da je za svako q ∈ S3 sa

Rq : R3 → R3, Rq(p) = qpq−1 = qpq,

gde je mno�e�e na desnoj strani mno�e�e kvaterniona, definisana rotacija
prostora R3 sa centrom u koordinatnom poqetku.

(v) Dokazati da je u (b) definisan homomorfizam Lijevih grupa

ρ : S3 → SO(3)

i da je ker ρ = {−1, 1}.
(g) Fiksirajmo taqku p0 = (1, 0, 0) ∈ S2. Dokazati da je sa

π : S3 → S2, π(q) := Rq(p0) = qiq

definisano Hopfovo rasloje�e pomo�u kvaterniona. X

Zadatak 32. Objasniti kako su definisana Hopfova rasloje�a

S0 → S1

↓
S1

S3 → S7

↓
S4

S7 → S15

↓
S8.

(80)

Uputstvo: sem realnih i kompleksnih projektivnih prostora postoje i kvater-
nionski projektivni prostori, poxto je relacija ekvivalencije ,,pripadati
istoj pravoj" izvedena iz asocijativnosti mno�e�a. Ta relacija nije dobro
definisana sa Kejlijevim brojevima, tj. algebrom oktava R8, koja je neasocija-
tivna. Me�utim, dobro su definisani pojmovi oktanionske projektivne prave
i projektivne ravni. Oktanionska projektivna prava je definisana na isti
naqin kao realna, kompleksna ili kvaternionska, jer je (x, y) ∼ (1, yx−1) dobro
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definisana relacija ekvivalencije, kada su x i y razliqiti od nule17. Raslo-
je�a (79) i (80) odgovaraju realnim, kompleksnim, kvaternionskim i oktan-
ionskim projektivnim pravama, koje su difeomorfne sferama odgovaraju�ih
dimenzija. Primetimo da posled�e rasloje�e u (80) nije glavno rasloje�e, jer
S7 nije grupa { mno�e�e jediniqnih oktava definixe na S7 mno�e�e koje ima
neutralni element i u odnosu na koje svaki element ima inverz, ali mno�e�e
nije asocijativno. X

Napomena 23. Poznato je (na osnovu rezultata F. Adamsa) da su (79) i (80)
jedina rasloje�a kojima su baza, sloj i totalni prostor sfere. �

Primer 43. (Prostor tvistora) Algebra H kvaterniona je generisana
bazom 1, i, j,k nad R, ali i bazom 1, j nad C: svaki kvaternion q ∈ H ima jednoz-
naqan zapis q = z1 + z2j, z1, z2 ∈ C. Tako taqka H2 \ {0} odgovara jedinstvenoj
taqki C4 \ {0}, pa su na skupu

H2 \ {0} ∼= C4 \ {0}
definisana dva dejstva: mno�e�e kvaternionima i mno�e�e kompleksnim
brojevima. Orbite drugog dejstva su ujedno i orbite prvog, ali ne i obrnuto.
Orbite prvog dejstva su taqke kvaternionske projektivne prave HP 1 ∼= S4, a
orbite drugog taqke kompleksnog projektivnog prostora CP 3. Tako dobijamo
rasloje�e

CP 3 → S4

Ovo rasloje�e naziva se prostorom tvistora nad sferom S4. Tvistore je
uveo Ro
er Penrouz kao model prostora u teoriji kvantne gravitacije[46].
Oni su znaqajni i u diferencijalnoj topologiji qetvorodimenzionih mno-
gostrukosti, jer omogu�avaju izuqava�e nekih pita�a diferencijalne geomet-
rije sfere S4 metodama kompleksne projektivne geometrije. ]

Primer 44. Neka je E vektorsko rasloje�e ranga r nad bazomM . Za x ∈M
oznaqimo sa Px skup svih ure�enih baza vektorskog prostora Ex. Primetimo da
grupa GL(r,K) dejstvuje glatko, desno, slobodno i tranzitivno na Px. Zaista,
svaku ure�enu bazu u Ex mo�emo da shvatimo kao linearni izomorfizam

e : Kr → Ex,

pa je dejstvo grupe GL(r,K) na Px definisano sa

GL(r,K)× Px 3 (g, e) 7→ e ◦ g ∈ Px.

Unija

P =
⋃
x∈M

Px

ima prirodno definisanu strukturu glatkog rasloje�a: ako je (U,ϕ) trivi-
jalizacija rasloje�a EU , onda je sa

ψU : PU → U ×GL(r,K), ψ(x, e) = (x, ϕ ◦ e)
definisana trivijalizacija PU nad skupom U ⊂ M . Na taj naqin je defin-
isano glavno rasloje�e P nad M , koje se naziva rasloje�em ure�enih baza
vektorskog rasloje�a E. ]

17Definicija oktanionske projektivne ravni zahtava malo drugaqiju konstrukciju {
relacija ekvialencije se definixe na ure�enim trojkama (x, y, z) oktava koje imaju bar jednu
realnu koordinatu; oktanionska projektivna ravan je koliqniqki prostor te relacije.



118 1. RASLOJE�A, KONEKSIJE, KRIVINE

Definicija 35. Neka je P glavno rasloje�e nad bazomM sa strukturnom
grupom G i neka je S mnogostrukost na kojoj je definisano glatko levo dejstvo
grupe G, odnosno homomorfizam grupa

ρ : G→ Dif (S).

Pridru�eno rasloje�e

S → P ×ρ S
↓
M

odre�eno dejstvom ρ je rasloje�e qiji je totalni prostor P×ρS prostor orbita
desnog dejstva

(g, (p, ξ)) 7→ (p · g, ρ(g−1)ξ),

za g ∈ G, p ∈ P i ξ ∈ S. Specijalno, ako je S = Kr vektorski prostor,
a ρ : G → GL(r,K) reprezentacija grupe g, onda je E = P ×ρ Kr vektorsko
rasloje�e ranga r nad bazom M . ♦

Primetimo da je Primer 44 specijalni sluqaj prethodne definicije, sa
G = GL(r,K) i trivijalnim dejstvom ρ : GL(r,K) → GL(r,K). Na taj naqin,
glavna rasloje�a su opxtiji pojam od vektorskih.

Primer 45. Ako je P glavno rasloje�e nad bazom M , sa strukturnom
grupom G, adjungovana reprezentacija (77) definixe vektorsko rasloje�e
P ×ad g, koje nazivamo adjungovanim rasloje�em glavnog rasloje�a P . ]

Definicija 36. Neka je P glavno rasloje�e nad bazomM , sa strukturnom
Lijevom grupom G, i neka je g �ena Lijeva algebra. Forma koneksije na P je
diferencijalna 1{forma θ ∈ Ω1(P ; g) na P , sa vrednostima u g, koja ima
slede�a dva svojstva:

(1) R∗gθ = Ad(g−1) ◦ θ;
(2) θ(ξ̂) = ξ za sve ξ ∈ g,

gde je ξ̂ fundamentalno vektorsko po	e na P pridru�eno vektoru ξ ∈ g. ♦

Ako je θ forma koneksije na glavnom rasloje�u π : P → M , sa Hp :=
ker θp je definisana glatka distribucija na TP , koja je horizontalna, tj.
komplementarna vertikalnoj distribuciji

Vp := kerπ∗(p) ⊂ TpP.

Kao i kod vektorskih rasloje�a, prime�ujemo da je vertikalna distribucija
kanonski zadata, dok horizontalna nije. Iz dva svojstva iz definicije forme
koneksije sledi da horizontalna distribucija Hp := ker θp ima slede�a dva
svojstva:

(1) Hp·g = (Rg)∗Hp;
(2) TpP = Hp ⊕ Vp.

Svaka horizontalna distribucija H na TP koja ima ova dva svojstva naziva
se koneksijom na glavnom rasloje�u P .

Prisustvo koneksije omogu�ava nam da definixemo horizontalnu projek-
ciju

h : TP = H ⊕ V → H. (81)
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Definicija 37. Neka je na glavnom rasloje�u P zadata forma konek-
sije θ. Kovarijantni izvod diferencijalnih k{formi sa vrednostima u vek-
torskom prostoru V je kompozicija

dθ := d ◦ h : Ωk(P ;V )→ Ωk+1(P ;V )

gde je d : Ωk(P ;V ) → Ωk+1(P ;V ) standardni spo	ax�i diferencijal, a h
horizontalna projekcija (81). ♦

Za razliku od obiqnog spo	ax�eg diferencijala d, koji zadovo	ava jed-
naqinu d ◦ d = 0, koja je polazna taqka de Ramove kohomoloxke teorije, za
kovarijantni izvod je, u opxtem sluqaju dθ ◦ dθ 6= 0.

Definicija 38. Krivina definisana formom koneksije θ je diferen-
cijalna 2{forma ω := dθθ ∈ Ω2(P ; g). ♦

Tvr�eǌe 16. Ako je θ forma koneksije na glavnom rasloje�u, i ω = dθθ
�ena krivina, onda je

ω = dθ +
1

2
[θ, θ] i dθω = d2

θθ = 0.

Druga jednakost je poznata pod imenom Bjankijev identitet, �en ekviva-
lentan zapis je dω = [ω, θ].

4 Dokaz, koji se izvodi primenom Leme 1 na str. 24, izostav	amo. 5

Napomena 24. Neka je E = P ×ρ Kr vektorsko rasloje�e pridru�eno
glavnom rasloje�u P , kao u Definiciji 35. Svojstvo R∗gθ = Ad(g−1) ◦ θ
forme koneksije (odnosno, invarijantnost koneksije H u odnosu na desno de-
jstvo grupe G) nam omogu�ava da, pomo�u koneksije i krivine na P , defin-
ixemo koneksiju i krivinu na E. Kovarijantni izvod vektorskih po	a tako
definisane koneksije na E dobija se pomo�u kovarijantnog izvoda 0{formi sa
vrednostima u E iz Definicije 37. Projekcija na horizontalnu komponentu
u toj definiciji odgovara qi�enici da se kovarijantni izvod seqe�a na E
definixe u pravcu vektora iz TM . �

Kao i u sluqaju vektorskih rasloje�a, i kod glavnih rasloje�a krivina
je opstrukcija integrabilnosti horizontalne distribucije:

Teorema 15. Krivina definisana koneksijom (tj. horizontalnom dis-
tribucijom) H je jednaka nuli ako i samo ako je H integrabilna distribu-
cija.

4 Dokaz ostav	amo kao zadatak. 5





GLAVA 2

Simplektiqke i kontaktne mnogostrukosti

U Glavi 1 smo, izme�u ostalog, govorili o (pseudo) Rimanovim mnogostru-
kostima. Na tangentnim prostorima tih mnogostrukosti zadata je bilinearna
forma, (pseudo) Rimanova metrika, koja je simetriqna i nedegenerisana. Bi-
linearna forma

β : V × V → R
na vektorskom prostoru V je simetriqna ako za sve vektore v, w ∈ V va�i
β(v, w) = β(w, v), a nedegenerisana ako za svaki vektor v ∈ V \ {0} postoji
vektor w ∈ V za koji je β(v, w) 6= 0. Na prostorima konaqne dimenzije, bilin-
earna forma je nedegenerisana ako i samo ako je preslikava�e

i : V → V ∗, i(v)(w) := β(v, w)

izomorfizam. Zaista, uslov nedegenerisanosti ekvivalentan je injektivnosti
ovog preslikava�a, a poxto je dim V = dim V ∗ injektivnost, surjektivnost i
bijektivnost linearnog preslikava�a V → V ∗ su ekvivalentna svojstva.

Ako je V vektorski prostor konaqne dimenzije iW ⊂ V �egov potprostor,
�egov β{ortogonalni komplement je potprostor

W β := {v ∈ V | i(v)(W ) = {0}}. (1)

Ako je forma β nedegenerisana, onda je

dim W + dim W β = dim V, i (W β)β = W. (2)

Zaista, i(W β) = W⊥, gde je W⊥ ⊂ V ∗ anihilator potprostora W ⊂ V . Poxto
je preslikava�e i : V → V ∗ izomorfizam vektorskih prostora, prvo svojstvo
u (2) sledi iz odgovaraju�ih svojstva anihilatora. Poxto je W ⊂ (W β)β ,
drugo svojstvo u (2) sledi iz prvog, jer su (W β)β iW prostori iste dimenzije.

Zadatak 1. Neka je β nedegenerisana bilinearna forma na vektorskom
prostoru V konaqne dimenzije i neka su W1,W2 ⊂ V potprostori. Dokazati
da je

(W1 +W2)β = W β
1 ∩W

β
2 i (W1 ∩W2)β = W β

1 +W β
2 .

Izvesti odatle zak	uqak da iz W1 ⊂W2 sledi W
β
2 ⊂W

β
1 . X

Ako je u vektorskom prostoru V izabrana baza, bilinearnoj formi β
mo�emo da pridru�imo matricu B, takvu da forma β ima koordinatni zapis

β(v, w) = [v]B [w]T ,

gde su [v] = [v1, . . . , vm], [w] = [w1, . . . , wm] koordinate vektora v i w u izabranoj
bazi. Nedegenerisanost forme β je ekvivalentna invertibilnosti matrice B,
tj. uslovu detB 6= 0, a simetriqnost uslovu BT = B.
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Bilinearna forma β je antisimetriqna (ili kososimetriqna) ako je
β(v, w) = −β(w, v) za sve v, w ∈ V . Ako je u izabranoj bazi forma β predstav-
	ena matricom B, antisimetriqnost forme β je ekvivalentna uslovu antisi-
metriqnosti matrice B: BT = −B.

Svaka bilinearna forma mo�e da se predstavi kao zbir simetriqne i
antisimetriqne forme, kao xto i svaka matrica mo�e da se predstavi kao
zbir simetriqne i antisimetriqne:

B =
1

2
(B +BT ) +

1

2
(B −BT ).

Nedegenerisana simetriqna bilinearna forma, ili, ekvivalentno, in-
vertibilna simetriqna matrica je definisana u svakom vektorskom prostoru
(trivijalan primer je jediniqna matrica). To nam omogu�ava da, pomo�u
razlaga�a jedinice, definixemo Rimanovu metriku na svakoj glatkoj mno-
gostrukosti.

Nedegenerisana antisimetriqna bilinearna forma postoji samo u vek-
torskim prostorima parne dimenzije:

BT = −B ⇒ detBT = (−1)mdetB,

gde je m = dim V , pa m mora da bude paran broj. Slede�e tvr�e�e mo�e da se
smatra antisimetriqnom analogijom Gram{Xmitovog postupka ortonormal-
izacije.

Tvr�eǌe 1. Neka je V vektorski prostor dimenzije 2n i neka je β :
V ×V → R nedegenerisana antisimetriqna bilinearna forma. Tada postoji
baza v1, . . . , vn, w1, . . . , wn prostora V za koju je

β(vi, vj) = β(wi, wj) = 0, β(vi, wj) = δij .

4 Za n = 1 tvr�e�e je trivijalno. Pretpostavimo da ono va�i za prostore
dimenzije 2(n− 1) i neka je V prostor dimenzije 2n. Neka je v1 ∈ V proizvol-
jan vektor. Iz nedegenerisanosti forme β sledi da postoji vektor w1 ∈ V ,
takav da je β(v1, w1) = 1. Neka je W linearni omotaq vektora v1 i w1. Tada
je W β vektorski prostor dimenzije 2(n − 1). Restrikcija forme β na W β

je nedegenerisana antisimetriqna bilinearna forma, pa iz induktivne pret-
postavke tvr�e�e va�i na W β . 5

Simetriqne i antisimetriqne forme proizvode razliqite geometrije pro-
stora V . Ako je β simetriqna forma, (2) ima jaqu formulaciju: prostor V je
direktna suma prostora W i �egovog β{ortogonalnog komplementa. U sluqaju
antisimetriqnih formi suma W + W β mo�e da se razlikuje od prostora V .
Na primer, ako je dim W = 1, onda je W ⊂W β .

Ako je M glatka mnogostrukost, familija antisimetriqnih bilinearnih
formi na TpM koja glatko zavisi od p je diferencijalna 2{forma. Iz prethod-
nih razmatra�a vidimo da nedegenerisana 2{forma postoji samo na mnogo-
strukostima parne dimenzije.

Tvr�eǌe 2. Diferencijalna forma ω ∈ Ω2(M) na mnogostrukosti M
dimenzije 2n je nedegenerisana ako i samo ako je

ω∧n := ω ∧ . . . ∧ ω︸ ︷︷ ︸
n

6= 0.
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4 Neka je p ∈M . Ako je ω nedegenerisana, iz Tvr�e�a 1 sledi da postoji baza
v1, . . . , vn, w1, . . . , wn prostora TpM , takva da je ω∧n(v1, . . . , vn, w1, . . . , wn) 6= 0.

Obrnuto, ako je forma ω degenerisana, onda postoji vektor u1 ∈ TpM ,
takav da je ω(u1, w) = 0 za sve w ∈ TpM , pa za svaku bazu u1, u2, . . . , u2n ∈ TpM
koja sadr�i vektor u1 va�i ω

∧n(u1, . . . , u2n) = 0. 5

Definicija 1. Nedegenerisana 2{forma ω ∈ Ω2(M) koja je zatvorena, tj.
takva da je dω = 0, naziva se simplektiqkom formom na M . Mnogostrukost
M na kojoj je zadata simplektiqka forma naziva se simplektiqkom mnogo-
strukox�u. ♦

Iz Tvr�e�a 2 sledi da je ova definicija ekvivalentna onoj koju smo dali
u Glavi 0 (videti Napomenu 6 na str. 27).

Primer 1. Ako je V vektorski prostor konaqne dimenzije i V ∗ �egov
dual, onda je W := V ⊕ V ∗ simplektiqka mnogostrukost, sa simplektiqkom
formom

ω(v1 ⊕ λ1, v2 ⊕ λ2) := λ2(v1)− λ1(v2).

Primetimo da je uslov dω trivjalno ispu�en, jer je forma ω definisana
uz implicitnu identifikaciju TW ∼= W × W , tako da ne zavisi od prve
komponente (bazne taqke rasloje�a TW ). Ako u V izaberemo bazu, dobijamo
prostor R2n = Rn⊕ (Rn)∗ sa simplektiqkom formom ω = dq1∧dp1 + . . .+dqn∧
dpn. ]

Iz uslova nedegenerisanosti simplektiqke forme sledi parnost dimen-
zije simplektiqke mnogostrukosti, dim M = 2n. Iz Tvr�e�a 2 sledi da je
svaka simplektiqka mnogostrukost orijentabilna; sa kanonskom orijentaci-
jom definisanom formom ω∧n. Obiqno za formu zapremine na simplektiqkoj
mnogostrukosti uzimamo formu 1

n!ω
∧n, koja je u sluqaju prostora R2n sa sim-

plektiqkom formom ω = dq1∧dp1 + . . .+dqn∧dpn standardna forma zapremine
u euklidskom prostoru, dq1∧dp1∧ . . .∧dqn∧dpn. U sluqaju da je mnogostrukost
M kompaktna i bez granice, iz zatvorenosti dω = 0 sledi nexto slo�eniji
topoloxki uslov

H2k
dR(M) 6= {0}, za k ∈ {0, . . . , n},

koji je posledica Stoksove teoreme. Zaista, ako bi bilo H2k
dR(M) = 0, onda

bi zatvorena forma ω∧k bila i taqna, tj. bilo bi ω∧k = dη, pa bi va�ilo i
ω∧n = d(η ∧ ω∧(n−k)). Odatle bi sledilo

V (M) =
1

n!

∫
M

ω∧n =
1

n!

∫
M

d(η ∧ ω∧(n−k)) =
1

n!

∫
∂M=∅

η ∧ ω∧(n−k) = 0,

xto je kontradikcija.
Specijalno, jedina sfera koja je simplektiqka je dvodimenziona sfera S2.

Svaka orijentabilna dvodimenziona povrx je simplektiqka mnogostrukost.

Napomena 1. Mo�emo da primetimo da je postoja�e simplektiqke struk-
ture na mnogostrukosti veoma uslov	eno topologijom te mnogostrukosti. Me-
�utim, iako ve�ina mnogostrukosti ne dopuxta simplektiqku strukturu, sva-
koj mnogostrukosti mo�emo da pridru�imo prirodnu simplektiqku mnogo-
strukost { uskoro �emo da vidimo da kotangentno rasloje�e T ∗M svake mno-
gostrukosti M ima kanonsku simplektiqku strukturu. �



124 2. SIMPLEKTIQKE I KONTAKTNE MNOGOSTRUKOSTI

Neka je M simplektiqka mnogostrukost dimenzije 2n i L ⊂ M �ena
podmnogostrukost na kojoj je simplektiqka forma jednaka nuli; preciznije,
neka je ω(TpL× TpL) = {0} za sve p ∈ L, ili, u terminima ulaga�a

jL : L ↪→M, j∗Lω = 0.

Tada je dim L ≤ n. Zaista, ω(TL) = {0} znaqi da je, u oznakama iz (1), za svako
p ∈ L

TpL ⊂ (TpL)ω.

Poxto je, kao xto smo videli u (2),

dim TpL+ dim (TpL)ω = 2n,

sledi da je dim TpL ≤ n. Mnogostrukosti maksimalne dimenzije na kojima je
simplektiqka forma jednaka nuli izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 2. Podmnogostrukost L simplektiqke mnogostrukosti M
nazivamo Lagran�evom ako je

(1) dim L = 1
2 dim M ;

(2) j∗Lω = 0,

gde je jL : L ↪→M inkluzija, a ω simplektiqka forma na M . ♦

Lagran�eve podmnogostrukosti uopxtavaju simetrije simplektiqkih pod-
mnogostrukosti, simplektomorfizme, na naqin koji preciziraju slede�a de-
finicija i lema.

Definicija 3. Difeomorfizam φ : M → M simplektiqke mnogostru-
kosti M sa simplektiqkom formom ω naziva se simplektomorfizmom ako je
φ∗ω = ω. ♦

Lema 1. Neka je M simplektiqka mnogostrukost sa simplektiqkom
formom ω. Tada je M ×M simplektiqka mnogostrukost sa simplektiqkom
formom Ω := π∗1ω− π∗2ω, gde su π1, π2M ×M →M kanonske projekcije na prvu
i drugu koordinatu. Difeomorfizam φ : M → M je simplektomorfizam ako
i samo ako je �egov grafik

Γ(φ) := {(p, φ(p)) ∈M ×M | p ∈M}

Lagran�eva podmnogostrukost u M ×M sa formom Ω.

4 Dokaz da je Ω simplektiqka forma je elementaran; doka�imo drugi deo
tvr�e�a. Neka je

jΓ(φ) := (idM , φ) : M →M ×M, p 7→ (p, φ(p))

parametrizacija podmnogostrukosti Γ(φ), tj. ulaga�e, qija je slika Γ(φ).
Poxto je

j∗Γ(φ)Ω = (id∗M , φ
∗)(π∗1ω − π∗2ω) = ω − φ∗ω,

sledi da je j∗Γ(φ)Ω = 0 ako i samo ako je φ∗ω = ω. 5

Simplektiqku geometriju je qesto korisno posmatrati u paru sa kontak-
tnom geometrijom. To je geometrija neparne dimenzije, qiji je odnos sa sim-
plektiqkom geometrijom sliqan odnosu projektivne geometrije sa euklidskom.
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Pre nego xto pre�emo na formalnu definiciju, podsetimo se da iz Frobeni-
jusove teoreme sledi da je distribucija ξ tangentnih hiperravni, lokalno
zadatih 1{formom α kao ξ = kerα, integrabilna ako i samo ako je

α ∧ dα = 0.

Kontaktna geometrija opisuje sasvim suprotnu situaciju.

Definicija 4. Kontaktna struktura na mnogostrukosti N neparne di-
menzije 2n+ 1 je glatka distribucija hiperravni ξ ⊂ TN koja je maksimalno
neintegrabilna, tj. koja je lokalno zadata 1{formom α, takvom da je

α ∧ (dα)∧n 6= 0. (3)

Par (N, ξ) naziva se kontaktnom mnogostrukox�u. ♦

Poxto forma β definixe istu distribuciju ξ ako i samo ako je β = fα
za neku glatku funkciju f svuda razliqitu od nule, prethodna definicija je
dobra, tj. ne zavisi od izbora forme α, nego samo od distribucije ξ, jer je

β ∧ (dβ)∧n = fα ∧ (df ∧ α+ f ∧ dα)∧n = fn+1α ∧ (dα)∧n

(u posled�em koraku koristili smo α ∧ α = 0).
Primetimo da je kontaktna struktura zadata distribucijom hiperravni

ξ, a ne formom α. Forma α je, u opxtem sluqaju, definisana samo lokalno.
Kontaktnu strukturu koja je zadata globalno definisanom formom α nazivamo
koorijentabilnom. Formu α koja definixe kontatntnu strukturu ξ nazivamo
kontaktnom formom.

Specijalno, ako je n = 1, tj. dim, N = 3, kontaktna struktura je dvodi-
menziona distribucija ξ ⊂ TN . Iz Leme 1 na str. 24 sledi da u tom, trodi-
menzionom sluqaju, za svaka dva linearno nezavisna vektorska po	a X,Y ∈ ξ
va�i [X,Y ] /∈ ξ. Odatle sledi da u za kontaktnu formu α uslov (3) u sluqaju
n = 1, α ∧ dα 6= 0, ekvivalentan uslovu dα

∣∣
ξ
6= 0.

Primer 2. Diferencijalna forma

α := dz −
n∑
j=1

pjdqj

definixe koorijentabilnu kontaktnu strukturu na R2n+1 sa koordinatama
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, z). ]

Neka je N kontaktna mnogostrukost dimenzije 2n+1 sa kontaktnom struk-
turom ξ i neka je L ⊂ N integralna podmnogostrukost strukture ξ, tj. takva
da je TL ⊂ ξ. Iz uslova maksimalne neintegrabilnosti kontaktne strukture
sledi da je dim L ≤ n. Integralne podmnogostrukosti maksimalne dimenzije
uvodimo slede�om definicijom.

Definicija 5. Neka je N kontaktna mnogostrukost dimenzije 2n + 1 sa
kontaktnom strukturom ξ. Podmnogostrukost L ⊂ N naziva se Le�androvom
ako je

(1) dim L = n;
(2) TL ⊂ ξ.

Ako je distribucija ξ zadata kontaktnom formom α, uslov (2) mo�e da se
formulixe i sa α(TL) = {0}. ♦
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Napomena 2. U Napomeni 1 smo rekli da je kotangentno rasloje�e T ∗M
proizvo	ne glatke mnogostrukostiM simplektiqka mnogostrukost. Vide�emo
i da je projektivizacija ovog rasloje�a (tj. rasloje�e qiji su slojevi pro-
jektivizacije kotangentnih prostora TpM), rasloje�e PT ∗M , mnogostrukost
koja ima kanonsku kontaktnu strukturu. Na taj naqin svakoj mnogostrukosti
mo�emo na prirodan naqin da pridru�imo kontakntu mnogostrukost. �

Iz Darbuove teoreme (videti Teoremu 14 na str. 26 i Napomenu 6 iza �e)
sledi da simplektiqke i kontaktne mnogostrukosti nemaju lokalnih invar-
ijanti: svaka simplektiqka mnogostrukost lokalno je izomorfna simplek-
tiqkom euklidskom prostoru iz Primera 1, a svaka kontaktna mnogostrukost
lokalno je izomorfna kontaktnom euklidskom prostoru iz Primera 1. To sim-
plektiqku i kontaktnu geometriju qini razliqitom od (pseudo) Rimanove, u
kojoj postoje lokalne invarijante, kao xto je krivina. Sfera i ravan nisu
lokalno izometriqne, ali jesu lokalno simplektomorfne, xto je dobro poz-
nato geografima: nemogu�e je napraviti kartu sveta koja (proporcionalno)
quva rastoja�a, ali postoji karta sveta koja verno oslikava povrxine.

1. Kotangentna rasloje�a

1.1. Liuvilova forma i simplektiqka struktura. Primenom glat-
kog funktora Hom (·,R) na tangentno rasloje�e TM dobijamo kotangentno
rasloje�e T ∗M . Ova dva rasloje�a su izomorfna: ako snabdemoM Rimanovom
metrikom 〈·, ·〉, preslikava�e

TM → T ∗M, X 7→ 〈X, ·〉
je izomorfizam vektorskih rasloje�a. Ovaj izomorfizam nije kanonski, tj.
zavisi od uvo�e�a nove strukture, Rimanove metrike.

I pored toga xto su TM i T ∗M izomorfna vektorska rasloje�a, kotan-
gentno rasloje�e ima bogatiju strukturu. Naime, seqe�a tog rasloje�a su
diferencijalne 1{forme i na �ima je definisan operator spo	ax�eg difer-
encira�a

d : Ω1(M)→ Ω2(M).

Ako je X ∈ X (M) seqe�e tangentnog rasloje�a TM , iz Teoreme 11 na
str. 14 sledi da oko svake taqke postoji karta u kojoj je X = ∂

∂x1
. Sliqno

tvr�e�e ne va�i za seqe�a kotangentnog rasloje�a: za seqe�e kotangentnog
rasloje�a, tj. formu η ∈ Ω1(M), koja nije zatvorena, ne postoji karta oko
proizvo	ne taqke u kojoj je η = dx1, poxto je d(dx1) = 0, a (lokalni) difeo-
morfizmi quvaju svojstvo zatvorenosti formi. Odatle zak	uqujemo da na
prostoru X (M) seqe�a tangentnog rasloje�a ne mo�e da se definixe opera-
tor d koji bi imao svojstva spo	ax�eg diferencijala.

Bogatija struktura kotangentnog rasloje�a omogu�ava nam da na �emu
definixemo kanonsku simplektiqku strukturu.

Definicija 6. Neka je π : T ∗M → M kanonska projekcija na kotan-
gentnom rasloje�u. Liuvilova forma na mnogostrukosti T ∗M je 1{forma
λ ∈ Ω1(T ∗M) definisana sa

λp := π∗π(p)(p). (4)

Liuvilova forma se jox naziva i tautoloxkom formom ili simplektiqkim
potencijalom. ♦
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Taqka p u (4) igra dvostruku ulogu, ulogu taqke mnogostrukosti T ∗M i
linearnog funkcionala p : TM → R, tako da (4) mo�e da se formulixe i kao

λp(ξp) = p(π∗(p)ξp), za ξp ∈ TpT ∗M,

gde je π∗(p) : TpT
∗M → Tπ(p)M izvod preslikava�a π : T ∗M → M u taqki

p ∈ T ∗M , a p(π∗(p)ξp) vrednost funkcionala p ∈ T ∗π(p)M u π∗(p)ξp ∈ Tπ(p)M .

Lema 2. Liuvilova forma je jedinstvena forma λ ∈ Ω1(T ∗M) sa svo-
jstvom da je

s∗λ = s (5)

za svako seqe�e s : M → T ∗M .

4 Seqe�e s na levoj strani u (5) shvatamo kao preslikava�e s : M → T ∗M , a
na desnoj kao formu s ∈ Ω1(M). Poxto je π ◦ s = idM , va�i

s∗λs(q) = s∗s(q) ◦ π
∗
q (s(q)) = (π ◦ s)∗q(s(q)) = s(q),

xto je i trebalo dokazati. 5

Lema 3. Neka su (q1, . . . , qn) lokalne koordinate u karti U ⊂ M i neka
su (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) koordinate na T ∗U , takve da je pi(qj) = δij. Tada je

λU = p1dq1 + . . .+ pndqn

lokalni zapis Liuvilove forme u karti U .

4 Dokaz mo�e da se izvede direktno iz Definicije 6 ili iz Leme 2. 5

Posledica 1. Spo	ax�i izvod Liuvilove forme u karti iz prethodne
leme je

dλU = dp1 ∧ dq1 + . . .+ dpn ∧ dqn,
odakle sledi da je dλ nedegenerisana taqna forma.

Definicija 7. Diferencijalna forma

ω := −dλ

naziva se kanonskom simplektiqkom formom na T ∗M . ♦

1.2. Funkcional dejstva. Neka je P(T ∗M) prostor glatkih puteva γ :
[0, 1]→ T ∗M i neka je

A0 : P(T ∗M)→ R, A0(γ) :=

∫ 1

0

γ∗λ

preslikava�e definisano integralom Liuvilove forme du� puta γ. �egova
restrikcija na prostor kontraktibilnih pet	i je simplektiqka invarijanta.
Preciznije, va�i slede�a leme.

Lema 4. Ako je γ : S1 → T ∗M glatka kontraktibilna pet	a i ψ :
T ∗M → T ∗M simplektomorfizam, onda je A0(ψ ◦ γ) = A0(γ).

4 Poxto je γ : S1 → T ∗M kontraktibilna pet	a, ona je granica diska u :
D2 → T ∗M , pa iz Stoksove teoreme sledi

A0(γ) = −
∫
D

u∗ω,
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gde je ω = −dλ kanonska simplektiqka forma na T ∗M . Poxto je ψ simplek-
tomorfizam, tj. poxto je ψ∗ω = ω, va�i (ψ ◦ u)∗ω = u∗ψ∗ω = u∗ω, pa je

−
∫
D

u∗ω = −
∫
D

(ψ ◦ u)∗ω =

∫
D

(ψ ◦ u)∗dλ =

∫
S1
γ∗λ,

qime je tvr�e�e dokazano. 5

Lema 5. Ako je ψ : T ∗M → T ∗M difeomorfizam, takav da za svaku
kontraktibilnu pet	u γ : S1 → T ∗M va�i A0(ψ ◦ γ) = A0(γ), ond je ψ
simplektomorfizam.

4 Dokaz sledi iz qi�enice da je za svaki disk Dε oko proizvo	ne taqke p∫
Dε

ω =

∫
Dε

ψ∗ω

i Teoreme o sred�oj vrednosti za integrale. 5

Primer 3. U opxtem sluqaju, jednakost A0(ψ ◦ γ) = A0(γ) za simplek-
tomorfizam ψ ne mora da va�i za nekontraktibilne pet	e. Vertikalna
translacija (q, p) 7→ (q, p+c) kotangentnog rasloje�a T ∗S1 ∼= S1×R je simplek-
tiqka1, ali ne quva vrednost integrala

∮
γ
pdq na nekontraktibilnim pet	ama

γ : S1 → T ∗S1. ]

Razmotrimo slede�e uopxte�e funkcionala A0. Neka jeH : T ∗M×[0, 1]→
R glatka funkcija. Za krivu glatku γ : [0, 1]→ T ∗M integral

AH(γ) :=

∫ 1

0

γ∗λ−H(γ(t), t) dt (6)

naziva se dejstvom du� krive γ, a funkcional γ 7→ AH(γ) na prostoru glatkih
krivih naziva se funkcionalom dejstva. Funkcija H : T ∗M × [0, 1] → R
se naziva Hamiltonovom funkcijom ili Hamiltonijanom. Nekada umesto
H(x, t) pixemo Ht i H posmatramo kao familiju funkcija Ht : T ∗M → R
parametrizovanih realnim parametrom t ∈ [0, 1]. Za fiksirano t sa dHt oz-
naqavamo diferencijal funkcije Ht po promen	ivoj x ∈ T ∗M . Poxto je sim-
plektiqka forma nedegenerisana, postoji jedinstveno vektorsko po	e XHt (za
svako fiksirano t), takvo da je

XHtyω = dHt,

gde je Xyω 1{forma definisana sa2 Xyω(Y ) = ω(X,Y ). Vektorsko po	e XHt

naziva se Hamiltonovim vektorskim po	em . �ime definisane jednaqine

γ̇(t) = XHt(γ(t)) (7)

nazivaju se Hamiltonovim jednaqinama .

Zadatak 2. Dokazati da je
dq

dt
=
∂Ht

∂p
,

dp

dt
= −∂Ht

∂q
(8)

zapis Hamiltonovih jednaqina u koordinatama iz Leme 3. X

1dq ∧ dp = dq ∧ d(p+ c) za svaku konstantu c
2Za Xyω se koriste i oznake i(X)ω i iXω; preslikava�e ω 7→ iXω naziva se kontrak-

cijom diferencijalne forme ili �enim unutrax�im diferencijalom.
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Napomena 3. (Le�androva transformacija) Hamiltonove jednaqine
na T ∗M mo�emo da smatramo dualnim Ojler{Lagran�evim jednaqinama na
TM o kojima smo govorili u Napomeni 16 na str. 88, u slede�em smislu. Neka je
L : TM× [0, 1]→ R Lagran�ijan varijacionog problema. �egova Le�androva
transformacija je funkcija definisana sa

H : T ∗M × [0, 1]→ R, H(q, p, t) := sup
v∈TqM

(〈v, p〉 − L(q, v, t)), (9)

gde je 〈v, p〉 dejstvo kovektora p na vektor v. Pretpostavimo da je L glatka
i konveksna na slojevima tangentnog rasloje�a. Tada se maksimum na desnoj
strani dosti�e u taqki

p =
∂L

∂v
, (10)

ili, napisano bez koordinata, u taqki

ζ = dvertL(ξ) ∈ T ∗M za ξ ∈ TM, (11)

gde je dvertL izvod funkcije L u vertikalnom pravcu (tj. izvod restrikcije
preslikava�a L na sloj rasloje�a TM). U tom sluqaju je

H(q, p, t) = 〈v, p〉 − L(q, v, t), (12)

gde je v u L(q, v, t) funkcija od p, dobijena rexava�em3 jednaqine (10) po v.
Iz (12) dobijamo

dH =
∂H

∂q
dq +

∂H

∂p
dp+

∂H

∂t
dt = −∂L

∂q
dq + v dp− ∂L

∂t
.

Odatle sledi

∂H

∂q
= −∂L

∂q
,

∂H

∂p
= v, (13)

gde v dp oznaqava vertikalni izvod preslikava�a TM × T ∗M 3 (ξ, ζ) 7→ 〈ξ, ζ〉
po drugoj promen	ivoj. Ako u (13) stavimo v = q̇ i iskoristimo p := ∂L

∂q̇ ,

vidimo da Hamiltonove jednaqine (8) za Hamiltonijan koji je Le�androva
transformacija Lagran�ijana L odgovaraju Ojler{Lagran�evim jednaqina-
ma (42) na str. 88. �

Primer 4. Neka je na M zadata (pseudo) Rimanova metrika, tj. nede-
generisana simetriqna bilinearna forma g : TM × TM → R. Pomo�u �e je
definisan izomorfizam

i : TM → T ∗M, i(ξ) := ξyg,

koji nam omogu�ava da i na T ∗M definixemo bilinearnu formu g∗ na T ∗M ,
zahtevom da i bude izometrija, tj. i∗g∗ = g. Time norma ‖q̇‖ :=

√
g(v, v) na

3Na ovom mestu koristimo konveksnost i glatkost, iz kojih sledi jedinstvenost tog
rexe�a, budu�i da (strogo) konveksna funkcija ima jedinstven minimum, qime je obezbe�ena
i�ektivnost preslikava�a ξ 7→ ζ definisanog pomo�u (11). Ukoliko �elimo da to pres-
likava�e bude i surjektivno, neophodan nam je i uslov superlinearnosti preslikava�a L,
tj. uslov ‖v‖−1L(q, v, t)→∞ kad ‖v‖ → ∞. Ne�emo ulaziti dub	e u ove deta	e.
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TM indukuje normu ‖p‖∗ na T ∗M . Funkcija (‖ · ‖∗)2 je Le�androva trans-
formacija funkcije ‖ · ‖2, pa geodezijskom toku na TM (videti Defini-
ciju 23 na str. 89), koji je Ojler{Lagran�ev sistem za varijacioni prob-
lem definisan funkcionalom energije, odgovara Hamiltonov sistem defin-
isan funkcionalom dejstva sa Hamiltonijanom (‖p‖∗)2. Ovo je simplektiqki
pogled na (pseudo) Rimanovu geometriju.

Opxtije, Le�androva transformacija prevodi varijacioni problem sa
Lagran�ijanom L = 1

2‖v‖
2 − V (videti Zadatak 17 na str. 88) u Hamiltonov

sistem sa Hamiltonijanom H = 1
2 (‖p‖∗)2 + V . Izraz H odgovara ukupnoj

energiji sistema, tj. zbiru kinetiqke energije 1
2 (‖p‖∗)2 i potencijalne en-

ergije V . Tako smo dobili dva uopxte�a �utnove mehanike: Lagran�evu
mehaniku, formulisanu kao varijacioni problem na tangentnom rasloje�u,
i Hamiltonovu mehaniku, formulisanu na kotangentnom rasloje�u. Kovek-
tor p = ∂L

∂v naziva se impulsom. Specijalno, u ako je M euklidski prostor sa

metrikom zadatom kvadratnom formom v ·M ·vT , gde jeM simetriqna matrica,
impuls je p = M · v. ]

Ako variramo poqetni uslov u (7), dobijamo familiju difeomorfizama
ϕt definisanu Hamiltonovim sistemom

dϕt
dt

(p) = XHt(ϕt(p)), ϕ0 = id. (14)

Ako Hamiltonijan H ima kompaktan nosaq, rexe�e jednaqine (14) mo�e da se
proxiri na sve vrednosti parametra t. Dobijenu familiju difeomorfizama
ϕt nazivamo familijom Hamiltonovih difeomorfizama.

Iz Kartanove formule

d

dt
ϕ∗tω = ϕ∗t (XHtydω + d(XHtyω)),

zatvorenosti simplektiqke forme i definicije Hamiltonovog po	a sledi

d

dt
ϕ∗tω = d(dHt) = 0. (15)

Poxto je ϕ∗0ω = id∗ω = ω, iz (15) sledi ϕ∗tω = ω za sve t. Time smo dokazali
slede�e tvr�e�e.

Tvr�eǌe 3. Hamiltonovi difeomorfizmi su simplektomorfizmi.

Primer 5. Neka je µ diferencijalna 1{forma na M . Posmatrajmo ver-
tikalnu translaciju

Tµ : T ∗M → T ∗M, Tµ(ζ) = ζ + µ.

Ona je difeomorfizam, koji mo�e da se dobije kao rexe�e Tµ := τ1 diferen-
cijalne jednaqine

d

dt
τt(ζ) = µ, τ0 = idT∗M (16)

(ova jednaqina mo�e eksplicitno da se rexi τt(ζ) = ζ + tµ). Primetimo da
smo u (16) sa µ oznaqili vertikalno vektorsko po	e u T ∗M , koriste�i iden-
tifikaciju tangentnog prostora na vlakno (vertikalnog tangentnog prostora)
rasloje�a π : T ∗M →M i samog vlakna. Uz istu identifikaciju mo�emo da
napixemo rezultat primene Kartanove formule

d

dt
τ∗t λ = τ∗t (dλ(µ) + µydλ). (17)
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gde µ shvatamo kao vertikalno vektorsko po	e. Vrednost Liuvilove forme λ
na vertikalnim vektorskim po	ima je nula, pa (17) glasi

d

dt
τ∗t λ = −τ∗t (µyω). (18)

Ako formu st := η+ tµ shvatimo kao seqe�e rasloje�a T ∗M , onda je τt = π ◦st,
pa iz Leme 2 sledi

τ∗t λ = π∗s∗tλ = π∗st.

Odatle i iz (18) sledi da je

µyω = −π∗µ,

pa je

d

dt
τ∗t λ = τ∗t π

∗µ i T ∗µλ− λ =

∫ 1

0

τ∗t π
∗µ.

Odatle vidimo da je difeomorfizam Tµ simplektiqki ako i samo ako je µ
zatvorena forma i da je familija τt difeomorfizama Hamiltonova ako i
samo ako je µ taqna forma. ]

Primer 6. Neka je M glatka mnogostrukost i f : M → M difeomor-
fizam. Dual prvog izvoda f∗ je preslikava�e

f∗ : T ∗M → T ∗M,

koje quva Liuvilovu formu:

(f∗)∗λ = λ, (19)

ili, preciznije, (f∗)∗λf∗(η) = λη. Specijalno, f
∗ je simplektomorfizam.

Tvr�e�e (19) mo�emo da doka�emo zapisuju�i f∗ i λ u koordinatama. Mi
dajemo drugi dokaz, pomo�u Leme 2. Neka je s : M → T ∗M seqe�e rasloje�a
π : T ∗M →M . Tada je

s∗((f∗)∗λ)s(q) = (f∗ ◦ s)∗λf∗◦s(q)

Ako f nije identiqko preslikava�e, preslikava�e f∗ ◦ s nije seqe�e, ali
f∗ ◦ s ◦ f−1 jeste, pa ako prethodnu jednakost napixemo u obliku

s∗((f∗)∗λ)s(q) = (f∗ ◦ s ◦ f−1 ◦ f−1)∗λf∗◦s◦f−1f(q)

= (f−1)∗ ◦ (f∗ ◦ s ◦ f−1)∗λf∗◦s◦f−1(f(q))

mo�emo na seqe�e f∗ ◦ s ◦ f−1 da primenimo Lemu 2. Tako dobijamo

s∗((f∗)∗λ)s(q) = (f−1)∗(f∗ ◦ s ◦ f−1)(f(q)) = s(q),

odnosno s∗((f∗)∗λ) = s za svako seqe�e s. Odatle, na osnovu Leme 2, sledi da
je (f∗)∗λ Liuvilova forma. ]

Definicija 8. Difeomorfizam f : T ∗M → T ∗M za koji je f∗λ−λ taqna
forma naziva se taqnim simplektomorfizmom . Drugim reqima, difeomor-
fizam f je taqni simplektomorfizam ako je

f∗λ− λ = dS

za neku funkciju S : T ∗M → R. ♦
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Naravno, taqni simplektomorfizmi su simplektomorfizmi (xto oprav-
dava upotreb	enu terminologiju), jer je za �ih

f∗ω − ω = d(f∗λ− λ) = d(dS) = 0.

Xtavixe, iz ovog argumenta vidimo da je f : T ∗M → T ∗M simplektomor-
fizam ako i samo ako je forma f∗λ−λ zatvorena. U kotangentim rasloje�ima
nad bazom M sa H1

dR(M) = 0 (npr. u euklidskom prostoru R2n = T ∗Rn, ili
bilo kom tangentnom rasloje�u nad prosto povezanom bazom) svaki simplek-
tomorfizam je taqan, jer je tu svaka zatvorena 1{forma taqna.

Ako je f∗λ− λ = dSf i g
∗λ− λ = dSg, onda je (g ◦ f)∗λ− λ = d(Sg ◦ f +Sf ).

Time je dokazana slede�a lema.

Lema 6. Skup taqnih simplektomorfizama je podgrupa grupe simplek-
tiqkih difeomorfizama.

UPrimeru 6 smo videli da je podiza�e svakog difeomorfizma proizvo	ne
mnogostrukostiM na kotangentno rasloje�e T ∗M taqan simplektomorfizam.
Translacija Tµ iz Primera 5 je taqan simplektomorfizam ako i samo ako je
µ taqna forma, tj. ako i samo ako je familija τt translacija Hamiltonova.
Va�i i opxtije tvr�e�e.

Tvr�eǌe 4. Glatka familija simplektomorfizama ϕt : T ∗M → T ∗M ,
t ∈ [0, 1], ϕ0 = id je Hamiltonova ako i samo ako je za svako t simplektomor-
fizam ϕt taqan.

4 (⇒) Neka je ϕt Hamiltonova familija, generisana Hamiltonijanom Ht

i Hamiltonovim vektorskim po	em XHt . Primenom Kartanove formule i
definicije Hamiltonijana i Hamiltonovog vektorskog po	a dobijamo

ϕ∗tλ− λ =

∫ t

0

d

ds
ϕ∗sλ ds = dSt, gde je St =

∫ t

0

ϕ∗s(λ(XHs)−Hs) ds, (20)

odakle sledi da je ϕ∗tλ taqan simplektomorfizam.
(⇐) Neka je ϕt familija taqnih simplektomorfizama:

ϕ∗tλ− λ = dSt.

Diferencira�em ovog izraza i primenom Kartanove formule dobijamo

d

dt
dSt = ϕ∗t (Xtyω + d(λ(Xt))),

gde je Xt(ϕt(x)) = d
dtϕt(x). Odatle sledi

Xtyω = d

(
(ϕ∗t )

−1 d

dt
St − λ(Xt)

)
,

pa vidimo da je Xt Hamiltonovo vektorsko po	e sa Hamiltonijanom Ht :=
(ϕ∗t )

−1 d
dtSt − λ(Xt). 5

Zadatak 3. Dokazati da je f : T ∗M → T ∗M taqan Lagran�ev simplek-
tomorfizam ako i samo ako za svaku glatku zatvorenu krivu γ : S1 → T ∗M
va�i ∫

S1
γ∗λ =

∫
S1

(f ◦ γ)∗λ.

Ovaj zadatak dopu�ava Leme 4 i 5 i Primer 3 (videti str. 127). X



1. KOTANGENTNA RASLOJE�A 133

Slede�a teorema dovodi u vezu Hamiltonove jednaqine i ekstremale fun-
kcionala dejstva.

Teorema 1. (Princip najma�eg dejstva) Neka je P0 bilo koji pot-
prostor prostora P(T ∗M) puteva γ : [0, 1] → T ∗M na definisan graniqnim
uslovima γ(0) i γ(1) tako da je

λ(γ(0))ξ(γ(0)) = λ(γ(1))ξ(γ(1))

za svako po	e varijacije ξ ∈ TP0. Tada su kritiqne taqke restrikcije
funkcionala dejstva AH na P0 rexe�a Hamiltonovih jednaqina.

4 Neka je γs(t), −ε < s < ε, glatka varijacija krive γ0 ≡ γ i neka je

ξ(t) :=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

γs(t) ∈ Tγ(t)(T
∗M)

po	e varijacije. Diferencira�em AH(γs) pod znakom integrala, uz primenu
Kartanove formule i jednakost dHt = XHtyω , dobijamo

dA(ξ) = −
∫ 1

0

ω(ξ, γ̇ −XHt(γ)) + λ(γ(1))ξ − λ(γ(0))ξ. (21)

Poxto je λ(γ(1))ξ − λ(γ(0))ξ = 0 na P0, iz (21) sledi∫ 1

0

ω(ξ, γ̇ −XHt(γ)) = 0

za svako po	e varijacije ξ du� γ. Odatle, zbog nedegenerisanosti simplek-
tiqke forme, sledi γ̇ −XHt(γ) = 0. 5

Primer 7. Prostor pet	i zadovo	ava uslove za prostor P0 u Teoremi 1;
kritiqne taqke funkcionala dejstva na tom prostoru su periodiqne Hamil-
tonove orbite.

Prostor puteva koji poqi�u i zavrxavaju se na nultom seqe�u (na kome je
λ = 0), je jox jedan primer prostora koji zadovo	ava uslove prostora P0 u Teo-
remi 1; kritiqne taqke funkcionala dejstva na tom prostoru su Hamiltonovi
putevi koji poqi�u i zavrxavaju se na nultom seqe�u. ]

1.3. Taqne Lagran�eve podmnogostrukosti. Lagran�eve podmnogo-
strukosti, koje smo uveli Definicijom 2, su podmnogostrukosti maksimalne
dimenzije na kojoj se simplektiqka forma anulira. Specifiqnost simplek-
tiqke strukture u kotangentnom rasloje�u omogu�ava nam da u tu uvedemo u�u
klasu Lagran�evih podmnogostrukosti.

Definicija 9. Podmnogostrukost L ⊂ T ∗M je taqna Lagran�eva pod-
mnogostrukost ako je

(1) dim L = dim M ;
(2) forma j∗Lλ taqna,

gde je jL : L ↪→ T ∗M inkluzija. ♦

Iz j∗Lω = −dj∗Lλ sledi da je svaka taqna Lagran�eva podmnogostrukost
Lagran�eva.

Primer 8. Neka je s : M → T ∗M seqe�e kotangentnog rasloje�a, tj.
1{forma na M . Iz Leme 2 sledi da je s(M) Lagran�eva podmnogostrukost
ako i samo ako je s zatvorena forma, a taqna Lagran�eva podmnogostrukost
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ako i samo ako je forma s taqna. Specijalno, nulto seqe�e definixe taqnu
Lagran�evu podmnogostrukost 0M ⊂ T ∗M , na kojoj je λ = 0. ]

Primer 9. Kontraktibilna pet	a C na cilindru T ∗S1 je Lagran�eva
podmnogostrukost koja nije taqna. Lagran�eva je zato xto je TC rasloje�e
ranga 1, a je ω antisimetriqna forma, pa se anulira na svakom jednodimen-
zionom prostoru. Da C nije taqna sledi iz Stoksove teoreme: poxto je C
kontraktibilna, ona ograniqava disk D; povrxina tog diska je

P (D) =

∫∫
D

ω = −
∮
C

λ,

pa je λ
∣∣
C
6= 0. ]

Zadatak 4. Dokazati da je nekontraktibilna pet	a C na cilindru T ∗S1

taqna Lagran�eva podmnogostrukost ako i samo ako je povrxina izme�u C i
nultog seqe�a 0S1 iznad nultog seqe�a jednaka povrxini izme�u C i 0S1 ispod
nultog seqe�a. X

Taqnost Lagran�eve podmnogostrukosti se quva pri Hamiltonovim de-
formacijama:

Lema 7. Neka je L ⊂ T ∗M taqna Lagran�eva podmnogostrukost i ϕt :
T ∗M → T ∗M familija Hamiltonovih difeomorfizama. Onda je ϕt(L) taqna
Lagran�eva podmnogostrukost za svako t.

4 Neka je j0 ↪→ T ∗M inkluzija, Lt = ϕt(L) i jt = ϕt ◦ j0. Tada je

j∗t λ− j∗0λ =

∫ t

0

d

ds
j∗sλ ds =

∫ 1

0

j∗s

(
djs
ds
ydλ+ d

(djs
ds
yλ
))

ds.

Poxto je deformacija js definisana pomo�u Hamiltonovog difeomorfizma
sa Hamiltonijanom Hs, prvi sabirak u posled�em izrazu je jednak djs/dsyω =
dHs, pa dobijamo

j∗t λ = j∗0λ+ d

∫ t

0

(
Hs +

djs
ds
yλ

)
ds.

Oba izraza na desnoj strani su taqne forme. 5

Zadatak 5. Dokazati da nulto seqe�e tangentnog rasloje�a T ∗S1 ne mo�e
da se razdvoji od sebe Hamiltonovom deformacijom. X

Napomena 4. Va�i i opxtije tvr�e�e od Zadatka 5: ako jeM proizvo	na
kompaktna mnogostrukost, ne postoji Hamiltonova deformacija ϕt : T ∗M →
T ∗M , takva da je ϕt0(0M ) ∩ 0M = ∅ za neko t0. Postoji vixe dokaza ovog
tvr�e�a, svi su netrivijalni. Prvi dokaz dao je M. Gromov u [33]. �

Primer 10. Neka je M mnogostrukost i N ⊂ M �ena podmnogostrukost.
Tada je konormalno rasloje�e

ν∗N = {ξ ∈ T ∗NM | ξ(TN) = {0}}

taqna Lagran�eva podmnogostrukost. Zaista, zbog π∗(Tν
∗N) ⊂ TN restrik-

cija Liuvilove forme λ na ν∗N je jednaka nuli.
Dva specijalna sluqaja N = M , kada je ν∗M = 0M , i N = {p}, kada je

ν∗{p} = T ∗pM . ]
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Zadatak 6. Neka je N ⊂ M i neka je η ∈ Ω1(M) 1{forma na N . Defini-
ximo rasloje�e

ν∗ηN := {ξ ∈ T ∗NM | ξ|TN = η}.

Dokazati da je ν∗ηN Lagran�eva podmnogostrukost ako i samo ako je forma η
zatvorena i da je ν∗ηN taqna Lagran�eva podmnogostrukost ako i samo ako je
forma η taqna. Ovo je uopxte�e Primera 8 i Primera 10. X

Taqne Lagran�eve mnogostrukosti su pogodni graniqni uslovi za pri-
menu Principa najma�eg dejstva, nekad u modifikovanoj formi, koji smo
formulisali u Teoremi 1. U Primeru 7 smo videli neke od graniqnih uslova
koji obezbe�uju da su ekstremale funkcionala dejstva Hamiltonovi putevi,
jedan od �ih je bio graniqni uslov

γ(0), γ(1) ∈ 0M .

Opxtije, ako su N0 i N1 podmnogostrukosti u M , onda konormalni graniqni
uslovi

γ(i) ∈ ν∗Ni, i ∈ {0, 1}

definixu prostor puteva P0 koji ima svojstvo iz Teoreme 1, pa su ekstremale
funkcionala dejstva sa tim graniqnim uslovima Hamiltonovi putevi.

Neka je sada jL : L ↪→M proizvo	na taqna Lagran�eva podmnogostrukost
u T ∗M i neka je f primitivna funkcija taqne forme j∗Lλ,

f : L→ R, j∗Lλ = df.

Posmatrajmo Lagran�eve graniqne uslove

γ(0) ∈ 0M , γ(1) ∈ L

Iz formule varijacije funkcionala dejstva (21) sledi da je

dA(ξ) = −
∫ 1

0

ω(ξ, γ̇ −XHt(γ)) + df(γ(1))ξ.

Odatle vidimo da, da bismo dobili Hamiltonove puteve kao ekstremale, treba
da modifikujemo funkcional dejstva i umesto AH posmatramo

AfH(γ) := AH(γ)− f(γ(1)).

Na sliqan naqin se modifikuje funkcional dejstva ako su oba graniqna
uslova taqne Lagran�ve podmnogostrukosti L0 i L1: da bi ekstremale na
prostoru puteva sa Lagran�evim graniqnim uslovima γ(i) ∈ Li za i ∈ {0, 1}
bili Hamiltonovi putevi, potrebno je posmatrati modifikovani funkcional

dejstva Af0,f1H (γ) := AH(γ)− f1(γ(1)) + f0(γ(0)).
Posmatrajmo sada prostor glatkih puteva sa graniqnim uslovom na samo

jednom kraju:

E := {γ : [0, 1]→ T ∗M | γ(0) ∈ 0M}.

Prostor E je (beskonaqno dimenziono) rasloje�e nad M ; projekcija je zadata
sa

Π : E →M, Π(γ) = π(γ(1)),
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gde je π : T ∗M → M kanonska projekcija. Vlakno ovog rasloje�a nad taqkom
q ∈M je prostor puteva koji poqi�u na 0M , a zavrxavaju se na T ∗qM . Posma-
trajmo funkcional dejstva na ovom rasloje�u:

AH : E → R, AH(γ) =

∫ 1

0

γ∗λ−H ◦ γ dt.

Iz formule varijacije (21) sledi da su nule vertikalnog izvoda ovog funk-
cionala u taqki γ, tj. izvoda restrikcije na vlakno Π−1(γ(1)), Hamiltonovi
putevi, jer se radi o konormalnim graniqnim uslovima (0M , T

∗
π(γ(1))M). Oz-

naqimo skup kritiqnih taqaka u vertikalnom pravcu sa

ΣAH := {γ ∈ E | dvertAH(γ) = 0} ⊂ E .

Za γ ∈ ΣAH izvod dAH(γ) ima samo horizontalnu komponentu:

γ ∈ ΣAH ⇒ dAH(γ) = λ(γ(1)).

Posmatrajmo preslikava�e

iAH : ΣAH → T ∗M, γ 7→ dAH(γ). (22)

Po definiciji, Liuvilova forma dejstvuje po pravilu λ(γ(1)) = γ(1) ◦ π∗,
pa mo�emo da ka�emo da je4 iAH (γ) = γ(1). Ako oznaqimo sa L Lagran�evu
podmnogostrukost koja se dobije Hamiltonovom deformacijom nultog seqe�a,
definisanom Hamiltonijanom H, odnosno L := ϕ1(0M ), gde je ϕt Hamiltonova
deformacija (14), onda je

iAH (ΣAH ) = L. (23)

Dobijeni rezultat uopxtava Primer 8 na slede�i naqin. Seqe�e raslo-
je�a T ∗M je taqna Lagran�eva podmnogostrukost ako i samo ako je dobijeno
kao diferencijal funkcije f : M → R. Hamiltonova deformacija L nul-
tog seqe�a je, na osnovu Leme 7, taqna Lagran�eva podmnogostrukost, ali ne
mora da bude seqe�e (projekcija π

∣∣
L
ne mora da bude injektivna). Tim pre

ne mora da bude dobijeno ni kao diferencijal funkcije definisane na M .
Me�utim, iz (22) i (23) vidimo da L mo�emo da predstavimo pomo�u diferen-
cijala funkcije definisane na rasloje�u E nadM . Tako dolazimo do slede�e
definicije.

Definicija 10. Lagran�eva podmnogostrukost L ⊂ T ∗M je zadata ge-
nerixu�om funkcijom, ako postoji rasloje�e E nad bazom M i funkcija S :
E → R, takva da je skup

ΣS := {e ∈ E | dvertS(e) = 0}

podmnogostrukost u E, a preslikava�e

iS : ΣS → T ∗M, is(e) = dS(e)

ulaga�e, takvo da je L = iS(ΣS). ♦

4Ako je S : E → R funkcija na proizvo	nom rasloje�u Π : E → M i ako je �en
vertikalni izvod u taqki e jednak nuli, onda je za X ∈ TqM , q = Π(e), funkcional dS(e)

konstantan na skupu {Π−1
∗ X}, jer se svi elementi tog skupa razlikuju samo za vertikalnu

komponentu. Odatle sledi da je , pa je X 7→ dS(e)(Π−1
∗ X) dobro definisano preslikava�e

na TqM , pa dS(e) mo�e da se smatra elementom prostora T ∗qM .



1. KOTANGENTNA RASLOJE�A 137

Napomena 5. Ako je Π(e) = q i ako je e = (q, ξ) u lokalnim koordinatama
na E, onda je

dS =
∂S

∂ξ
dξ +

∂S

∂q
dq.

Na ΣS je ∂S
∂ξ = 0, pa je

iS(e) =
∂S

∂q
(e) dq ∈ T ∗M.

U lokalnim koordinatama na T ∗M je λ = pdq, pa je

i∗Sλ = dS. (24)

Primetimo da iz (24) sledi i da Lagran�eva podmnogostrukost koja nije taqna
ne mo�e da se predstavi generixu�om funkcijom. �

Napomena 6. Ima mnogo koristi od predstav	a�a Lagran�evih podmno-
gostrukosti generixu�im funkcijama; radi motivacije navex�emo samo jednu.
U Lemi 1 na str. 124 smo pokazali da simetrije simplektiqkih mnogostrukos-
ti, simplektomorfizmi, mogu da se opixu u terminima Lagran�evih podmno-
gostrukosti. Simplektomorfizam na simplektiqkoj mnogostrukosti dimenz-
ije 2n se zadaje, lokalno, sa 2n koordinatnih funkcija. Ukoliko �egov grafik
(lokalno, dakle u R2n ∼= T ∗Rn) mo�emo da predstavimo pomo�u generixu�e
funkcije, dobijemo mnogo jednostavniji opis, pomo�u samo jedne umesto 2n
funkcija. Primetimo da (22), (23) mo�emo da smatramo uopxte�em pred-
stav	a�a taqnih simplektomorfizama pomo�u generixu�e funkcije St izve-
dene iz funkcionala dejstva u (20). �

Zadatak 7. Posmatrajmo rasloje�e E = Rq × Rξ nad M = Rq (indeks
ukazuje na to kako �emo da oznaqavamo promen	ive baze i vlakna; u oba sluqaja
se radi o realnim pravama). Nacrtati skupove

ΣS ⊂ E = Rq × Rξ i L := iS(ΣS) ⊂ T ∗M = Rq × Rp,
ako je

(a) S(q, ξ) = ξ3

3 − qξ;
(b) S(q, ξ) = ξ3

3 + q2ξ − ξ. X

Iz prethodnog zadatka vidimo da iS(ΣS) u opxtem sluqaju ne mora da bude
podmnogostrukost. Ali, Lagran�evo svojstvo ima smisla i u xiroj klasi.

Definicija 11. Imerzija jL : L → T ∗M se naziva Lagran�evom ako je
j∗Lλ zatvorena forma (tj. ako je j

∗
Lω = 0), a taqnom Lagran�evom ako je forma

j∗Lλ taqna. ♦

Teorema 2. Neka je E → M rasloje�e nad M i S : E → R glatka
funkcija, takva da je �en izvod u vertikalnom pravcu

dvertS : E → E∗

transverzalan na nulto seqe�e dualnog rasloje�a E∗. Tada je

ΣS := {e ∈ E | dvertS(e) = 0}
podmnogostrukost u E, a

iS : ΣS → T ∗M, iS(e) = dS(e)

taqna Lagran�eva imerzija.
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4 Da je ΣS podmnogostrukost sledi iz transverzalnosti izvoda u vertikalnom
pravcu na nulto seqe�e u E∗ i Teoreme 5 na str. 11.

Podmnogostrukost ΣS je data jednaqinom ∂S
∂ξ = 0, pa je tangentni prostor

u taqki e = (q, ξ) definisan uslovom Te = ker d(∂S∂ξ ), odnosno jednaqinom(
∂2S

∂q∂ξ
,
∂2S

∂ξ2

)
· (q̇, ξ̇) = 0. (25)

Doka�imo da je iS imerzija. Ovo je lokalno pita�e, pa mo�emo da ga
razmotrimo u lokalnoj trivijalizaciji rasloje�a E, u kojoj je

iS(q, ξ) =

(
q,
∂S

∂q

)
i (iS)∗(q̇, ξ̇) =

∂2S

∂q2
q̇ +

∂2S

∂ξ∂q
ξ̇, (26)

za (q̇, ξ̇) ∈ TeΣ. Neka je (iS)∗(e)(q̇, ξ̇) = 0. Iz (26) sledi da je tada

q̇ = 0 i
∂2S

∂ξ∂q
ξ̇ = 0. (27)

Poxto je (q̇, ξ̇) = (0, ξ̇) ∈ TeΣS , iz (25) sledi da je

∂2S

∂ξ2
ξ̇ = 0. (28)

Me�utim, vektor (0, ξ̇) je vertikalan, a transverzalnost izvoda ∂S
∂ξ na nulto

seqe�e znaqi da je ∂2S
∂ξ2 izomorfizam vertikalnih prostora rasloje�a E i E∗.

Odatle sledi da je ξ̇ = 0, xto nas zajedno sa q̇ = 0 iz (27) dovodi do zak	uqka

ker (iS)∗(e) = {0} za sve e ∈ ΣS .

Time je dokazano da je iS imerzija. Qi�enica da je ova imerzija taqna La-
gran�eva sledi iz (24). 5

Lema 8. Neka je L ↪→ T ∗M Lagran�eva imerzija koja mo�e da se pred-
stavi generixu�om funkcijom S. Tada postoji bijekcija izme�u skupa kri-
tiqnih taqaka funkcije S i skupa taqaka preseka L ∩ 0M .

4 Dokaz sledi iz definicije skupa ΣS i preslikava�a iS . 5

Zadatak 8. Neka je L ↪→ T ∗M koja mo�e da se predstavi generixu�om
funkcijom, takva da je L∩0M 6= ∅, i neka su x, y ∈ L∩0M dve taqke. Dokazati
da razlika S(exS) − S(eyS), gde su exS , e

y
S ∈ ΣS kritiqne taqke iz Leme 8 koje

odgovaraju taqkama x, y, ne zavisi od izbora funkcije S koja generixe L. X

Lema 8 mo�e da se iskoristi za dokaz tvr�e�a, koje smo spomenuli u
Napomeni 4, da Hamiltonova deformacija ne mo�e da razdvoji nulto seqe�e
od sebe. Za to su nam potrebne slede�a definicija i teorema.

Definicija 12. Kvadratna forma na vektorskom rasloje�u E ranga r
nad M je preslikava�e Q : E → R dobijeno od neke kvadratne forme q u
Rr pomo�u razlaga�a jedinice na mnogostrukosti M . Funkcija S : E → R
na E je kvadratna u beskonaqnosti, ako postoji kompaktan skup K ⊂ E i
nedegenerisana kvadratna forma Q na E, takva da je S(e) = Q(e) za e /∈ K. ♦
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Teorema 3. Neka je M kompaktna mnogostrukost i neka je L ⊂ T ∗M
Hamiltonova deformacija nultog seqe�a, tj. neka je L = ϕ1(0M ) za neku
familiju ϕt Hamiltonovih difeomorfizama. Tada je L Lagran�eva podmno-
gostrukost koja mo�e da se predstavi generixu�om funkcijom kvadratnom
u beskonaqnosti.

4 Skicira�emo dokaz [38], zasnovan na ideji izlom	enih geodezijskih lin-
ija [24, 25], koji daje konstrukciju generixu�e funkcije S kao diskretne
verzije funkcionala dejstva AH , gde jeH Hamiltonijan koji generixe famil-
iju ϕt. Ideja se sastoji u tome da se od generixu�e funkcije (22), defin-
isane na beskonaqno dimenzionom rasloje�u (prostoru puteva), konstruixe
funkcional definisan na konaqno dimenzionom vektorskom rasloje�u, koje
se poistove�uje sa izlom	enim Hamiltonovim putevima.

Neka je E = (TM)N−1 ⊗ (T ∗M)N−1. Taqki

e = (q0, X1, . . . , XN−1, P1, . . . , PN−1), za q0 ∈M, Xi ∈ Tq0M,Pi ∈ T ∗q0M,

pridru�ujemo Hamiltonov put izlom	en na N delova na slede�i naqin. Neka
je γ1(t), 0 ≤ t ≤ 1/N jedinstveni Hamiltonov put u T ∗M koji polazi iz taqke
q0 ∈ 0M i neka je γ1(1/N) = (q−1 , p

−
1 ) kraj�a taqka tog puta. Neka jeX1 ∈ Tq−1 M

vektor dobijen paralelnim prenosom, u odnosu na Levi{Qivitinu koneksiju,
vektora X1 ∈ Tq0M du� γ1, a P 1 ∈ T ∗q−1 M kovektor dobijen paralelnim preno-

som kovektora P1 ∈ T ∗q0M . Neka je

q+
1 := expq−1

(X1), p+
1 := (d exp−1

q−1
X1)∗(P 1).

Neka je γ2(t), za 1/N ≤ t ≤ 2/N , Hamiltonov put koji polazi iz taqke (q+
1 , p

+
1 ) ∈

T ∗M . Sve vektore i kovektore iz q0 mo�emo paralelno da prenesemo u q+
1 ,

du� γ1 i radijalne geodezijske izme�u q
−
1 i q+

1 . Ponovimo sada isti postupak.
Dobijamo izlom	enu Hamiltonovu orbitu (γ1, . . . , γN ).

Definiximo funkciju S : E → R sa

S(e) :=

N−1∑
k=1

〈Xk, Pk〉+

N∑
k=1

AH(γk).

Vertikalni izvod funkcije S je jednak nuli u taqkama e koje definixu nei-
zlom	ene trajektorije, pa dokaz sledi iz qi�enice da (22) generixe L. 5

Posledica 2. Nulto seqe�e kotangentnog rasloje�a kompaktne mno-
gostrukosti ne mo�e da se razdvoji od sebe Hamiltonovom deformacijom.

4 Iz Teoreme 3 sledi da je Hamiltonova deformacija nultog seqe�a za-
data generixu�om funkcijom kvadratnom u beskonaqnosti. Poxto je izvod
kvadratne funkcije razliqit od nule, skup ΣS = {e ∈ E | dvertS(e) = 0} je
kompaktan, pa restrikcija funkcije S na ΣS ima kritiqnih taqaka. Odatle
i iz Leme 8 sledi da je skup L ∩ 0M neprazan. 5

2. Simplektiqke mnogostrukosti

2.1. Primeri. Do sada smo videli nekoliko primera simplektiqkih
mnogostrukosti. Jedan od �ih su orijentabilne povrxi, na kojima je 2{forma
orijentacije simplektiqka forma. Va�an primer su kotangentna rasloje�a
T ∗M , gde je M proizvo	na glatka mnogostrukost. Specijalno, za M = Rn,
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T ∗Rn = Rn × Rn je simplektiqka mnogostrukost. Posled�i primer mo�e da
se posmatra u sklopu kompleksne geometrije, tj. kao Rn × Rn ∼= Cn. Komplek-
sni n{dimenzioni prostor Cn snabdeven je ermitskom formom

〈z, w〉 = z1w1 + . . .+ znwn, za z = (z1, . . . , zn), z = (w1, . . . , wn).

Ako u prethodnoj jednakosti razdvojimo realni i imaginarni deo kompleksne
bilinearne forme 〈z, w〉, dobijamo

〈z, w〉 = g(z, w) + iω(z, w), (29)

gde je g(z, w) := Re 〈z, w〉, ω(z, w) := Im 〈z, w〉. Izraz (29) povezuje qetiri
strukture u Cn: Rimanovu (tj. euklidsku) metriku g, simplektiqku formu ω,
ermitsku formu 〈·, ·〉 i kompleksnu strukturu i =

√
−1. Unitarna linearna

preslikava�a quvaju ermitsku formu, ortogonalna quvaju euklidsku metriku,
simpletkiqa quvaju simplektiqku formu i kompleksno linearna preslika-
va�a quvaju kompleksnu strukturu. Zato iz (29) sledi

U(n) = O(2n) ∩ Sp(2n) = Sp(2n) ∩GL(n,C) = GL(n,C) ∩O(2n).

Uopxte�e mnogostrukosti Cn su Kelerove mnogostrukosti. Uvodimo ih sle-
de�im definicijama.

Definicija 13. Kompleksna mnogostrukost je mnogostrukost M dimen-
zije 2n, za koju postoji atlas qije su karte (ϕα, Uα) takve da su

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

biholomorfna preslikava�a5. ♦

Holomorfnost karata omogu�ava nam da, pomo�u mno�e�a sa i =
√
−1

u kartama, na tangentnom rasloje�u kompleksne mnogostrukosti definixemo
preslikava�e

J : TM → TM

koje je linearno na vlaknima i za koje va�i J2 = −idTM . Ovo preslika-
va�e nazivamo kompleksnom strukturom na kompleksnoj mnogostrukosti M .
Pomo�u kompleksne strukture mo�emo da definixemo pojam holomorfnog
preslikava�a kompleksnih mnogostrukosti: ako su JN i JM kompleksne
strukture na N i M , glatko preslikava�e F : N → M je holomorfno, ako je
F∗◦JN = JM ◦F∗. Ova definicija uopxtava definiciju holomorfnosti pres-
likava�a f : Cn → Cm kao glatkog preslikava�a sa C{linearnim izvodom.
Ekvivalentno, preslikava�e kompleksnih mnogostrukosti je holomorfno ako
je holomorfno u kartama iz Definicije 13.

Pomo�u razlaga�a jedinice, na svakoj kompleksnoj mnogostrukosti M mo-
�emo da definixemo ermitsku strukturu 〈·, ·〉 (kao xto na svakoj realnoj
mnogostrukosti mo�emo da definixemo Rimanovu metriku). Kao i u sluqaju
mnogostrukosti Cn, ermitska struktura ima realni deo g, i imaginarni deo ω.
Lako je videti da je bilinearna forma g simetriqna (pa definixe Rimanovu
metriku na M), a ω antisimetriqna (pa je ω ∈ Ω2(M)).

5Ako je U ⊂ Cn, preslikava�e f : U → Cm je holomorfno u taqki a ∈ U ako je �egov
izvod Df(z) kompleksno linearan u nekoj okolini taqke a, tj. ako postoji okolina V 3 a,
takva da za z ∈ V Df(z) komutira sa i =

√
−1: Df(z)(iξ) = iDf(z)(ξ)
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Definicija 14. Kompleksna mnogostrukost M je Kelerova ako je na TM
zadata glatka familija ermitskih formi, qiji je imaginarni deo ω zatvorena
2{forma: dω = 0. ♦

Naravno, Kelerove mnogostrukosti su simplektiqke: ω je simplektiqka
forma. Ova forma na Kelerovim mnogostrukostima naziva se Kelerovom for-
mom. Primetimo da Kelerova forma ω definixe, uz pomo� kompleksne struk-
ture J , Rimanovu metriku g(X,Y ) := ω(X,JY ), a time i ermitsku formu
〈·, ·〉 := g(·, ·) + iω(·, ·).

Lema 9. Kompleksna podmnogostrukost Kelerove mnogostrukosti je Ke-
lerova mnogostrukost.

4 Ako je ω Kelerova forma na N i  : M ↪→ N holomorfno ulaga�e, onda je
∗ω Kelerova forma na M . 5

Primer 11. Neka su
f1, . . . , fk : Cn → C

holomorfne funkcije n promen	ivih ( ∂fi∂z̄j
= 0). Ako su ove funkcije funkci-

onalno nezavisne, tj. ako je df1∧· · ·∧dfk 6= 0, iz Teoreme o rangu (u komleksnoj
verziji) sledi da je

M = {z ∈ Cn | f1(z) = . . . = fk(z) = 0}
kompleksna podmnogostrukost kompleksne kodimenzije k u Cn, tj. realne di-
menzije 2(n − k). Ova mnogostrukost je Kelerova; Kelerova forma na M je
restrikcija standardne Kelerove forme dq1 ∧ dp1 + . . .+ dqn ∧ dpn u Cn. ]

Kompleksne mnogostrukosti o kojima je req u Primeru 11 su nekompak-
tne. Ne postoje zatvorene (tj. kompaktne bez granice) kompleksne podmno-
gostrukost u Cn. Zasta, ako je M kompaktna, a  : M ↪→ Cn holomorfno
ulaga�e, onda funkcija p 7→ |(p)| dosti�e maksimum u nekoj taqki p0 ∈ M .
Me�utim, p0 je unutrax�a taqka neke karte, xto je u suprotnosti sa Prin-
cipom maksimuma modula za holomorfne funkcije.

Ni simplektiqke mnogostrukosti ne mogu da se realizuju kao simplek-
tiqke podmnogostrukosti u Cn, ukoliko su kompaktne. Ako je M simplek-
tiqka mnogostrukost sa simplektiqkom formom ω i  : M → Cn simplektiqko
ulaga�e, onda je

ω = ∗(dq1 ∧ dp1 + . . .+ dqn ∧ dpn) = d(−∗λ),

gde je λ = p1 dq1 + . . .+ pn dqn Liuvilova forma na Cn ∼= T ∗Rn. Odatle sledi
da je ω∧n = d(λ ∧ ω∧n−1), pa M ima taqnu formu zapremine. Iz Stoksove
teoreme sledi da M tada ne mo�e da bude kompaktna.

Primer 12. (Kompleksni projektivni varijeteti) Kompleksni pro-
jektivni prostor CPn je kompaktna Kelerova mnogostrukost. Kelerova forma
na �oj, koja je poznata kao Fubini{Studijeva forma, je definisana sa

ω :=

√
−1

2π
∂∂ log ‖z‖2,

gde je z = [z0 : . . . : zn], ‖z‖2 = |z0|2 + . . .+ |zn|2 i

∂g :=

n∑
k=1

∂g

∂zk
dzk, ∂g :=

n∑
k=1

∂g

∂zk
dzk.
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Ova forma je dobro definisana, tj. nezavisna od izbora projektivnih koor-
dinata [z0 : . . . : zn], jer se prelazak na druge projektivne koordinate ostvaruje
prelaskom na [fz0 : . . . : fzn], gde je f holomorfna funkcija, pa je

∂∂ log ‖fz‖2 = ∂∂ log ‖z‖2 + ∂∂(log f + log f).

Poxto je f holomorfna funkcija, za �u je ∂f = 0, pa je drugi sabirak na
desnoj strani jednak nuli.

Ako je P : Cn+1 → C homogeni polinom, onda je

P (λz0, · · · , λzn) = λsP (z0, · · · , zn),

pa je P (z0, . . . , zn) = 0 dobro definisana jednaqina na CPn.
Neka su P1, . . . , Pk : Cn+1 → C homogeni polinomi

M = {[z0 : . . . : zn] | P1(z0, . . . , zn) = . . . = Pk(z0, . . . , zn) = 0}
naziva se kompleksnim projektivnim varijetetom. Kompleksni projektivni
varijetet nazivamo glatkim, ako je on glatka mnogostrukost. Glatki komplek-
sni projektivni varijeteti su kompaktne Kelerove mnogostrukosti. ]

Primer 13. (Koadjungovane orbite) U Glavi 1 smo definisali adjun-
govanu reprezentaciju Lijeve grupe G,

Ad : G→ GL (g)

(videti (77) na str. 112). Izvod preslikava�a Ad u jedinici e ∈ G je pres-
likava�e

ad := Ad∗(e) : g→ End(g).

Ono mo�e da se izraquna eksplicitno: adXY = [X,Y ].
Za g ∈ G definiximo linearno preslikava�e

K(g) : g∗ → g∗

sa

〈K(g)ξ,X〉 = 〈ξ,Ad(g−1)X〉
Time je definisano koadjungovano dejstvo

K : G→ GL (g∗).

�egov izvod u e u pravcu X ∈ g je preslikava�e

K∗(X) : g∗ → g∗

dato sa

〈K∗(X)ξ, Y 〉 = 〈ξ,−ad(X)Y 〉 = 〈ξ, [Y,X]〉.
Za ξ ∈ g∗, koadjungovana orbita O(ξ) je slika preslikava�a

G→ g∗, g 7→ K(g)ξ.

Ako je Gξ stabilizator taqke ξ pri koadjungovanom dejstvu, onda je O(ξ) ∼=
G/Gξ.

Bilinearna forma Ωξ na g, definisana sa

Ωξ(X,Y ) := 〈ξ, [X,Y ]〉
ima slede�a svojstva:

(1) Ωξ(X,Y ) = −Ωξ(Y,X);
(2) ker(X 7→ XyΩξ) = gξ, gde je gξ Lijeva algebra Lijeve grupe Gξ;
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(3) Ωξ je invarijantna u odnosu na dejstvo grupe Gξ, tj.

Ωξ(Ad(g)X,Ad(g)Y ) = Ωξ(X,Y ) za sve g ∈ Gξ.

Odatle sledi da preslikava�e

g 7→ TξO(ξ), X 7→ K∗(X)ξ

ostvaruje identifikaciju TξO(ξ) ∼= g/gξ i da je sa

ωξ(K∗(X),K∗(Y )) := Ωξ(X,Y )

definisana forma ωξ ∈ Ω2(O(ξ)) koja je nedegenerisana i G{invarijantna.
Ova forma se naziva Kirilov{Kostant{Surioovom formom; par (O(ξ), ωξ) je
simplektiqka mnogostrukost sa simplektiqkim dejstvom grupe G. ]

Zadatak 9. Izvesti dokaz da je ova forma simplektiqka. Uputstvo: za
zatvorenost iskoristiti Lemu 2 na str. 24. X

2.2. Simplektomorfizmi. Simplektiqki difeomorfizmi, ili sim-
plektomorfizmi su simetrije simplektiqke geometrije. Preciznije:

Definicija 15. Difeomorfizam ϕ : M → N simplektiqkih mnogostru-
kosti (M,ωM ) i (N,ωN ) je simplektomorfizam ako je ϕ∗ωN = ωM .

Specijalno, ako je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost, difeomorfizam
ϕ : M → M je simplektomorfizam ako je ϕ∗ω = ω; skup svih simplektomor-
fizama simplektiqke mnogostrukosti (M,ω) oznaqavamo sa Symp(M,ω) ili,
kra�e, Symp(M). Komponentu putne povezanosti skupa Symp(M) koja sadr�i
identiqko preslikava�e id : M → M , odnosno skup simplektomorfizama
x 7→ ϕ(x) za koje postoji glatko (po t i x) preslikava�e

[0, 1]×M 3 (t, x) 7→ ϕt(x) ∈M, ϕ0 = id, ϕ1 = ϕ,

oznaqavamo sa Symp0(M), ili Symp0(M,ω). ♦

Iz (φ ◦ ψ)∗ω = ψ∗(φ∗ω) sledi da je Symp(M) podgrupa grupe difeomor-
fizama, u odnosu na operaciju slaga�a preslikava�a. Lako je videti da je
Symp0(M) podgrupa grupe Symp(M).

Grupa Symp(M) je podgrupa difeomorfizama koji quvaju zapreminu; pre-
ciznije, va�i slede�a teorema.

Teorema 4. (Liuvil) Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost di-
menzije 2n i Ω = 1

n!ω
∧n kanonska forma zapremine. Tada svako ψ ∈ Symp(M)

quva formu Ω: ψ∗Ω = Ω.

4 Dokaz sledi iz ψ∗(ω∧n) = (ψ∗ω)∧n. 5

Zadatak 10. Dokazati da simplektomorfizmi Cn → Cn, u odnosu na stan-
dardnu simplektiqku formu na Cn = T ∗Rn, quvaju zbir povrxina projek-
cija dvodimenzionih podmnogostrukosti Σ ⊂ Cn na kompleksne koordinatne
ravni. Primerom pokazati da simplektomorfizmi ne moraju da quvaju povr-
xine svake od tih projekcija. X

Infinitezimalni opis, tj. opis na jeziku vektorskih po	a, podgrupe
Symp0(M) mo�emo da dobijemo ako za put t 7→ ϕt u �oj diferenciramo jed-
nakost

ϕ∗tω = ω
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po t. Primenom Kartanove formule dobijamo Xtydω + d(Xtyω) = 0, gde je Xt

vektorsko po	e definisano sa

Xt(ϕt(x)) =
dϕt(x)

dt
.

Poxto je dω = 0, dobijamo

d(Xtyω) = 0. (30)

Obrnuto, neka je Xt vektorsko po	e koje glatko zavisi od parametra t ∈ I
iz intervala I ⊂ R koji sadr�i nulu. Pretpostavimo da ono zadovo	ava (30)
i dodatni uslov da je �egov nosaq kompaktan, tj. da postoji kompaktan podskup
K ⊂ M takav da je suppXt ⊂ K za sve t ∈ I. Tada je rexe�e diferencijalne
jednaqine

dϕt(x)

dt
= Xt(ϕt(x)), ϕ0(x) = x (31)

definisano za sve t ∈ I i svi ϕt su simplektomorfizmi. Izraz (31) mo�emo da
posmatramo kao familiju diferencijalnih jednaqina naM , parametrizovanu
taqkama mnogostrukostiM tako da svako x definixe poqetni uslov ϕ0(x) = x,
ili kao jednu diferencijalnu jednaqinu6

dϕt
dt

= Xt ◦ ϕt, ϕ0 = id

na Symp0(M).
Nosaq tako dobijenih simplektomorfizama, tj. skup

suppϕ := {x ∈M | ϕ(x) 6= x}

je kompaktan. Podgrupu grupe Symp0(M) koja se sastoji od simplektomor-
fizama sa kompaktnim nosaqem oznaqavamo sa Sympc0(M).

Definicija 16. Vektorsko po	e sa kompaktnim nosaqem koje zadovo	a-
va (30) nazivamo simplektiqkim vektorskim po	em. ♦

Ukoliko uslov (30) zatvorenosti forme Xtyω zamenimo jaqim uslovom taq-
nosti, dobijamo podskup skupa Sympc0(M) koji izdvajamo slede�om definici-
jom.

Definicija 17. Familija ϕt ∈ Sympc0(M) definisana diferencijal-
nom jednaqinom (31) se naziva Hamiltonovim tokom na simplektiqkoj mno-
gostrukosti M ako je forma Xtyω taqna, tj. ako je

Xtyω = dHt

za neku glatku funkciju

I ×M 3 (t, x) 7→ Ht(x) ∈ R

sa kompaktnim nosaqem, gde je dHt diferencijal po x, za fiksirano t.
Funkciju Ht nazivamo Hamiltonovom funkcijom ili Hamiltonijanom,

a vektorsko po	e Xt Hamiltonovim vektorskim po	em ili simplektiqkim

6Ovaj drugi pogled na jednaqinu (31) je ne pojednostav	uje. Naprotiv, uskoro �emo
videti da je Symp0(M) prostor beskonaqe dimenzije, a na takvim prostorima teorija difer-
encijalnih jednaqina je znatno slo�enija. Me�utim, za stica�e intuicije o grupi simplek-
tomorfizama je korisno imati na umu i ovaj drugi pogled.



2. SIMPLEKTIQKE MNOGOSTRUKOSTI 145

gradijentom funkcije Ht i oznaqavamo ga i sa XHt ili XH . Diferencijalnu
jednaqinu

dϕt(x)

dt
= XH(ϕt(x)), ϕ0(x) = x

Nazivamo Hamiltonovom jednaqinom.

Zadatak 11. Neka su (M1, ω1) i (M2, ω2) simplektiqke mnogostrukosti i
ψ : M1 → M2 difeomorfizam. Dokazati da je ψ simplektomorfizam (tj.
ψ∗ω2 = ω1) ako i samo ako je

ψ∗(XH◦ψ) = XH ◦ ψ
za sve H ∈ C∞(M2). X

Za fiksirano t ∈ I difeomorfizam ϕt nazivamo Hamiltonovim difeo-
morfizmom. Skup Hamiltonovih difeomorfizama oznaqavamo sa Ham(M,ω)
ili Ham(M). ♦

Napomena 7. Neka je ϕt Hamiltonov tok generisan HamiltonijanomHt(x)
i definisan za t ∈ [0, c]. Diferencira�em ϕct(t) po t i primenom Defini-
cije 17 zak	uqujemo da je ϕct(t) Hamiltonov tok generisan Hamiltonijanom
cHct(x) i definisan za t ∈ [0, 1]. Odatle sledi da Hamiltonove difeomor-
fizme mo�emo da definixemo i kao preslikava�a ϕ1, gde je ϕt Hamiltonov
tok definisan na intervalu [0, 1]. �

Primer 14. Posmatrajmo kompleksnu ravan C kao simplektiqku mno-
gostrukost sa simplektiqkom formom ω = dx ∧ dy. Diferencijal funkcije

H : C→ R, H(z) = Im z

je, u koordinatama z = x + iy, dH = dy. Iz nedegenerisanosti simplektiqke
strukture sledi da je sa

XHyω = dH

definisano jedinstveno vektorsko po	e XH . Ovo po	e mo�emo i eksplicitno
da izraqunamo: XH = ∂

∂x . �egove integralne krive su translacije u pravcu
paralelnom realnoj osi. ]

Napomena 8. Primetimo da, iako je forma XHyω u Primeru 14 taqna,
translacije nisu Hamiltonovi difeomorfizmi u smislu Definicije 17, po-
xto funkcija H nema kompaktan nosaq. Iako se nekad i takvi simplekto-
morfizmi nazivaju Hamiltonovim, mi �emo se u ovom tekstu dr�ati konven-
cije iz Definicije 17 koja je zgodna zbog toga xto nam omogu�ava da rexe�a
Hamiltonovih jednaqina smatramo definisanim na celom R. �

Tvr�eǌe 5. Neka je H : M → R glatka funkcija i XH jedinstveno
vektorsko po	e definisano sa

XHyω = dH.

Tada je funkcija H konstantna du� integralnih trajektorija vektorskog
po	a XH . Preciznije, ako je kriva γ rexe�e diferencijalne jednaqine

dγ

dt
= XH(γ(t)),

onda je H(γ(t)) ≡ const.

4 Dokaz sledi iz d
dt (H ◦ γ) = dH(dγdt ) = dH(XH) = ω(XH , XH) = 0. 5
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Napomena 9. Tvr�e�e 5 je u Klasiqnoj mehanici poznato pod imenom
Zakon oquva�a energije. Primetimo da ono va�i samo ako Hamiltonijan ne
zavisi od t, tj. ako se ukupna energija sistema ne me�a sa vremenom. Ovakvi
sistemi se nazivaju autonomnim. ]

Primer 15. Diferencijal funkcije

H : C→ R, H(z) =
1

2
|z|2

je dH = xdx+ ydy. Vektorsko po	e definisano sa XHyω = dH je

XH(x, y) = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
=

∂

∂θ
,

gde je θ = Arg z polarna koordinata (ugao sa pozitivnim delom x{ose). Inte-
gralne krive vektorskog po	a XH su rotacije kompleksne ravni oko koordi-
natnog poqetka. Poxto je forma XHyω taqna, pa time i zatvorena, sledi da
su rotacije simplektomorfizmi. Napomena 8 va�i i za ovaj primer. ]

Zadatak 12. Iz Tvr�e�a 5 sledi da su trajektorije sistema iz Primera 15,
kao geometrijska mesta taqaka, iste kao trajektorije sistema definisanog
funkcijomK(z) = |z|4. U qemu se one razlikuju? Na�i eksplicitnu jednaqinu
integralnih trajektorija vektorskog po	a XK . X

Primer 16. Iz Primera 14 i 15 sledi da su translacije u pravcu pro-
izvo	nog vektora generisane vektorskim po	em X, takvim da je Xyω taqna
forma, pa su sve translacije ravni R2 simplektomorfizmi. Odatle sledi i
da su translacije euklidskog prostora R2n simplektomorfizmi, generisani
vektorskim po	em X za koje je Xyω taqna forma.

Me�utim, rotacije euklidskog prostora R2n (matrice iz SO(2n)) nisu
obavezno simplektomorfizmi za n > 1. Na primer, rotacija koja preslikava
(p1, q1){ravan u (p1, p2){ravan nije simplektomorfizam, jer je restrikcija sim-
plektiqke forme na prvu ravan dq1 ∧ dp1, a na drugu nula. Iz (29) na str. 140
sledi da je

SO(2n) ∩ Sp(2n) = U(n),

pa rotacija prostora R2n ∼= Cn koja je simplektiqka mora da bude linearna
nad C, drugim reqima, da komutira sa mno�e�em sa i =

√
−1. Mno�e�e sa i

u Cn se, u koordinatama u R2n zadaje matricom

J =

[
0 −Idn

Idn 0

]
.

Iz (29) na str. 140 sledi da skalarni proizvod u R2n mo�e da se izrazi pomo�u
simplektiqke forme i kompleksne strukture kao

〈X,Y 〉 = ω(JX, Y ).

Odatle sledi da je matrica S simplektiqka ako i samo ako je

S>JS = J (32)

Iz ove relacije mo�emo da zak	uqimo nexto vixe o spektru simplektiqkih
matrica. Naime, karakteristiqni polinom simplektiqke matrice mo�e, po-
mo�u jednakosti J2 = −Id, detS = det J = 1 i (32), da se transformixe u

p(λ) = det(S − λId) = det(−(S>)−1 + λId) = det(−Id + λS) = λ2np(1/λ).
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Odatle sledi da se sopstvene vrednosti simplektiqke matrice pojav	uju u pa-
rovima, simetriqnim u odnosu na realnu pravu i jediniqni krug kompleksne
ravni (ako je λ sopstvena vrednost, onda su to i λ, 1/λ i 1/λ). ]

Primer 17. Forma dθ ∈ Ω1(C\{0}) je zatvorena, pa jedinstveno vektorsko
po	e Xθ definisano sa

Xθyω = dθ

definixe simplektomorfizam kompleksne ravni. U polarnim koordinatama
(r, θ) je

ω = d(r cos θ) ∧ d(r sin θ) = rdθ ∧ dr.
Odatle sledi da je

Xθ =
1

r

∂

∂r
,

pa su dobijeni simplektomorfizmi radijalna preslikava�a. Forma dθ nije
taqna, pa ovi simplektomorfizmi nisu Hamiltonovi. ]

Zadatak 13. Neka je M kompaktna simplektiqka mnogostrukost i neka je
H1

dR(M) = 0. Dokazati da je Symp0(M) = Ham(M). X

Zadatak 14. Neka je M prosto povezana simplektiqka mnogostrukost.
Dokazati da je Sympc0(M) = Ham(M). X

U opxtem sluqaju je Sympc0(M) 6= Ham(M).

Primer 18. Cilindar T ∗S1 = S1 × R, kao kotangentno rasloje�e π :
T ∗S1 → S1, ima kanonsku simplektiqku formu ω = −dλ, gde je λ Liuvilova
forma.

Forma dθ ∈ Ω1(S1), gde je θ polarna koordinata na krugu S1 ⊂ C, definixe
na cilindru zatvorenu 1{formu π∗dθ. Vektorsko po	e Xθ, definisano sa

Xθyω = π∗dθ

ima integralne krive koje smo ve� videli u Primeru 5 na str. 130 { vertikalne
translacije. Forma dθ je zatvorena, xto je u skladu sa zak	uqkom izvedenim
ranije, da su ove translacije simplektomorfizmi. Specijalno, dejstvo

(z, t) 7→ (z, t+ 2kπ), k ∈ Z

grupe (Z,+) na cilindru T ∗S1 je simplektiqko, pa prostor orbita, torus
T ∗S1/Z, nasle�uje simplektiqku strukturu. Ova struktura se podudara sa
standardnom simplektiqkom strukturom na torusu, datom formom orijenta-
cije dθ1 ∧ dθ2 na T2 = S1 × S1. Translacijama generisanim simplektiqkim
vektorskim po	em Xθ odgovaraju rotacije torusa. Ove rotacije su simplek-
tomorfizmi, koji nisu Hamiltonovi, jer je dθ zatvorena 1{forma koja nije
taqna. ]

Zadatak 15. Neka je ϕt Hamiltonov tok generisan Hamiltonijanom Ht, za
t ∈ [0, 1] i neka je

f : [0, 1]→ R
glatka funkcija, takva da je f(0) = 0. Dokazati da je ϕf(t) Hamiltonov tok
generisan Hamiltonijanom f ′(t)Hf(t). Kako izgleda �egovo Hamiltonovo vek-
torsko po	e? Izvesti analognu formulu za simplektiqko vektorsko po	e
reparametrizacije puta u Symp0(M). X
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Zadatak 16. Koriste�i Zadatak 15 dokazati da svaki Hamiltonov difeo-
morfizam ϕ mo�e da se spoji sa idM Hamiltonovim tokom ϕt, takvim da je
ϕt ≡ idM za t ∈ [0, δ] i ϕt ≡ ϕ za t ∈ [1− ε, 1]. X

Lema 10. Neka je XH Hamiltonovo vektorsko po	e generisano Hamil-
tonijanom Ht i neka je ψ ∈ Symp(M) simplektomorfizam. Tada je ψ∗XH

Hamiltonovo vektorsko po	e generisano Hamiltonijanom Ht ◦ ψ−1.

4 Neka je XH◦ψ−1 Hamiltonovo vektorsko po	e generisano Hamiltonijanom
Ht ◦ ψ−1:

XH◦ψ−1yω = d(H ◦ ψ−1). (33)

Poxto je H ◦ ψ−1 = (ψ−1)∗H i d ◦ (ψ−1)∗ = (ψ−1)∗ ◦ d, iz (33) sledi

XH◦ψ−1yω = (ψ−1)∗dH = (ψ−1)∗(XHyω) (34)

(u posled�em koraku smo iskoristili qi�enicu da je XH Hamiltonovo vek-
torsko po	e generisano Hamiltonijanom H). Poxto je ψ−1 simplektomor-
fizam, va�i

(ψ−1)∗(XHyω)(Y ) = ω(XH , ψ
−1
∗ Y ) = ω(ψ∗XH , Y ) = ψ∗XHyω(Y ). (35)

Iz (34) i (35) sledi

XH◦ψ−1yω = ψ∗XHyω,

pa je, zbog nedegenerisanosti simplektiqke forme, XH◦ψ−1 = ψ∗XH . 5

Tvr�eǌe 6. Neka su ϕHt i ϕKt Hamiltonovi tokovi definisani Hamil-
tonijanima H i K i neka je ψ ∈ Symp(M) simplektomorfizam. Tada va�i
slede�e:

(1) ϕHt ◦ ϕKt je Hamiltonov tok generisan Hamiltonijanom

(H]K)t(x) := Ht(x) +Kt((ϕ
H
t )−1)(x));

(2) (ϕHt )−1 je Hamiltonov tok generisan Hamiltonijanom

Ht(x) := −Ht(ϕ
H
t (x));

(3) ψ ◦ ϕHt ◦ ψ−1 je Hamiltonov tok generisan Hamiltonijanom

Hψ
t (x) := Ht(ψ

−1(x)).

4 Primenom pravila za izvod kompozicije i

dϕHt
dt

= XH ◦ ϕHt i
dϕKt
dt

= XK ◦ ϕKt

dobijamo
d

dt
(ϕHt ◦ ϕKt ) = XH ◦ (ϕHt ◦ ϕKt ) + (ϕHt )∗XK ◦ ϕKt .

Iz Leme 10 sledi da je drugi sabirak na desnoj strani Hamiltonovo vek-
torsko po	e generisano Hamiltonijanom Kt((ϕ

H
t )−1)(x)), qime je dokazano

prvo tvr�e�e. Iz �ega sledi drugo, diferencira�em izraza ϕHt ◦ (ϕHt )−1 =
idM . Tre�e tvr�e�e je ekvivalentno Lemi 10. 5

Posledica 3. Skup Ham(M) je normalna podgrupa grupe Symp0(M).



2. SIMPLEKTIQKE MNOGOSTRUKOSTI 149

Neka je I ⊂ R interval i

I → Ham(M), t 7→ ϕt

glatki put u Ham(M), u smislu da je preslikava�e

I ×M →M, (t, x) 7→ ϕt(x)

glatko. Tada, po Definiciji 17, svako ϕt0 mo�e da se spoji sa id glatkim
putem ϕs,t0 (ϕ0,t0 = id, ϕ1,t0 = ϕt0) qije je vektorsko po	e Xt0

s takvo da je
Xt0
s yω taqna forma. Slede�a teorema, koju �emo da doka�emo nexto kasnije

(kao Posledicu 8 na str. 169), pokazuje da i sam put ϕt ima isto svojstvo.

Teorema 5. [13] Neka je ϕt glatki put u Ham(M) i neka je

dϕt(x)

dt
= Xt(ϕt(x)).

Tada postoji glatka funkcija

G : I ×M → R, (t, x) 7→ Gt(x)

sa kompaktnim nosaqem, takva da je Xtyω = dGt.

Slede�e tvr�e�e pokazuje da su vektorski prostori autonomnih simplek-
tiqkih i Hamiltonovih vektorskih po	a zatvoreni za komutatore.

Tvr�eǌe 7. Neka su X,Y dva autonomna (tj. nezavisna od t) simplek-
tiqka vektorska po	a na simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω). Tada je
�ihov komutator [X,Y ] Hamiltonovo vektorsko po	e, generisano Hamil-
tonijanom

H : M → R, H(p) = ω(Yp, Xp).

4 Iz definicije funkcije H i Kartanove formule sledi

dH = d(Xy(Y yω)) = LX(Y yω)−Xyd(Y yω) = LX(Y yω), (36)

pri qemu posled�a jednakost sledi iz qi�enice da je Y simplektiqko vek-
torsko po	e. Iz svojstva unutrax�eg diferencira�a7 i[X,Y ] = LX iY − iY LX
i qi�enice da je LXω = 0, poxto je vektorsko po	e X simplektiqko, sledi
da je posled�i izraz u (36) jednak [X,Y ]yω, qime je tvr�e�e dokazano. 5

Posledica 4. Ako su H,K : M → R glatke funkcije na simplektiqkoj
mnogostrukosti M i XH , YH �ihova Hamiltonova vektorska po	a, onda je
[XH , XK ] = X{H,K}, gde je

H,K : M → R
glatka funkcija definisana sa {H,K}(p) = ω(XH(p), XK(p)).

Definicija 18. Operacija (H,K) 7→ {H,K} naziva se Puasonovom za-
gradom. ♦

7Lako je videti da je unutrax�e diferencira�e iXη = Xyη jednoznaqno odre�eno
slede�im svojstvima: iXf = 0 za 0{formu f , iXη = η(X) za 1{formu η, Lajbnicovim prav-
ilom u odnosu na mno�e�e ∧ i komutira�em sa restrikcijama na koordinatne karte. Odatle
sledi i jednakost i[X,Y ] = LX iY − iY LX , poxto obe strane zadovo	avaju qetiri navedena

svojstva.



150 2. SIMPLEKTIQKE I KONTAKTNE MNOGOSTRUKOSTI

Napomena 10. Mi smo, u ovom tekstu, definisali Hamiltonova vektorska
po	a zahtevaju�i kompaktnost nosaqa, da bismo mogli da govorimo o �ima
pridru�enom Hamiltonovom toku. Me�utim, definicija vektorskog po	a XH

uslovom
XHyω = dH

ima smisla za svaku glatku funkciju H ∈ C∞(M), bez obzira na to da li je
�en nosaq kompaktan. Odatle sledi da su Puasonove zagrade definisane na
celom skupu C∞(M), a ne samo na �egovom podskupu C∞c (M). �

Primetimo da iz definicije Hamiltonovog vektorskog po	a sledi da je

{H,K} = dH(XK),

pa Puasonove zagrade zadovo	avaju Lajbnicovo pravilo

{H,GK} = {H,G}K + {H,K}G. (37)

Tvr�eǌe 8. Puasonove zagrade imaju slede�a svojstva:
(1) {H,K} = −{K,H};
(2) {λ1H1 + λ2H2,K} = λ1{H1,K}+ λ2{H2,K};
(3) {H1, {H2, H3}}+ {H3, {H1, H2}}+ {H2, {H3, H1}} = 0.

4 Dokaz je posledica direktnog raquna. 5

Zadatak 17. Neka su (M1, ω1) i (M2, ω2) simplektiqke mnogostrukosti i
ψ : M1 → M2 difeomorfizam. Dokazati da je ψ simplektomorfizam ako i
samo ako quva Puasonovu zagradu, tj. da je ψ∗ω2 = ω1 ako i samo ako je

{H,K} ◦ ψ = {H ◦ ψ,K ◦ ψ}
za sve H,K ∈ C∞(M2) (videti Zadatak 11 na str. 145). X

Zadatak 18. Neka su H,K : R2n → R dve glatke funkcije na simplek-
tiqkoj mnogostrukosti R2n ∼= T ∗Rn. Dokazati da je

{H,K} =

n∑
j=1

(
∂H

∂qj

∂K

∂pj
− ∂H

∂pj

∂K

∂qj

)
u kanonskim koordinatama (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) u kojima simplektiqka forma
ima zapis ω = dq1 ∧ dp1 + . . .+ dqn ∧ dpn i da je

q̇ = {q,H}, ṗ = {p,H} (38)

zapis Hamiltonovih jednaqina (8). X

Zadatak 19. Neka je (q(t), p(t)) trajektorija Hamiltonovog sistema u R2n

definisanog Hamiltonijanom H. Dokazati slede�e uopxte�e Hamiltonovih
jednaqina (38):

d

dt
f(q, p, t) = {f,H}+

∂f

∂t
za svaku glatku funkciju f : R2n × R→ R. X

Zadatak 20. Neka je M simplektiqka mnogostrukost i H : M → R au-
tonomni Hamiltonijan. Dokazati da je glatka funkcija K : M → R kon-
stantna du� Hamiltonovih trajektorija definisanih Hamiltonijanom H ako
i samo ako je

{H,K} = 0. (39)
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Specijalno, iz Tvr�e�a 8 sledi {H,H} = −{H,H}, tj. {H,H} = 0, pa ovaj
zadatak uopxtava Zakon oquva�a energije (Tvr�e�e 5). X

Definicija 19. Glatke funkcije H i K su u involuciji ako zadovo-
	avaju (39). Funkcija F se naziva prvim integralom Hamiltonovog sistema
definisanog autonomnim Hamiltonijanom H ako su funkcije F i H u involu-
ciji. Specijalno, sam Hamiltonijan H je prvi integral. ♦

Prisustvo dovo	nog broja nezavisnih8 integrala u involuciji nam omogu-
�ava da eksplicitno reximo Hamiltonov sistem. Preciznije, va�i slede�a
teorema:

Teorema 6. (Arnold{Liuvil) Neka je na simplektiqkoj mnogostruko-
sti M dimenzije 2n dat Hamiltonijan H i �egovih n prvih integrala

F1 ≡ H,F2, . . . , Fn ∈ C∞(M)

u involuciji. Ako su funkcije F1, . . . , Fn nezavisne na M , onda je za svaku
regularnu vrednost c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn preslikava�a

F := (F1, . . . , Fn) : M → Rn

skup
Mc := F−1(c) = {x ∈M | F1(x) = c1, . . . , Fn(x) = cn}

glatka podmnogostrukost u M , invarijantna u odnosu na Hamiltonove to-
kove generisane svakim od Hamiltonijana Fj. Ako je mnogostrukost Mc kom-
paktna i povezana, ona je difeomorfna n{dimenzionom torusu:

Mc
∼= (S1)n,

sa koordinatama (θ1, . . . , θn) u kojima Hamiltonove jednaqine sa Hamiltoni-
janom H imaju oblik

dθj
dt

= ηj

tako da je �ihovo rexe�e θj(t) = θj(0) + ηjt.

4 Dokaz ove teoreme �emo da damo kasnije u tekstu (videti Primer 27 na
str. 170, Napomenu 24 na str. 174 i Zadatak 39 na str. 175). 5

Definicija 20. Hamiltonov sistem na simplektiqkoj mnogostrukosti
dimenzije 2n je integrabilan ako ima n nezavisnih integrala u involuciji.
♦

Zadatak 21. Dokazati da je svaki Hamiltonov sistem na orijentisanoj
povrxi (dvodimenzionoj simplektiqkoj mnogostrukosti) integrabilan. X

Zadatak 22. (Keplerov problem) Klasiqni problem dva tela, ili Ke-
plerov problem, je Hamiltonov sistem u T ∗R3 zadat Hamiltonijanom9

H(q,p) =
1

2
‖p‖2 + V (‖q‖) =

1

2
(p2

1 + p2
2 + p2

3) + V (q1, q2, q3). (40)

8Setimo se da su funkcijeF1, . . . , Fn nezavisne na M ako su �ihovi diferencijali
dF1(x), . . . , dFn(x) linearno nezavisni vektori prostora T ∗xM za sve x ∈M .

9Funkcija V (potencijalna energija planete koja se kre�e oko Sunca u koordinatnom
poqetku) koja zavisi samo od q = ‖q‖) se pojav	uje u opisu kreta�a u tzv. centralnom

po	u, tj. po	u sile F(q) = f(q)q, za neku skalarnu funkciju f koja zavisi samo od q =
q. Drugim reqima, centralno po	e je vektorsko po	e koje je invarijantno u odnosu na
grupu izometrijskih transformacija koje fiksiraju koordinatni poqetak (centar po	a).
U sluqaju Keplerovog problema je f(r) = −kr−2 (sila gravitacije), tj. V (r) = −kr−1.
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Neka su J1, J2, J3 komponente ugaonog momenta, tj. vektorskog po	a

J := q× p.

(a) Dokazati da su funkcije H, J3 i ‖J‖2 prvi integrali ovog sistema
koji su u ivoluciji i zak	uqiti da je on integrabilan.

(b) Dokazati da su funkcije J1, J2, J3 prvi integrali ovog sistema, ali da
oni nisu u involuciji. Zak	uqiti da se kreta�e odvija u jednoj ravni (Zakon
oquva�a ugaonog momenta u centralnom po	u).

(v) Neka je er = cos θi+sin θj, eθ = − sin θi+cos θj pokretni polarni sistem
u kome se odvija kreta�e. I neka je r(t) = r(t)er(t) trajektorija po kojoj se
odvija kreta�e (sa r oznaqavamo du�inu vektora r, tj. r = ‖r‖). Koriste�i
Le�androvu transformaciju i elementarno diferencira�e, dokazati da je

p = q̇ = ṙer + rθ̇eθ

i, odatle, da je J = r2θ̇(er × eθ). Zak	uqiti iz (b) da je veliqina r2θ̇ kon-
stantna i odatle izvesti Drugi Keplerov zakon: Vektor polo�aja planete
koja se kre�e oko Sunca u koordinatnom poqetku zahvata jednake povrxine u
jednakim vremenima.

(g) Dokazati da je Hamiltonijan u koordinatama iz (v) dat sa

H =
1

2
(p2
r + r−2p2

θ) + V (r),

gde je pr := ṙ, pθ := r2θ̇. Koriste�i Zakon oquva�a ugaonog momenta J = r2θ̇,
dokazati da je

H =
1

2
p2
r + U(r), gde je U(r) = V (r) +

J2

2r2
. (41)

Primetimo da time trodimenzioni Hamiltonov sistem (40) sveden na jednodi-
menzioni sistem (41) istog tipa.

(d) Iz Zakona oquva�a energije (Tvr�e�e 5 na str. 145) i (g) izvesti za-
k	uqak da je

p =
√

2(E − U(r))

gde je E ukupna energija, a odatle i iz p = ṙ

dt =
√

2(E − U(r)) dr.

(�) Koriste�i (d) i Zakon oquva�a ugaonog momenta θ̇ = r−2J dokazati da
je

dθ =
r−2J√

2(E − U(r)
dr,

tako da problem kreta�a u centralnom po	u ima eksplicitno rexe�e

θ =

∫
r−2J√

2(E − U(r)
dr.

Specijalno dokazati da su u gravitacionom po	u

V (r) = −kr−1, tj. U(r) = −kr−1 +
J2

2r2

trajektorije ovog sistema elipse

r =
a

1 + e cos θ
, gde je a =

J2

k
, e =

√
1 +

2EJ2

k2
.
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Ovo je Prvi Keplerov zakon. X

Napomena 11. Neka je r0 poqetno rastoja�e planete od Sunca, a v0 :=
‖ṙ(0)‖ �ena poqetna (skalarna) brzina. Poqetni trenutak t = 0 mo�emo da
izaberemo tako da u �emu planeta bude najbli�a Suncu, tako da je ṙ(0) = 0, kao
izvod funkcije u taqki minimuma. Tada iz Zakona oquva�a ugaonog momenta
u centralnom po	u sledi da je r2θ̇ = r0v0. Ako je T period revolucije, a a i
b du�ine velike i male poluose elipse po kojoj se planeta kre�e, iz formule
za povrxinu elipse P = abπ dobijamo, izraza 1

2r
2 dθ, da je povrxina elipse

P = 1
2r0v0T , gde je T period revolucije. U Zadatku 22 smo naxli eksplicitnu

jednaqinu trajektorije. Iz �e mo�emo da izraqunamo i du�ine �enih poluosa

i tako doka�emo Tre�i Keplerov zakon: odnos T 2

a3 kvadrata perioda revolucje
i kuba velike poluose je isti za svaku planetu Sunqevog sistema. �

Definicija 21. Skup (autonomnih) simplektiqkih vektorskih po	a na
mnogostrukusti (M,ω) oznaqava�emo sa symp(M,ω) ili symp(M), a skup (au-
tonomnih) Hamiltonovih vektorskih po	a sa ham(M,ω) ili ham(M). ♦

Iz Tvr�e�a 7 sledi da su symp(M) i ham(M) Lijeve algebre, tj. po-
dalgebre Lijeve algebre X (M) svih vektorskih po	a na M . One mogu da se
shvate i kao Lijeve algebre Lijevih grupa Sympc(M) i Ham(M). Ove Lijeve
algebre su beskonaqno dimenzioni vektorski prostori, pa su i �ihove Lijeve
grupe beskonaqno dimenzione, tj. mnogostrukosti modelovane nad beskonaqno
dimenzionim topoloxkim vektorskim prostorima. Ne�emo dub	e ulaziti u
definiciju glatke strukture na grupama Sympc(M) i Ham(M), ali je ko-
risno imati na umu da se radi o beskonaqno dimenzionim Lijevim grupama.
Tangentni vektor X ∈ TϕSympc(M) je objekat koji se, po analogiji sa konaqno
dimenzionim sluqajem, dobija diferencira�em po t u t = 0 puta ϕt kroz taqku
ϕ0 = ϕ. Na taj naqin, za svako x ∈ M dobijamo vektor d

dtϕt(x)
∣∣
t=0

. Drugim

reqima, tangentni vektori u Sympc(M) su tangentna vektorska po	a na M ,
koja su uz to jox i simplektiqka. Sliqno va�i i za Ham(M) i Hamiltonova
vektorska po	a.

Iz Tvr�e�a 8 i Posledice 4 sledi

Posledica 5. Ako je M simplektiqka mnogostrukost, (C∞c (M){·, ·}) je
Lijeva algebra, a preslikava�e

C∞c (M)→ ham(M), H 7→ XH

je homomorfizam Lijevih algebri.

Zadatak 23. Neka jeM kompaktna simplektiqka mnogostrukost. Dokazati
da su nizovi

0
↓

0→ R→ C∞c (M)→ ham(M) → 0
↓

symp(M)
↓

H1
dR(M)
↓
0

taqni. X



154 2. SIMPLEKTIQKE I KONTAKTNE MNOGOSTRUKOSTI

Primer 19. (Hamiltonova dejstva i momentna preslikava�a) Neka
je G Lijeva grupa i neka je g �ena Lijeva algebra. Za svako η ∈ g sa

G 3 g 7→ ηg := (Lg)∗η ∈ TgG

(gde je Lg : G → G, Lg(x) = gx, leva translacija) je definisano levoinva-
rijantno vektorsko po	e, takvo da je ηe = η. Oznaqimo ovo vektorsko po	e
istim slovom η. Iz jedinstvenosti rexe�a γη :] − ε, ε[→ G diferencijalne
jednaqine

dγη
dt

(t) = η(γη(t)), γη(0) = e (42)

sledi da je γη(s + t) = γη(s) · γη(t), za sve s, t ∈] − ε/2, ε/2[. Odatle sledi da
je kriva γη definisana za sve t ∈ R i da zadovo	ava jednaqinu (42) na celoj
realnoj pravoj. Drugim reqima, svako η ∈ g definixe jednoparametarsku
podgrupu (γη(R),+) Lijeve grupe (G, ·). Kriva γη mo�e da se opixe i na drugi
naqin, kao jedinstveni homomorfizam Lijevih grupa

γη : (R,+)→ (G, ·)

za koji je
dγη
dt (0) = η. Eksponencijalno preslikava�e na Lijevoj algebri g je

preslikava�e

exp : g→ G, exp(η) = γη(1). (43)

Neka je

G→ Symp(M,ω)

simplektiqko dejstvo Lijeve grupeG na simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω).
Svaki element η ∈ g definixe vektorsko po	e

M 3 x 7→ Xη(x) :=
d

dt

∣∣
t=0

exp(tη) · x ∈ TxM.

Poxto je dejstvo simplektiqko, forma Xηyω je zatvorena za sve η ∈ g. Dejstvo
je slabo Hamiltonovo ako je za svako η ∈ g

Xηyω = dHη

za neku glatku funkciju Hη : M → R. Funkcija Hη je definisana do na
aditivnu konstantu; prirodno je izabrati tu konstantu tako da preslikava�e

g→ C∞(M), η 7→ Hη (44)

bude linearno. Ako je pri tome (44) morfizam Lijevih algebri (g, [·, ·]) i
(C∞(M), {·, ·}), onda ka�emo da je dejstvo grupe G jako Hamiltonovo.

Preslikava�e

µ : M → g∗, 〈µ(x), η〉 = Hη(x)

naziva se momentnim preslikava�em Hamiltonovog dejstva.
Specijalno, ako je G = U(1) grupa jediniqnih kompleksnih brojeva, sa Li-

jevom algebrom u(1) ∼= R ∼= u(1)∗, momentno preslikava�e je sam Hamiltonijan
dejstva S1 ×M →M .

Grupa G = SO(3) rotacija prostora R3 definixe Hamiltonovo dejstvo na
simplektiqkoj mnogostrukosti T ∗R3 ∼= R6:

SO(3)× (R3 × R3), (A, (q,p)) 7→ (A · q, A · p).

Tri komponente momentnog preslikava�a ovog dejstva

µ : T ∗R3 → so(3)∗ ∼= R3
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nazivaju se ugaonim momentima. Komponente momentnog preslikava�a de-
jstva grupe translacija (R3,+) na (R3), koje na sliqan naqin indukuje sim-
plektiqko dejstvo na T ∗R3, nazivaju se linearnim momentima. ]

Napomena 12. Ako je na Lijevoj grupi G zadata biinvarijantna (pseudo)
Rimanova metrika 〈·, ·〉, tj. takva da je

L∗g〈·, ·〉 = R∗g〈·, ·〉 = 〈·, ·〉

onda je definicija (43) eksponencijalnog preslikava�a ekvivalentna defini-
ciji eksponencijalnog preslikava�a na Rimanovoj mnogostrukosti koju smo
dali u Glavi 1. Integracijom po Harovoj meri mo�e da se doka�e da svaka
kompaktna Lijeva grupa ima biinvarijantnu (pseudo) Rimanovu metriku: pro-
izvo	nu metriku na TeG mo�emo da proxirimo do levoinvarijantne metrike
〈·, ·〉 na TG, pomo�u levih translacija. Na sliqan naqin mo�emo da defin-
ixemo levoinvarijantnu formu zapremine Ω. Tada je sa

(Xg, Yg) 7→
∫
G

〈(Rh)∗(g)Xg, (Rh)∗(g)Yg〉Ω(h)

definisana biinvarijantna metrika na G. �

Zadatak 24. Neka Lijeva grupa G glatko dejstvuje na mnogostrukosti N
i neka je, za fiksirano g ∈ G,

Dxg : TxN → TgxN

izvod preslikava�a x 7→ gx. Dokazati da je sa

G× T ∗N → T ∗N, (g, α) 7→ (Dxg
−1)∗α, (45)

za α ∈ T ∗xN , definisano Hamiltonovo dejstvo grupe G na T ∗N , sa Hamiltoni-
janom

Hη : T ∗M → R, Hη(α) = −α(Xη)

gde je, za η ∈ g, Xη vektorsko po	e na N definisano dejstvom G na N kao u
Primeru 19. Uputstvo: dokazati prvo da je Liuvilova forma na T ∗N invari-
jantna u odnosu na dejstvo (45), pa je �en Lijev izvod u pravcu vektorskog po	a

X̃η na T ∗N definisanog dejstvom (45) kao u Primeru 19 jednak nuli. Pri-

meniti zatim Kartanovu formulu LX̃ηλ = d(X̃ηyλ)+X̃ηydλ i karakterizaciju
Liuvilove forme datu u Lemi 2 na str. 127. X

Zadatak 25. Neka je O(ξ) simplektiqka mnogostrukost (orbita koadjun-
govanog dejstva Lijeve grupe G) definisana u Primeru 13. Dokazati da je
dejstvo grupe G na O(ξ), definisano sa

(g, ς) 7→ Ad(g−1)∗ς

Hamiltonovo, sa Hamiltonijanom Hη(ς) = −ad(η)∗ς i da je momentno pres-
likava�e

µ : O(ξ)→ g∗

inkluzija µ(ς) = ς. X

Osobine Puasonovih zagrada iz Tvr�e�a 8 i Lajbnicovo pravilo (37) mo-
tivixu nas da damo slede�u definiciju.
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Definicija 22. Puasonova mnogostrukost je par (M, {·, ·}), gde je M
glatka mnogostrukost, a {·, ·} Lijeva zagrada na C∞ koja zadovo	ava Lajbni-
covo pravilo (37). Puasonove zagrade nazivaju se jox i Puasonovom struk-
turom na Puasonovoj mnogostrukosti. Preslikava�e f : N → M Puasonovih
mnogostrukosti (N, {·, ·}N ) i (M, {·, ·}M ) se naziva Puasonovim preslikava�em
ako je

{H,K}M ◦ f = {H ◦ f,K ◦ f}N
za sve H,K ∈ C∞(M). ♦

Primer 20. Svaka glatka mnogostrukost M dopuxta Puasonovu struk-
turu: trivijalna Puasonova zagrada {·, ·} ≡ 0 definixe Lijevu zagradu na
C∞(M) koja zadovo	ava Lajbnicovo pravilo. ]

Primer 21. Neka je V ⊂ R3 otvoren podskup. Tada je, za H,K ∈ C∞(V ),
mexovitim proizvodom

{H,K}(x) = 〈x,∇H ×∇K〉
definisana Puasonova struktura na V . ]

Primer 22. Iz Napomene 10 sledi da svaka simplektiqka mnogostrukost
ima prirodnu Puasonovu strukturu {H,K} = ω(XH , XK). ]

Definicija 23. Neka je (M, {·, ·}) Puasonova mnogostrukost. Hamilto-
novo vektorsko po	e generisano funkcijom H ∈ C∞(M) je vektorsko po	e XH

definisano sa
dK(XH) = {H,K}

za sve K ∈ C∞(M). ♦

Primetimo da iz bilinearnosti i Lajbnicovog pravila sledi da je Hamil-
tonovo vektorsko po	e dobro definisano (videti Definiciju 2 na str. 5).

Zadatak 26. Dokazati da je preslikava�e H 7→ XH homomorfizam Lije-
vih algebri (C∞(M), {·, ·}) i (X (M), [·, ·]). X

Definicija 24. Funkcije koje pripadaju jezgru ker(H 7→ XH) homomor-
fizma iz Zadatka 26 nazivaju se Kazimirovim funkcijama. ♦

Zadatak 27. Opisati Kazimirove funkcije na simplektiqkim mnogostru-
kostima i na Puasonovim mnogostrukostima iz Primera 20 i 21. X

2.3. Darbuova teorema. Kao xto smo rekli, simplektiqke mnogostru-
kosti nemaju lokalne invarijante { sve su lokalno izomorfne:

Teorema 7. (Darbu) Svaka taqka p ∈M simplektiqke mnogostrukosti
(M,ω) ima koordinatnu okolinu (U, φ), takvu da je

ω
∣∣
U

= φ∗(dq1 ∧ dp1 + . . .+ dqn ∧ dpn),

gde je n = 1
2 dim M .

4 Neka je (V, ψ) proizvo	na koordinatna okolina taqke p i neka je ω1 =
(ψ−1)∗ω

∣∣
V
. Ne uma�uju�i opxtost (odnosno, komponuju�i ψ sa linearnom

transformacijom) mo�emo da pretpostavimo da je ψ(p) = 0 i da je zapis forme
ω1 u nuli

ω1(0) = dq1 ∧ dp1 + . . .+ dqn ∧ dpn
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(svo�e�e simplektiqke forme na ovaj oblik je stvar Linearne algebre).
Forme ω1 i ω0 su simplektiqke forme u nekoj okolini W nule u R2n.

Dovo	no je da doka�emo da postoji difeomorfizam ϕ neke okoline nule, takav
da je ϕ∗ω1 = ω0 := dq1 ∧ dp1 + . . .+ dqn ∧ dpn. Posmatrajmo du�

ωt = (1− t)ω0 + tω1, 0 ≤ t ≤ 1

u Ω2(W ), sa krajevima ω0 i ω1. Primetimo da su sve forme ωt zatvorene:

dωt = (1− t)dω0 + tdω1 = 0 za sve t ∈ [0, 1].

Dokaza�emo da postoji familija difeomorfizama ϕt definisanih u nekoj
okolini nule u R2n, takva da je

ϕ∗tωt = ω0 za sve t ∈ [0, 1]. (46)

Familiju ϕt �emo da definixemo pomo�u vektorskog po	aXt koje je generixe,
tj. kao rexe�e diferencijalne jednaqine

dϕt(x)

dt
= Xt(ϕt(x)), ϕt(x) = x, (47)

gde �emo vektorsko po	e da izaberemo tako da bude obezbe�eno (46). Drugim
reqima, rexava�e nelinearnog problema (46) svodimo na jednostavniji, lin-
earni, tako xto diferenciramo (46) po t i rexavamo dobijenu (uz pomo� Kar-
tanove formule) jednaqinu

d(Xtyωt) +Xtydωt +
∂ωt
∂t

= 0,

odnosno

d(Xtyωt) + ω1 − ω0 = 0. (48)

po Xt. Ako je Xt rexe�e ove jednaqine, egzistencija tra�enog difeomor-
fizma ϕt sledi iz primene teoreme o egzistenciji rexe�a diferencijalnih
jednaqina na (47).

Dakle, ostaje samo da poka�emo da linearna jednaqina (48) ima rexe�e.
Poxto je ω0 = ω1 u nuli, sledi da je ωt(0) ≡ ω0 za sve t. Iz nedegener-

isanosti forme ω0 i qi�enice da je nedegenerisanost otvoreno svojstvo sledi
da su u nekoj otvorenoj lopti B ⊂W nule sve forme ωt nedegenerisane. Forme
ω0 i ω1 su simplektiqke, pa je forma ω0−ω1 zatvorena. Iz Poenkareove leme
(tj. kohomoloxke trivijalnosti lopte) sledi da restrikcija forme ω0 − ω1

na B taqna, tj. da na B va�i ω0 − ω1 = dς za neku 1{formu ς. Tada se
jednaqina (48) svodi na jednaqinu

Xtyωt = ς,

koja ima rexe�e zbog nedegenerisanosti ωt. 5

Napomena 13. Darbuova teorema ne va�i bez uslova dω = 0: forma koja
nije zatvorena ne mo�e da bude lokalno difeomorfna zatvorenoj formi. Nede-
generisana, ne obavezno zatvorena, 2{forma naziva se skoro simplektiqkom
formom; skoro simplektiqka mnogostrukost je mnogostrukost sa skoro sim-
plektiqkom formom. Skoro simplektiqke mnogostrukosti mogu lokalno da se
razlikuju, kao i Rimanove. Skoro simplektiqka forma ω je simplektiqka ako
zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu dω = 0. Analogna diferencijalna jed-
naqina za Rimanovu metriku bila bi R = 0, gde je R krivina. Iz Teoreme 14
na str. 108 sledi da su takve mnogostrukosti lokalno euklidske. Primetimo
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da je svaka povrx sa skoro simplektiqkom formom, tj. svaka dvodimenziona
skoro simplektiqka mnogostrukost, obavezno simplektiqka, dok lokalna Ri-
manova geometrija povrxi mo�e da bude netrivijalna. �

Napomena 14. Dokaz Teoreme 7 koji smo naveli dao je J. Mozer u [45].
Izlo�eni metod rexava�a nelinearnih jednaqina, pomo�u konstrukcije fa-
milije jednaqina parametrizovane realnim parametrom (tj. homotopske de-
formacije polazne jednaqine) i svo�e�a nelinearnog problema na linearni
i na diferencijalnu jednaqinu naziva se Mozerovim metodom deformacije.
Mozer je u [45] dokazao nexto drugaqiju verziju Teoreme 7. Predla�emo qi-
taocu da dokaz tog tvr�e�a, koje formulixemo kao Teoremu 8, izvede sam po
ugledu na dokaz Teoreme 7. �

Teorema 8. Neka M zatvorena (kompaktna bez granice) mnogostrukost
i neka je ωt glatka familija simplektiqkih formi na M , takva da je

[ωt] = c ∈ H2
dR(M),

tj. takva da ceo put ωt ∈ Ω2(M) pripada jednoj kohomoloxkoj klasi. Tada
su sve mnogostrukosti (M,ωt) simplektomorfne; taqnije, postoji glatka
familija difeomorfizama ϕt : M →M takva da je ϕ∗tωt = ω0.

Napomena 15. U [41] je dat primer familije simplektiqkih formi ωt
na kompaktnoj xestodimenzionoj mnogostrukosti M , takve da je

[ω0] = [ω1] ∈ H2
dR(M),

za koje ne postoji difeomorfizam ϕ : M → M takav da je ϕ∗ω1 = ω0. To
pokazuje da u Teoremi 8 uslov da familija simplektiqkih formi ne napuxta
fiksiranu kohomoloxku klasu ne mo�e, u opxtem sluqaju, da se izostavi.
Izuzetak su dvodimenzione simplektiqke mnogostrukosti, tj. orijentabilne
povrxi. To pokazuje slede�i, nexto opxtije formulisan, zadatak, qije je
tvr�e�e tako�e sadr�ano u [45], kao jox jedna ilustracija Mozerovog metoda
deformacije. �

Zadatak 28. Neka jeM zatvorena orijentabilna mnogostrukost dimenzije
n i neka su Ω0,Ω1 ∈ Ωn(M) dve forme zapremine na �oj. Dokazati da je∫

M

Ω0 =

∫
M

Ω1

ako i samo ako postoji difeomorfizam f : M → M takav da je f∗Ω1 = Ω0.
Specijalno, ako je Σ kompaktna povrx bez granice i ω0, ω1 dve simplektiqke
forme na �oj, onda su mnogostrukosti (Σ, ω0) i (Σ, ω1) simplektomorfne ako i
samo ako je povrxina povrxi Σ, merena formom ω0, jednaka povrxini merenoj
formom ω1. X

Darbuova teorema ima slede�e uopxte�e, koje se nekad naziva relativnom
Darbuovom teoremom.

Teorema 9. Neka je M mnogostrukost dimenzije 2n i N ⊂M kompaktna
podmnogostrukost. Neka su ω0, ω1 ∈ Ω2(M) dve simplektiqke forme na M ,
takve da je

ω0

∣∣
TqM

= ω1

∣∣
TqM

za sve q ∈ N.
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Tada postoje otvorene okoline V0 i V1 skupa N i difeomorfizam φ : V0 → V1,
takav da je

φ
∣∣
N

= idN i φ∗ω1 = ω0.

Dokaz Teoreme 9 je skoro isti kao dokaz Teoreme 7. Jedina razlika se
sastoji u tome xto umesto Poenkareove leme treba primeniti �enu relativnu
verziju, koju izdvajamo kao slede�e tvr�e�e.

Lema 11. (Relativna Poenkareova lema) Neka je M glatka mno-
gostrukost, N �ena glatka podmnogostrukost i β ∈ Ωk(M) zatvorena k{
forma, takva da je β(TN) = {0}. Tada postoji okolina V ⊃ N i diferenci-
jalna forma σ ∈ Ωk−1(V ) takva da je

β
∣∣
V

= dσ i σ(TNM) = {0}.

4 Neka je V cevasta okolina podmnogostrukosti N . Tada je projekcija π :
V ∼= νN → N homotopna identiqkom preslikava�u idV : V → V ; homotopiju
ostvaruje homotetija ξ 7→ t · ξ na slojevima normalnog rasloje�a. Oznaqimo tu
homotopiju sa ht (h1 = idV , h0 = π). Iz β(TNM) = {0} sledi h∗0β = π∗β = 0,
pa iz Kartanove formule i uslova dβ = 0 dobijamo

β = h∗1β − h∗0β =

∫ 1

0

d

dt
h∗tβ dt =

∫ 1

0

h∗t d(ḣtyβ) dt.

Odatle sledi da je σ =
∫ 1

0
h∗t (ḣtyβ) dt tra�ena forma. 5

Zadatak 29. Izvesti dokaz Teoreme 9 slede�i korake dokaza Teoreme 7
i pokazati da Relativna Poenkareova lema obezbe�uje taqnost forme ∂ωt

∂t i

uslov Xt

∣∣
N
≡ 0 (odakle sledi φ

∣∣
N

= idN ). X

Darbuova teorema nam poma�e da doka�emo slede�e tvr�e�e.

Tvr�eǌe 9. Dejstvo grupe Ham(M) na povezanoj simplektiqkoj mno-
gostrukosti M je tranzitivno.

4 Dovo	no je dokazati da da Ham(M) dejstvuje tranzitivno na svakoj Dar-
buovoj koordinatnoj okolini. Zaista, neka su p, q ∈ M proizvo	ne taqke i
γ : [0, 1] → M put koji ih spaja. Krivu γ([0, 1]) mo�emo da pokrijemo Dar-
buovim koordinatnim kartama U1, U2, . . . , Uk, takvim da je p = γ(0) ∈ U1,
q = γ(1) ∈ Uk, Uj ∩ Uj+1 6= ∅. Ako p mo�emo da preslikamo Hamiltonovim
difeomorfizmom u taqku γ(t0) ∈ U1 ∩ U2 u istoj Darbuovoj okolini U1, onda
taj postupak mo�emo da ponovimo za taqke γ(t0) i γ(t1) ∈ U2 ∩U3 u Darbuovoj
okolini U3 itd; na kraju dobijamo Hamiltonov difeomorfizam koji je kom-
pozicija k tako konstruisanih Hamiltonovih difeomorfizama i koji slika
p u q.

Doka�imo da Ham(M) dejstvuje tranzitivno u Darbuovoj karti (U,ϕ).
Ne uma�uju�i opxtost, mo�emo da pretpostavimo da je ϕ(U) lopta. Neka
su p, q ∈ U proizvo	ne taqke. Taqku ϕ(p) ∈ R2n mo�emo da preslikamo
u ϕ(q) ∈ R2n translacijom. U Primeru 16 na str. 146 smo videli da je
translacija generisana vektorskim po	em X takvim da je Xyω = dh za neku
glatku funkciju h : R2n → R. Neka su V i W otvoreni skupovi koji sadr�e
du� [p, q], takvi da je

W ⊂ V ⊂ ϕ(U)
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i neka je χ : R2n → R glatka funkcija, takva da je

χ(x) =

{
1 x ∈W
0 x /∈ V.

Tada je funkcija H(x) := χ(x)h(x) glatka i jednaka h na W , pa je �om gener-
isan Hamiltonov put koji se u W ne razlikuje od onog generisanog funkci-
jom h, tj. vektorskim po	em X. Poxto je nosaq funkcije H sadr�an u V ,
funkcija ϕ∗H mo�e da se produ�i do glatke funkcije na M . Ona definixe
Hamiltonov difeomorfizam koji preslikava p u q. 5

Napomena 16. Mno�e�e Hamiltonijana H funkcijom χ u dokazu Tvr�e-
�a 9 je va�an postupak koji nam omogu�ava da Hamiltonov difeomorfizam
izmenimo u jednoj oblasti mnogostrukosti, a ostavimo ga neprome�enim u dru-
goj. Taj postupak mo�e da se iskoristi da se rexi slede�i zadatak. �

Zadatak 30. Dokazati da dovo	no mala kontraktibilna pet	a na torusu
T2 mo�e da se razdvoji od sebe Hamiltonovim difeomorfizmom. Uputstvo:
svaki simplektomorfizam je lokalno Hamiltonov; kontraktibilna pet	a ima
prosto povezanu okolinu. X

Napomena 17. Nekontraktibilna pet	a na torusu ne mo�e da se razd-
voji od sebe Hamiltonovim difeomorfizmom. Ova qi�enica nije trivijalna.
Primetimo da nekontraktibilna pet	a mo�e da se razdvoji od sebe simplekto-
morfizmom, tj. difeomorfizmom torusa T2 koji quva povrxinu. Na primer,
pet	a S1 × {1} ⊂ S1 × S1 mo�e da se razdvoji od sebe rotacijom

Rα : (eiθ1 , eiθ2) 7→ (eiθ1 , ei(θ2+α)).

Rotacija torusa je simplektomorfizam, koji nije Hamiltonov (ovo smo videli
u Primeru 18 na str. 147). Na nekontraktibilnu pet	u ne mo�emo da pri-
menimo metod rexe�a Zadatka 30 zato xto ona nema prosto povezanu okolinu.
�

2.4. Kompleksne i skoro kompleksne strukture. Kompleksna stru-
ktura na vektorskom prostoru V nad po	em R je linearno preslikava�e

J : V → V za koje va�i J2 = −idV ,

gde je J2 := J ◦ J . Iz
(−1)dim V = det (−idV ) = det (J2) = (det J)2

sledi da skoro kompleksna struktura postoji samo na vektorskim prostorima
parne dimenzije i da je |det J | = 1. Specijalno, J je linearni izomorfizam.

Primer 23. (Kompleksni vektorski prostori) Neka je V vektorski
prostor nad C i neka je dimC V = n. Tada je sa

J : V → V, Jv := iv

definisana kompleksna struktura na V . Preslikava�e J je izomorfizam, pa
ako je v1, . . . , vn baza u V , onda je i Jv1, . . . , Jvn baza. Prostor V mo�e da
se posmatra kao vektorski prostor nad R: mno�e�e skalarom V × R → V je
restrikcija mno�e�a V × C→ V . Vektori

{v1, . . . , vn, Jv1, . . . , Jvn} = {v1, . . . , vn, iv1, . . . , ivn}
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su linearno nezavisni nad R, jer bi u protivnom vektori v1, . . . , vn bili lin-
earno zavisni nad C, xto je nemogu�e poxto oni formiraju bazu. Odatle sledi
da je dimenzija prostora V , kao realnog vektorskog prostora, dimR V = 2n.
Sistem vektora

v1, . . . , vn, Jv1, . . . , Jvn

je jedna baza vektorskog prostora V nad R.
Obrnuto, ako je V vektorski prostor nad R parne dimenzije dimV = 2n,

onda na �emu postoji kompleksna struktura10 J : V → V , pa je sa

(a+ ib)v := av + bJv, a, b ∈ R, v ∈ V
definisano mno�e�e V ×C→ V kompleksnim skalarom, pa V ima i strukturu
vektorskog prostora nad C dimenzije dimC V = n. ]

Iz prethodnog primera sledi da realne vektorske prostore parne dimen-
zije na kojima je zadata kompleksna struktura mo�emo da identifikujemo sa
kompleksnim vektorskim prostorima dvostruko ma�e dimenzije. Specijalno,
grupa simetrija strukture (V, J), gde je V vektorski prostor nad R dimen-
zije 2n sa kompleksnom strukturom J je izomorfna grupi GL(n,C). Ona je
podgrupa grupe simetrija vektorskog prostora V , koja je izomorfna grupi
GL(2n,R): elementi grupe GL(n,C) su linearni izomorfizmi S : R2n → R2n

koji quvaju kompleksnu strukturu

J0 =

[
0 idn
−idn 0

]
tj. za koje va�i

S ◦ J0 = J0 ◦ S.
Inkluzija GL(n,C) ↪→ GL(2n,R) naziva se realnom reprezentacijom Lijeve
grupe GL(n,C). Ako preslikava�e S posmatramo kao preslikava�e S : Cn →
Cn i razdvojimo na realni i imaginarni deo, realna reprezentacija je zadata,
u matriqnom obliku, sa

S = A+ iB 7→
[

A B
−B A

]
.

Primer 24. (Kompleksifikacija) Ako je V realni prostor dimenzije
dimR V = n, onda je V ⊗C kompleksni vektorski prostor dimenzije dimC V ⊗
C = n. Ovaj prostor naziva se kompleksifikacijom vektorskog prostora V .
Iz Primera 23 sledi da V ⊗ C mo�e da se posmatra kao realni vektorski
prostor dimenzije dimR V ⊗ C = 2n sa prirodno definisanom kompleksnom
strukturom. ]

Definicija 25. Skoro kompleksna struktura na mnogostrukosti M je
familija kompleksnih struktura

Jp : TpM → TpM, J2
p = −idTpM

koja glatko zavisi od p. Drugim reqima, skoro kompleksna struktura je glatko
preslikava�e TM → TM koje je linearno na vlaknima (tj. morfizam raslo-
je�a), takvo da je J ◦ J = −idTM . Skoro kompleksna mnogostrukost je glatka
mnogostrukost na kojoj je zadata skoro kompleksna struktura. ♦

10Npr. definisana sa J : (v1, . . . , vn, w1, . . . , wn) 7→ (w1, . . . , wn,−v1, . . . ,−wn) za neku
bazu (v1, . . . , vn, w1, . . . , wn).
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Lema 12. Svaka skoro kompleksna mnogostrukost je orijentabilna i ima
parnu dimenziju.

4 Parnost dimenzije smo ve� dokazali u linearnom sluqaju, pa svaki tan-
gentni prostor TpM , a time i mnogostrukost M , ima parnu dimenziju.

Neka je dim M = 2n i neka su u svakoj koordinatnoj karti U data vektorska
po	a

X1, . . . , Xn : U → TUM ∼= TU,

takva da su za svako p ∈ U vektoriX1(p), . . . , Xn(p) ∈ TpM linearno nezavisni.
Kao xto smo videli u Primeru 23, X1, . . . , Xn, JX1, . . . , JXn je baza u TpM .
Matrica prelaska sa jedne tako konstruisane baze na drugu pripada grupi
GL(n,C), pa je, na osnovu poznate qi�enice iz Linearne algebre

S ∈ R2n×2n ∼= Cn×n ⇒ detR S = |detC S|2, (49)

�ena determinanta pozitivna. To nam omogu�ava da definixemo orijentisani
atlas {(Uλ, ϕλ)} na M , zahtevom da je za svako p

(ϕλ)∗(p)X1(p), . . . , (ϕλ)∗(p)Xn(p), (ϕλ)∗(p)JX1(p), . . . , (ϕλ)∗(p)JXn(p) (50)

orijentisana baza u R2n.
Ili, drugim reqima, za svako λ postoji 2n{forma µλ u R2n koja je poz-

itivna na bazi (50). Zbog (49) izbor takve forme ne zavisi od izbora takve
baze. Koriste�i razlaga�e jedinice, pomo�u familije {µλ}λ mo�emo da kon-
struixemo formu orijentacije na M . 5

Napomena 18. Tvr�e�e obrnuto tvr�e�u Leme 12 ne va�i; npr. sfera
S4 je orijentabilna i ima parnu dimenziju, ali ne dopuxta skoro kompleksnu
strukturu (teorema Eresmana i Hopfa). �

Definicija 26. Po analogiji sa definicijom holomorfnosti preslika-
va�a u Kompleksnoj analizi, kao svojstva C{linearnosti prvog izvoda, pres-
likava�e f : N → M skoro kompleksnih mnogostrukosti (N, JN ) i (M,JM )
nazivamo pseudo holomorfnim, ili, nekad, kra�e, holomorfnim ako je

Df ◦ JN = JM ◦Df.
Ako �elimo da podvuqemo o kojim se skoro kompleksnim strukturama radi,
koristimo termin (JN , JM ){holomorfna preslikava�a. Ako je N = Cn i JN
standardna kompleksna struktura na Cn i J kompleksna struktura na M ko-
ristimo i termin J{holomorfna preslikava�a. Specijalno, holomorfna kriva
je holomorfno preslikava�e f : Σ → M jednodimenzione kompleksne mno-
gostrukosti Σ u M . Jednodimenzione kompleksne mnogostrukosti nazivaju se
Rimanovim povrxima. ♦

Napomena 19. U dokazu Leme 12 smo videli da kompleksno linearna pres-
likava�a imaju svojstvo (49), odakle sledi da ona quvaju orijentaciju. Iz
istog razloga, (pseudo) holomorfna preslikava�a quvaju orijentaciju skoro
kompleksnih mnogostrukosti, ustanov	enu Lemom 12. �

Primer 25. Sfera S2 ima skoro kompleksnu strukturu, definisanu na
slede�i naqin. Posmatrajmo S2 na uobiqajeni naqin, kao podskup u R3. Poxto
je sfera orijentabilna, na �oj postoji po	e jediniqnih normalnih vektora

N : S2 → (TS2)⊥.
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Za svako p ∈ S2 sa

Jp : TpS2 → TpS2, Jp(X) := X ×N,
gde je × vektorski proizvod u R3, je dobro definisano linearno preslikava�e
koje zadovo	ava J2

p = −idTpS2 , dakle skoro kompleksna struktura na S2.
Oqigledno je da na isti naqin mo�emo da snabdemo kompleksnom struk-

turom svaku orijentabilnu povrx u R3.
Poznato je da vektorski proizvod mo�emo da identifikujemo sa mno�e�em

imaginarnih kvaterniona. Na sliqan naqin, koriste�i mno�e�e imaginarnih
Kejlijevih brojeva (oktava), mo�emo da definixemo skoro kompleksnu struk-
turu na svakoj orijentabilnoj hiperpovrxi u R7. Specijalno, sfera S6 ima
skoro kompleksnu strukturu.

Ovaj metod ne mo�emo da imitiramo u ostalim dimenzijama, jer je poznato
da na Rn postoji mno�e�e koje je bilinearno i u odnosu na koje su svi elementi
sem nule invertibilni ako i samo ako je n ∈ {1, 2, 4, 8}. Drugim reqima, realni
i kompleksni brojevi, kvaternioni i oktave su jedine algebre sa de	e�em
(ovo tvr�e�e su, nezavisno jedan od drugog, dokazali Kerver i Milnor 1958.
godine, metodama homotopske topologije).

Borel i Ser su, 1953. godine, dokazali da su jedine sfere koje dopuxtaju
skoro kompleksnu strukturu S2 i S6. Specijalni sluqaj tog tvr�e�a je teorema
Eresmana i Hopfa, spomenuta u Napomeni 18. ]

Tvr�eǌe 10. Na svakoj simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) postoji
kompleksna struktura J , takva da je

ω(X, JX) > 0 i ω(JY, JZ) = ω(Y,Z) (51)

za sve tangentne vektore X 6= 0, Y,Z.

4 Neka je 〈·, ·〉 proizvo	na Rimanova metrika na M . Poxto je ω nedegener-
isana i antisimetriqna, iz Risove teoreme o reprezentaciji bilinearnih
funkcionala sledi da postoji antisimetriqni izomorfizam rasloje�a

A : TM → TM, ω(X,Y ) = 〈AX,Y 〉.
Iz Linearne algebre nam je poznato da svaki invertibilni linearni operator

ima jedinstveno polarno razlaga�e A = PJ , gde je P =
√
AA> pozitivno

definitni simetriqni, a J = P−1A ortogonalni operator, tj.

〈PX,X〉 > 0 za X 6= 0 i 〈JX, JY 〉 = 〈X,Y 〉.
Nije texko videti da operatori P i A komutiraju11, a samim tim i P−1 i A.
Odatle sledi JP = PJ .

Iz antisimetriqnosti operatora A sledi

PJ = A = −A> = −(PJ)> = −(JP )> = −P>J> = −PJ>,
tj. J = −J>. Poxto je operator J ortogonalan, odatle dobijamo

J2 = −J>J = −id,

qime je dokazano da je J skoro kompleksna struktura.
Prva jednakost u (51) sledi iz

ω(X, JX) = 〈AX, JX〉 = 〈JPX, JX〉 = 〈PX,X〉

11Ako matrica A komutira sa matricom B, onda on komutira i sa svakom analitiqkom
funkcijom od B, f(B) =

∑∞
n=0 cnB

n, a kvadratni koren je analitiqka funkcija.
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i pozitivne definitnosti operatora P . Druga jednakost sledi iz definicije
operatora A, komutativnosti AJ = JA i ortogonalnosti operatora J . 5

Napomena 20. Obrnuto tvr�e�e ne va�i: u Primeru 25 smo videli da
sfera S6 dopuxta skoro kompleksnu strukturu, dok zbog H2

dR(S6) = 0 ne do-
puxta simplektiqku. �

Zadatak 31. Da li mnogostrukost S1 × S3 dopuxta

(a) skoro kompleksnu;
(b) simplektiqku

strukturu? X

Definicija 27. Ka�emo da je skoro kompleksna struktura saglasna sa
simplektiqkom formom ω ako je ispu�en uslov (51) Tvr�e�a 10. ♦

Ako je kompleksna struktura J saglasna sa ω, onda je ω(·, J ·) Rimanova
metrika na M .

Napomena 21. U dokazu Tvr�e�a 10 nismo koristili uslov dω = 0, xto
znaqi da to tvr�e�e va�i za svaku nedegenerisanu, ne obavezno zatvorenu,
formu ω ∈ Ω2(M). Neka je ∇ kovarijantni izvod u odnosu na Rimanovu
metriku 〈·, ·〉 = ω(J ·, ·). Tada je

dω(X,Y, Z) = 〈(∇XJ)Y,Z〉+ 〈(∇ZJ)X,Y 〉+ 〈(∇Y J)Z,X〉, (52)

gde je ∇V J : TM → TM kovarijantni izvod preslikava�a J : TM → TM ,
definisan sa

(∇V J)W := ∇V (JW )− J∇VW
(tj. uopxte�em Lajbnicovog pravila: ∇V (JW ) = (∇V J)W + J∇VW ). Speci-
jalno, na simplektiqkim mnogostrukostima je desna strana izraza (52) jednaka
nuli. �

Tvr�eǌe 11. Skup Jω svih skoro kompleksnih struktura na simplek-
tiqkoj mnogostrukosti (M,ω), saglasnih sa ω, ima strukturu kontrak-
tibilnog topoloxkog prostora.12

4 Neka je G skup Rimanovih metrika na M i

f : Jω → G, f(J) := ω(J ·, ·).

Neka je g : G → Jω preslikava�e konstruisano u dokazu Tvr�e�a 10 (ono
je dobro definisano zbog jedinstvenosti polarnog razlaga�a). Poxto je G
afini prostor, on je kontraktibilan, pa je f ◦ g ' idG . Iz konstrukcije
preslikava�a f i g sledi g ◦ f = idJ , pa je Jω ' G. 5

Zadatak 32. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost, J skoro kom-
pleksna struktura saglasna sa ω i N ⊂M skoro kompleksna podmnogostrukost
(tj. podmnogostrukost mnogostrukosti M , zatvorena u odnosu na mno�e�e sa
J : J(TN) ⊂ TN). Dokazati da je (N,ω

∣∣
N

) simplektiqka mnogostrukost. X

12Mo�e da se doka�e i vise: Jω je kontraktibilna beskonaqno dimenziona
mnogostrukost.
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Napomena 22. Ako je H ∈ C∞c (M) (autonomni) Hamiltonijan, �egovo
Hamiltonovo vektorsko po	e XH je definisano sa

ω(XH , Y ) = dH(Y ) za sve Y. (53)

Poxto je u prisustvu Rimanove metrike definisan gradijent ∇H, kao vek-
torsko po	e dualno (u odnosu na tu Rimanovu metriku) kovektorskom po	u
dH, tj.

dH(Y ) = ω(J∇H,Y ) za sve Y,

iz (53) sledi da je

XH = J∇H.
Specijalno, va�i XH⊥∇H. �

Zadatak 33. Neka je C zatvorena kriva na orijentisanoj povrxi (Σ, ω) i
neka je H : Σ→ R Hamiltonijan. Dokazati da je XH negde tangentno na C. X

2.5. Fluks homomorfizam. Neka je (M,ω) zatvorena (tj. kompaktna
bez granice) simplektiqka mnogostrukost. Kao i ranije, sa Symp0(M) oz-
naqavamo komponentu povezanosti grupe simplektomorfizama Symp(M) koja
sadr�i identiqko preslikava�e idM . Neka je

π : S̃ymp0(M)→ Symp0(M) (54)

univerzalno natkriva�e grupe Symp0(M). Znamo da univerzalno natkriva�e
topoloxkog prostora sa istaknutom taqkom mo�e da se realizuje kao skup
homotopskih klasa puteva sa fiksiranim krajevima. U konkretnom sluqaju,

S̃ymp0(M) je skup svih klasa ekvivalencije puteva ψt ∈ Symp0(M) (0 ≤ t ≤ 1)
u odnosu na relaciju ekvivalencije

ψt ∼ φt ⇐⇒ ψ1 = φ1 i ψt ' φt,

gde se pod homotopijom ' podrazumeva homotopija sa fiksiranim krajevima.
Projekcija (54) definisana je sa π([ψt]) = ψ)1.

Na S̃ymp0(M) mo�emo da zadamo strukturu grupe13 sa

[ψt] · [φt] := [ψt ◦ φt], (55)

ili, ekvivalentno, pomo�u nastav	a�a puteva:

[ψt] · [φt] := [ϑt], gde je ϑt :=

{
φ2t 0 ≤ t ≤ 1/2

ψ2t−1 ◦ φ1 1/2 ≤ t ≤ 1.
(56)

Lako se vidi da je ψt ◦ φt ' ϑt sa fiksiranim krajevima.

Definicija 28. Fluks homomorfizam je preslikava�e

F : S̃ymp0(M)→ H1
dR(M), F ([ψt]) :=

∫ 1

0

[Xtyω] dt, (57)

gde je Xt = dψt
dt ◦ ψ

−1
t simplektiqko vektorsko po	e definisano putem ψt. ♦

13Ovo va�i u opxtem sluqaju, na isti naqin se zadaje struktura grupe na univerzalnom
natkriva�u proizvo	ne Lijeve grupe.
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Da bismo videli da je ova definicija dobra, primetimo da iz Stoksove
teoreme sledi da je, za povezanu mnogostrukost M , H1

dR(M) ∼= Hom(π1(M),R);
ova identifikacija14 se ostvaruje sa

H1
dR(M) 3 [σ] 7→

∫
S1
γ∗σ,

gde je γ : S1 ∼= R/2πZ → M glatki predstavnik klase [γ] ∈ π1(M). Tako se
fluks homomorfizam identifikuje sa homomorfizmom π1(M)→ R

γ 7→
∫ 1

0

∫ 1

0

ω(Xt(γ(s)), γ̇(s)) dtds. (58)

Poxto je vektorsko po	e Xt simplektiqko, forma Xtyω je zatvorena, pa desna
strana u (58) zavisi samo od homotopske klase pet	e γ. Poka�imo i da ona
zavisi samo od homotopske klase puta ψt sa fiksiranim krajevima. Neka je

c : S1 × [0, 1]→M, c(s, t) = ψ−1
t (γ(s))

cilindar dobijen evolucijom pet	e γ(s) du� simplektiqkog puta ψ−1
t . Difer-

encira�em izraza ψt(c(s, t)) = γ(s) dobijamo

˙γ(s) = (ψt)∗
∂c

∂s
, Xt(γ(s)) = (ψt)∗

∂c

∂s
,

pa izraz (58) mo�e da se napixe kao

γ 7→
∫∫

S1×[0,1]

c∗ω.

Iz Stoksove teoreme sledi da desna strana ovog izraza zavisi samo od ho-
motopske klase cilindra c qije su baze pet	e γ i ψ−1

1 ◦ γ, pa se ne me�a
ako se put ψt varira u istoj homotopskoj klasi sa fiksiranim krajevima.
Time je pokazano da je preslikava�e F dobro definisano. Da je ono homo-
morfizam se vidi iz definicije mno�e�a (56), definicije fluksa (57) i
smene promen	ive u integralu. Ili, na drugi naqin, pomo�u definicije
mno�e�a (55) i qi�enice da je, ako su Xt i Yt simplektiqka vektorska po	a
definisana putevima ψt i φt, put ψt◦φt generisan simplektiqkim vektorskim
po	em Xt + (ψt)∗Yt.

Napomena 23. Ako je M nekompaktna simplektiqka mnogostrukost, na
isti naqin se definixe fluks homomorfizam

F : Sympc0(M)→ H1
dR,c(M)

gde je H1
dR,c(M) de Ramova kohomologija sa kompaktnim nosaqem. Definicija

u sluqaju kompaktne mnogostrukosti je specijalni sluqaj ove definicije, jer
je tada Sympc0(M) = Symp0(M) i H1

dR,c(M) = H1
dR(M). �

Zadatak 34. Dokazati da je u kotangentnom rasloje�u, ili, opxtije, na
svakoj taqnoj simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) (tj. takvoj da je sim-
plektiqka forma ω = −dλ za neku 1{formu λ),

F ([ψt]) = [λ− ψ∗1λ]

14Za povezano M relacija H1
(
M ;G) ∼= Hom(π1(M), G) va�i za svaku Abelovu grupu G.

Ovo sledi iz Formule univerzalnih koeficijenata i Hureviqeve teoreme o vezi izme�u
grupa Hn(M,Z) i πn(M) za n = 1.
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za svaki put ψt ∈ ψt ∈ Sympc0(M). Primetimo da iz Stoksove teoreme sledi
da taqna simplektiqka mnogostrukost ne mo�e da bude zatvorena, tako da nam
je u ovom zadatku neophodna definicija fluksa iz Napomene 23. X

Teorema 10. Simplektomorfizam ψ ∈ Sympc0(M) je Hamiltonov ako i
samo ako postoji put

[0, 1]→ Symp0(M), ψ0 = idM , ψ1 = ψ

takav da je F ([ψt]) = 0.

4 (⇒) Ako je ψt Hamiltonov put i Xt �ime definisano Hamiltonovo po	e,
onda je Xtyω taqna forma, pa je F ([ψt]) = 0.

(⇐) Neka je ψt put u Sympc0(M) koji spaja idM i ψ, takav da je F ([ψt]) = 0.
Dokaza�emo da je on homotopski ekvivalentan, sa fiksiranim krajevima, putu
u Ham(M).

Neka je Xt simplektiqko vektorsko po	e definisano putem ψt. Po pret-
postavci, forma ∫ 1

0

Xtyω dt ∈ Ω1
c(M)

definixe trivijalnu klasu u H1
dR,c(M), tj.∫ 1

0

Xtyω dt = dF

za neku funkciju K ∈ C∞c (M). Ona definixe Hamiltonov tok φKt koji je
autonoman, pa je φKs+t = φKs ◦ φKt . Specijalno, (φKs )−1 = φK−s. Poxto je

(φK1 )−1 = (φK−1) Hamiltonov difeomorfizam, dovo	no je da doka�emo da je

difeomorfizam ϕ = (φK1 )−1 ◦ ψ Hamiltonov. Put

ϕt :=

{
ψ2t 0 ≤ t ≤ 1/2

φK1−2t ◦ ψ 1/2 ≤ t ≤ 1

u Sympc0(M) spaja idM i ϕ. Mo�emo, posle reparametrizacije ukoliko je
potrebno (videti Zadatak 15 na str. 147), da pretpostavimo da je on generisan
simplektiqkim vektorskim po	em Yt, takvim da je∫ 1

0

Yt dt = 0.

Neka je

Zt := −
∫ t

0

Yu du.

Poxto je

d(Ztyω) = −
∫ t

0

d(Yuyω) du = 0

po	e Zt je simplektiqko. Neka je, za fiksirano t, χs,t ∈ Sympc0(M) �ime
generisan put simplektomorfizama. Poxto je Z0 = Z1 = 0, sledi da je χs,0 =
χs,1 = idM .

Iz qi�enice da je F homomorfizam i da zavisi samo od homotopske klase
puta, sledi da je, za svako T ∈ [0, 1]

F ([χ1,t ◦ ϕt]0≤t≤T ) = [ZT yω] +

∫ T

)

[Ytyω] dt = 0.
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To znaqi da je, ako je Vt simplektiqko vektorsko po	e koje generixe put χ1,t ◦
ϕt, forma ∫ T

0

Vtyω dt ∈ Ω1
c(M)

taqna za svako T , tj. da je ∫ T

0

Vtyω dt = dGT

za neko GT ∈ C∞c (M). Diferencira�em po T zak	uqujemo da je Vtyω taqna
forma, tj. da je χ1,t ◦ ϕt Hamiltonov put. Specijalno, ϕ1 = χ1,1 ◦ ϕ1 je
Hamiltonov difeomorfizam. 5

Posledica 6. Neka je ψt put u Sympc0(M), takav da je F ([ψt]) = 0. Tada
je ψt homotopan, sa fiksiranim krajevima, putu u Ham(M).

4 Dokaz je sadr�an u dokazu Teoreme 10. 5

Posledica 7. Ham(M) je normalna podgrupa grupe Sympc0(M).

4 Ovo je drugi naqin da se doka�e Posledica 3 na str. 148. Jezgro homomor-
fizma grupa je uvek normalna podgrupa; eksplicitnije, ako je ψt Hamiltonov
tok, a φt put u Sympc0(M) koji polazi iz φ0 = idM , onda je

F ([φt ◦ ψt ◦ (φt)
−1]) = 0,

pa je, na osnovu Teoreme 10, φ1 ◦ ψ1 ◦ (φ1)−1] Hamiltonov difeomorfizam. 5

Definicija 29. Slika homotopskih klasa pet	i

Γω := F (π1(Sympc0(M))) ⊂ H1
dR,c(M)

pri fluks homomorfizmu F naziva se Fluks grupom ili Kalabijevom grupom
mnogostrukosti (M,ω). ♦

Teorema 10 daje kriterijum, u terminima fluksa, za postoja�e Hamil-
tonovog toka za simplektomorfizam ψ, takvog da je ψ1 = ψ. Konkretan put
ψt ∈ Sympc0(M) koji spaja ψ1 i idM ne mora da bude Hamiltonov tok, i ako
ψ1 jeste Hamiltonov difeomorfizam. Karakterizaciju Hamiltonovih difeo-
morfizama pomo�u fluksa, u ovakvim sluqajevima, daje slede�a teorema.

Teorema 11. Neka je ψt put u Sympc0(M), takav da je ψ0 = idM . Tada je
ψ1 Hamiltonov difeomorfizam ako i samo ako je F ([ψt]) ∈ Γω.

4 (⇒) Ako je ψ1 ∈ Ham(M), onda postoji Hamiltonov tok φt, takav da je φ1 =
ψ1. Iz Posledice 6 sledi da postoji pet	a u klasi [(φt)

−1◦ψt] ∈ π1(Sympc0(M))
takva da je F ([(φt)

−1]) = 0, pa je F ([(φt)
−1 ◦ ψt]) = F ([ψt]), pa je F ([ψt]) ∈ Γω.

(⇐) Ako je F ([ψt]) ∈ Γω onda postoji pet	a ϕt u Sympc0, takva da je
F ([ψt]) = F ([ϕt]). Neka je φt put u Sympc0(M), takav da je φ0 = idM , φ1 = ψ1 i
[(φt)

−1 ◦ ψt] = [ϕt]. Poxto je

F ([ψt]) = F ([ϕt]) = F ([(φt)
−1]) + F ([ψt]),

zak	uqujemo da je F ([φt]) = 0, pa iz Teoreme 10 sledi da je φ1 = ψ1 Hamiltonov
difeomorfizam. 5

Posledica Teoreme 11 je Teorema 5 na str. 149; ovde je izdvajamo u slede�oj
formulaciji:
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Posledica 8. Neka je ψt put u Ham(M). Tada je

dψt
dt
yω ∈ Ω1

c(M)

taqna forma.

4 Mo�emo da pretpostavimo da je φ0 = idM ; u protivnom bismo posmatrali
put ψ−1

0 ◦ ψt. Primetimo da tvr�e�e nije trivijalno ni u ovom sluqaju: za
svako s ∈ [0, 1] difeomorfizam ψs mo�e da se spoji sa idM Hamiltonovim
tokom φt,s. Mi treba da doka�emo da je i sam put ψt Hamiltonov tok.

Neka je χs,t pet	a u Sympc0(M) dobiena nadoveziva�em puta ψt za 0 ≤ t ≤ s
i Hamiltonovog toka φt,s koji spaja idM sa ψs (reparametrizujemo ove tokove
tako da dobijemo pet	u, tj. da parametar raste od idM do ψs, a zatim opet
raste od ψs do idM . Poxto je φt,s Hamiltonov tok, �egov fluks je nula, pa je
F ([ψt]0≤t≤s) ∈ Γω.

Iz (58) sledi da se vrednost fluksa na pet	i u Sympc0(M) dobija kao in-
tegral simplektiqke forme ω po torusu T2 ↪→M , pa je skup �egovih mogu�ih
vrednosti podskup skupa

{〈[ω], j∗[T2]〉}〈[ω], H2(M ;Z)〉,

gde je za j : T2 ↪→ M sa j∗[T2] oznaqena slika fundamentalne klase [T2] ∈
H2(T2;Z) pri preslikava�u j∗ : H2(T2;Z) → H2(M ;Z), a sa 〈[ω], j∗[T2]〉 vred-
nost kohomoloxke klase [ω] na homoloxkoj klasi j∗[T2], tj.

∫
T2 j
∗ω. Poxto je

skup 〈[ω], H2(M ;Z)〉 prebrojiv, odatle sledi da je Γω diskretan skup, pa je

s 7→ F ([ψt]0≤t≤s) ∈ Γω ⊂ H1
dR,c(M)

konstantno preslikava�e. Poxto je za s = 0 ono jednako nuli, sledi da je za
svako s ∈ [0, 1] forma ∫ s

0

Xtyω dt ∈ Ω1
c(M)

(gde je Xt simplektiqko vektorsko po	e koje generixe ψt) taqna. Diferenci-
ra�em po s zak	uqujemo da je Xsyω taqna forma. 5

2.6. Lagran�eve podmnogostrukosti. Ve� smo se susreli sa defini-
cijom Lagran�evih podmnogostrukosti: ako je (M,ω) simplektiqka mnogo-
strukost dimenzije 2n, onda je podmnogostrukost L Lagran�eva ako je �ena
dimenzija n i ω(X,Y ) = 0 za svaki par X, Y vektora tangentnih na L. Iz
nedegenerisanosti simplektiqke forme sledi da je n maksimalna dimenzija
podmnogostrukosti na kojoj se simplektiqka forma anulira; Lagran�eve mno-
gostrukosti su, dakle, maksimalne u tom smislu.

Primer 26. Svaka glatka regularna kriva na dvodimenzionoj simplek-
tiqkoj mnogostrukosti (orijentabilnoj povrxi) je Lagran�eva podmnogostru-
kost. Specijalno, S1 je Lagran�eva mnogostrukost u C ∼= T ∗R. Poxto je
standardna simplektiqka forma na Cn ∼= T ∗Rn data kao direktan proizvod,
sledi da je torus Tn ∼= (S1)n Lagran�eva podmnogostrukost u Cn. Poxto je,
na osnovu Darbuove teoreme, svaka simplektiqka mnogostrukost lokalno euk-
lidska, sledi da u okolini proizvo	ne taqke simplektiqke mnogostrukosti
postoji Lagran�eva podmnogostrukost { Lagran�ev torus. ]
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Primer 27. Poka�imo da je podmnogostrukost Mc iz Arnold{Liuvilove
teoreme (Teorema 6 na str. 151) Lagran�eva podmnogostrukost.

Po pretpostavci, c je regularna taqka preslikava�a F , pa je Mc mno-
gostrukost na osnovu Teoreme o rangu (Posledica 1 na str. 7).

Poxto je, zbog nedegenerisanosti simplektiqke forme, preslikava�e

TM → T ∗M, X 7→ Xyω

izomorfizam, iz nezavisnosti diferencijala dF1, . . . , dFn sledi nezavisnost
Hamiltonovih vektorskih po	a XF1

, . . . , XFn , pa ona daju bazu tangentnog
prostora TpMc za svako p ∈ Mc. Odatle sledi da je dim Mc = n. Poxto
je

ω(XFj , XFk) = {Fj , Fk} = 0

Mc je Lagran�eva podmnogostrukost. ]

Primer 28. Videli smo da na kotangentnom rasloje�u T ∗M postoji ka-
nonska simplektiqka struktura ω0 = −dλ, gde je λ Liuvilova 1{forma. Ako
je sama mnogostrukost M simplektiqka, sa simplektiqkom formom ωM , onda
se pomo�u izomorfizma

Φ : TM → T ∗M, Φ : V 7→ V yωM

i simplektiqke forme ω0 na T ∗M zadaje simplektiqka forma ω1 := Φ∗ω0 i
na TM .

Neka je X : M → TM seqe�e tangentnog rasloje�a, tj. vektorsko po	e
na M . Tada je X(M) ⊂ TM podmnogostrukost dimenzije 1

2 dim TM . Ova
podmnogostrukost je Lagran�eva (kao podmnogostrukost simplektiqke mno-
gostrukosti (TM,ω1)) ako i samo ako je vektorsko po	e X simplektiqko (kao
vektorsko po	e na simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ωM ). Ovo je analogija
Primera 8 na str. 133. ]

Zadatak 35. Oznake i pojmovi u ovom zadatku odnose se na Primer 28.
(a) Dokazati da je simplektiqka forma ω1 iz taqna, xto nam omogu�ava da

definixemo taqne Lagran�eve podmnogostrukosti u tangentnom rasloje�u
TM simplektiqke mnogostrukosti M .

(b) Dokazati da je X(M) taqna Lagran�eva podmnogostrukost ako i samo
ako je vektorsko po	e X Hamiltonovo. X

Pojam taqne Lagran�eve podmnogostrukosti ima smisla u taqnoj sim-
plektiqkoj mnogostrukosti, tj. simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) gde je
ω = dα za neku 1{formu α. Forma α se u tom sluqaju naziva simplektiqkim
potencijalom.

Lako je videti da ne postoji kompaktna taqna Lagran�eva podmnogostru-
kost u C { ako je ι : S1 → C ulaga�e i λ = pdq Liuvilova forma u C, iz
Stoksove teoreme sledi da ι∗λ ne mo�e da bude taqna forma. Netrivijalan
rezultat, koji je dokazao Gromov u [33], je da ne postoji kompaktna taqna La-
gran�eva mnogostrukost u Cn ni za jedno n.

Primetimo da spomenuti Gromov	ev rezultat ne va�i bez pretpostavke o
kompaktnosti: kao xto smo videli u paragrafu o kotangentnim rasloje�ima,
postoji mnogo primera nekompaktnih taqnih Lagran�evih podmnogostrukosti
u T ∗Rn ∼= Cn. Tako�e, rezultat o nemogu�nosti taqnog Lagran�evog ulaga�a
mnogostrukosti u Cn ne prenosi se na imerzije; npr. S1 mo�e da se ulo�i u
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C kao taqna Lagran�eva imerzija, kao ,,osmica". Da bi ,,osmica" bila taqna
Lagran�eva imerzija, potrebno je i dovo	no da dva kruga od kojih je saqi�ena
imaju iste povrxine { tada je integralom Liuvilove forme du� krive dobro
definisana �ena primitivna funkcija. Ovu konstrukciju uopxtava slede�i
primer.

Primer 29. (Vitnijeva imerzija) Posmatrajmo sferu Sn kao skup

Sn := {(x, y) ∈ Rn × R | ‖x2‖+ y2 = 1} ⊂ Rn+1

�en tangentni prostor je

T(x,y)Sn = {(X,Y ) ∈ Rn × R | x ·X + yY = 0}. (59)

Preslikava�e

W : Sn → Cn, W(x, y) = (1 + iy)x

ima izvod

W∗(x, y) : T(x,y)Sn → Cn, (X,Y ) 7→ X + i(yX + xY ).

Oqigledno je da je (X,Y ) ∈ kerW∗(x, y) ako i samo ako je X = 0 i Y = 0,
xto znaqji da je W imerzija. Primetimo da je W na komplementu Ju�nog i
Severnog pola sfere bijekcija i da se oba pola slikaju u nulu, paW ima jednu
dvostruku taqku.

Vrednost simplektiqke forme na tangentnom prostoru (59) mo�e da se
izraquna eksplicitno:

ω(X1 +i(yX1 +xY1), X2 +i(yX2 +xY2)) = (X1 ·(yX2 +xY2)−X2 ·(yX1 +xY1)) = 0.

Odatle sledi da je imerzijaW Lagran�eva, a poxto je π1(Sn) = 0 za n > 1 ona
je za te n taqna Lagran�eva. Za n = 1 kriva W(S1) lako mo�e da se skicira
i da se vidi da se radi o ,,osmici" koja opisuje dva kruga jednake povrxine,
odakle sledi da je W taqna Lagran�eva imerzija i u tom sluqaju. ]

Primer 30. Krug S1 je jedina sfera Sn koja mo�e da se ulo�i kao La-
gran�eva podmnogostrukost u Cn, bez zahteva taqnosti: za n > 1 sfera Sn je
prosto povezana, pa je svaka zatvorena 1{forma na �oj taqna. Ako je sfera Sn
Lagran�eva, onda je na �oj dλ = ω = 0, pa je λ taqna forma. To znaqi da je
svaka Lagran�eva sfera dimenzije n > 1 taqna Lagran�eva podmnogostrukost,
pa iz Gromov	eve teoreme sledi da ne mo�e da se ulo�i u Cn.

U opxtem sluqaju, sfera Sn proizvo	ne dimenzije mo�e da se realizuje
kao Lagran�eva podmnogostrukost simplektiqke mnogostrukosti dvostruko
ve�e dimenzije. L. Polteroviq je u [11] dao slede�u konstrukciju. Neka je
ωFS Fubini{Studijeva simplektiqka forma na CPn (videti Primer 12 na
str. 141), ω0 standardna simplektiqka forma na Cn+1 i neka je M = CPn ×
Cn+1 simplektiqka mnogostrukost sa simplektiqkom formom π∗1ωFS + π∗2ω0,
gde su

π1, : M → CPn, π2 : M → Cn+1

projekcije na prvu i drugu komponentu. Znamo da projektivni prostori mogu
da se posmatraju kao baze glavnog rasloje�a

S1 → S2n+1

π ↓
CPn
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(videti Primer 42 na str. 115). Iz definicije Fubini{Studijeve forme
sledi da je preslikava�e

ι : S2n+1 →M, ι(z) = (π(z), z) (60)

Lagran�evo ulaga�e. Pomo�u �ega mo�emo da konstruixemo jox dva La-
gran�eva ulaga�a: ulaga�e sfere S2n+1 u torus CPn × T2(n+1) (koriste�i
qi�enicu da je sfera kompaktna i prelaskom na koliqnih u drugoj komponenti
M) i projektivnog prostora CPn u CPn × CPn (prelaskom na odgovaraju�i
koliqnik u domenu i kodomenu). Specijalno, sfera S2 mo�e da se ulo�i kao
Lagran�eva podmnogostrukost u CP 1 × CP 1.

U vezi sa ovim primerima Lagran�evog ulaga�a sfera interesantno je
spomenuti rezultat P. Sajdela [47] da sfera Sn ne mo�e da se ulo�i u CPn
kao Lagran�eva podmnogostrukost. Opxtije, ako kompaktna n{dimenziona
mnogostrukost L mo�e da se ulo�i kao Lagran�eva podmnogostrukost u CPn,
onda je H1(L;Z2(n+1)) 6= 0.

Biran i �ilibak su dokazali u [16] da ako kompaktna 2n{dimenziona
mnogostrukost L mo�e da se ulo�i u CPn × CPn kao Lagran�eva podmno-
gostrukost, onda je H1(L;Z) 6= 0 ili H2(L;Z) 6= 0. Specijalno, jedino La-
gran�evo ulaga�e sfere u proizvod projektivnih prostora iste dimenzije je
ve� spomenut sluqaj dvodimenzione sfere. ]

Primer 31. (Fiksne taqke antisimplektiqkih involucija) Neka
je f antisimplektiqka involucija simplektiqke mnogostrukosti (M,ω), tj.
preslikava�e f : M →M koje zadovo	ava

f∗ω = −ω i f ◦ f = idM , (61)

i neka je L skup �enih fiksnih taqaka:

L = {p ∈M | f(x) = x}.

Tada je L Lagran�eva podmnogostrukost ili prazan skup15.
Zaista, ako za trenutak poverujemo da je L podmnogostrukost dimenzije

n = 1
2 dim M , na slede�i naqin mo�emo da vidimo da je ona Lagran�eca. Ako

sa ι : L→M oznaqimo inkluziju, onda je f ◦ ι = ι (poxto je f
∣∣
L

= idL) pa je,

ι∗ω = (f ◦ ι)∗ω = ι∗ ◦ f∗ω = −ι∗ω,

pa je ι∗ω = 0.
Doka�imo sada da je L podmnogostrukost dimenzije n. Primetimo prvo

da iz (61) sledi da je f = f−1 i, specijalno, da je f difeomorfizam. Mo�emo
da pretpostavimo da je f i izometrija u odnosu na neku Rimanovu metriku
na M { izaberimo proizvo	nu Rimanovu metriku 〈·, ·〉; tada je 〈·, ·〉 + f∗〈·, ·〉
Rimanova metrika u odnosu na koju je (zbog f2 = idM ), f izometrija16.

15Skup fiksnih taqaka antisimplektiqke involucije zaista mo�e da bude prazan:
difeomorfizam torusa S1 × S1, (θ1, θ2) 7→ (−θ1, θ2 + π) je antisimplektiqka involucija
bez fiksnih taqaka.

16Zbog involutivnosti, preslikava�e f mo�e da se posmatra kao dejstvo grupe Z2 na
M , a konstruisana Rimanova metrika kao usred�ava�e proizvo	ne metrike po tom dejstvu;
sliqno bismo postupili u sluqaju dejstva proizvo	ne kompaktne topoloxke grupe, uz pomo�
Harove mere na �oj.
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Ako je x ∈ L, onda je f(x) = x, pa je (f∗(x))2 = IdTxM . Odatle sledi da u
nekoj bazi prostora TxM matrica preslikava�a f∗(x) ima oblik

[f∗(x)] =

[
In 0
0 −In

]
,

gde je In jediniqna n × n matrica. Zaista, ako je A involutivna matrica,
tj. A2 = Im, onda A ponixtava polinom p(λ) = (λ − 1)(λ + 1). Odatle sledi
da minimalni polinom matrice A deli polinom p, pa se i on razla�e na
linearne faktore. To je dovo	no da se zak	uqi da matrica A mo�e da se
dijagonalizuje; dijagonalni elementi su nule minimalnog polinoma, pa je

A =

[
Ik 0
0 −Im−k

]
.

U sluqaju matrice [f∗(x)] je m = 2n i, zbog uslova f∗ω = −ω, k = m− k = n.
Neka je X ∈ TxM tangentni vektor za koji je f∗(x)X = X i γ jedinstvena

geodezijska linija odre�ena uslovima

γ(0) = x, γ̇(0) = X (62)

parametrizovana prirodnim parametrom. Poxto izometrija slika geodezi-
jske linije u geodezijske linije, a geodezijske linije su jednoznaqno odre�ene
poqetnim uslovima (62), sledi da je f ◦ γ = γ, tj. γ(t) ⊂ L. To znaqi da
eksponencijalno preslikava�e slika n{dimenzioni potprostor

{X ∈ TxM | f∗(x)X = X} ⊂ TxM
u L, qime je dokazano da je L podmnogostrukost dimenzije n. ]

Zadatak 36. Koriste�i ideju iz Primera 31 dokazati da je skup fik-
snih taqaka izometrije Rimanove mnogostrukosti totalno geodezijska podmno-
gostrukost. X

Zadatak 37. Dokazati da je skup fiksnih taqaka proizvo	ne glatke in-
volucije unija povezanih glatkih zatvorenih podmnogostrukosti, u opxtem
sluqaju razliqitih dimenzija. X

Primer 32. Kompleksna konjugacija z 7→ z u Cn+1 definixe antisim-
plektiqku involuciju na simplektiqkoj mnogostrukosti CPn sa Fubini{Stu-
dijevom simplektiqkom formom. Skup fiksnih taqaka ove involucije je re-
alni projektivni prostor RPn ⊂ CPn, tj. slika π(Rn+1) pri projekciji

π : Cn+1 → CPn.
Opxtije, ako je M ⊂ CPn glatki kompleksni projektivni varijetet (videti
Primer 12 na str. 141) zadat polinimima sa realnim koeficijentima, onda je
realni projektivni varijetet M ∩RPn Lagran�eva podmnogostrukost u M . ]

Zadatak 38. Koriste�i Primer 31 dokazati da je preslikava�e (60) La-
gran�evo ulaga�e. X

Slede�e tvr�e�e je va�no uopxte�e Darbuove teoreme.

Teorema 12. (Vejnstejn) Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i
L ⊂M kompaktna Lagran�eva podmnogostrukost. Neka je ω0 kanonska sim-
plektiqka forma na T ∗L, dobijena diferencira�em Liuvilove forme. Tada
postoje otvorena okolina U ⊃ L i otvorena okolina V ⊂ T ∗L nultog seqe�a
0L ∼= L, takve da su mnogostrukosti (U, ω) i (V, ω0) simplektomorfne.
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4 Neka je J skoro kompleksna struktura na L, saglasna sa ω. Iz qi�enice da
je podmnogostrukost L Lagran�eva sledi da je

TLM ∼= TL⊕ JTL, (63)

pa je ν L ∼= JTL. Po Teoremi o cevastoj okolini, neku okolinu U podmno-
gostrukosti L mo�emo da identifikujemo sa okolinom nultog seqe�a raslo-
je�a JTL.

Primetimo da rasloje�a TL, JTL i T ∗L nad L imaju isti rang. Defin-
iximo preslikava�e

ψ : JTL→ T ∗L, X 7→ Xyω. (64)

Ako je ψ(Y ) = 0 za neko Y = JX ∈ JTL, onda je 0 = ω(X,Y ) = ω(X, JX), xto
je, zbog saglasnosti J i ω, mogu�e samo zaX = 0. To znaqi da je ψ izomorfizam
vektorskih rasloje�a. Ako identifikujemo okolinu nultog seqe�a u JTL sa
cevastom okolinom U podmnogostrukosti L u M , mo�emo da smatramo da je ψ
preslikava�e definisano na U . Neka je V = ψ(U). Poxto preslikava�e ψ
natkriva identiqko preslikava�e idL i linearno je na vlaknima, �egov izvod
na paru vektora X ⊕ Y iz (63) je ψ∗(X ⊕ Y ) = X ⊕ ψ(Y ), pa je

ψ∗ω0(X1 ⊕ Y1, X2 ⊕ Y2) = ω0(X1 ⊕ ψ(Y1), X2 ⊕ ψ(Y2)). (65)

Iz definicije kanonske simplektiqke forme na T ∗L (koja uopxtava Primer 1
na str. 123), i definicije (64) preslikava�a ψ sledi da je

ω0(X1 ⊕ ψ(Y1), X2 ⊕ ψ(Y2)) = ψ(Y2)X1 − ψ(Y1)X2 = ω(X1 ⊕ Y1, X2 ⊕ Y2). (66)

Iz (65) i (66) sledi da je ψ∗ω0 = ω na TLM , qime je, na osnovu relativne
Darbuove teoreme (Teorema 9 na str. 158) dokaz zavrxen. 5

Napomena 24. Direktna suma u (63) je ortogonalna u odnosu na Rimanovu
metriku ω(J ·, ·).

Ako je Lagran�eva podmnogostrukost L podskup nekog nivoa glatke fun-
kcije H : M → R, tj. L ⊂ H−1(c) za neku konstantu c ∈ R, onda je ∇H⊥L,
(poxto je ∇H⊥H−1(c)), pa je Hamiltonovo vektorsko po	e XH tangentno na
L (videti Napomenu 22 na str. 165). Ovo tvr�e�e poznato je i kao Hamilton{
Jakobijeva teorema. Iz �e sledi da je podmnogostrukost L invarijantna u
odnosu na Hamiltonov tok generisan takvim Hamiltonijanom.

Specijalno, ako L zadato kao seqe�e taqne forme dS u kotangentnom raslo-
je�u T ∗N (videti Primer 8 na str. 133), Hamilton{Jakobijeva teorema glasi

H(q, dS) = c, (67)

gde su (q, p) lokalne koordinate u T ∗N . Jednaqina (67) naziva se Hamilton{
Jakobijevom jednaqinom. Ova parcijalna diferencijalna jednaqina povezuje
Hamiltonijan H generixu�u funkciju S taqne Lagran�eve podmnogostruko-
sti dobijene pomo�u seqe�a kotangentnog rasloje�a i sadr�ane u nekoj hiper-
povrxi H = c.

U Primeru 27 na str. 170 smo videli da su podmnogostrukosti Mc o ko-
jima je req u Arnold{Liuvilovoj teoremi (Teorema 6 na str. 151) Lagran�eve.
Iz Hamilton{Jakobijeve teoreme sledi da su one invarijantne u odnosu na
Hamiltonove tokove ϕF1

t , . . . , ϕFnt definsane Hamiltonijanima F1, . . . , Fn o ko-
jima je req u Arnold{Liuvilovoj teoremi. Ako je Mc kompaktna, ovi tokovi
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su definisani za svako t. Iz pretpostavke o involutivnosti prvih integrala
i Posledice 4 na str. 149 sledi

[XFj , XFk ] = {Fj , Fk} = 0,

pa je17

ϕFja ◦ ϕ
Fk
b = ϕFkb ◦ ϕ

Fj
a za sve a, b ∈ R.

Odatle sledi da je sa

(t, x) 7→ t · x := ϕF1
t1 ◦ . . . ◦ ϕ

Fn
tn (x), za t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn, x ∈Mx (68)

definisano dejstvo Abelove grupe (Rn,+) na Mc.
Doka�imo da je ovo dejstvo tranzitivno. Poxto su, kao xto smo videli u

Primeru 27, vektorska po	a XF1
, . . . , XFn linearno nezavisna, za svako fik-

sirano x ∈ Mc preslikava�e (68) je lokalni difeomorfizam, pa je �egova
slika otvoren skup u Mc. To znaqi da su orbite dejstva (68) disjunktni
otvoreni podskupovi. Ako je Mc povezana, odatle sledi da postoji samo jedna
orbita, tj. da je dejstvo tranzitivno.

Neka je Σx stabilizator taqke x ∈Mc. Poxto je dejstvo (68) glatko, skup
Σx je diskretna podgrupa grupe (Rn,+), tj.

Σx ∼= {m1e1 + . . .+mken | m1 . . . ,mk ∈ Z} ∼= Zk,

pa je

Mc
∼= Rn/Zk ∼= Rn−k × Tk.

Poxto je Mc kompaktna, sledi da je k = n, tj. Mc
∼= Tn, qime smo dokazali

ovo tvr�e�e iz Arnold{Liuvilove teoreme. �

Zadatak 39. Zavrxiti dokaz Arnold{Liuvilove teoreme na slede�i na-
qin. Neka je x0 ∈Mc fiksirana taqka. Iz tranzitivnosti dejstva (68) sledi
da za proizvo	nu taqku x ∈Mc postoji tx ∈ Rn takvo da je x = tx ·x0. Dokazati
da su sa

θ(x) := tx (mod ()Zn) ∈ Tn

dobro definisane koordinate θ = (θ1, . . . , θn) na Mc koje zadovo	avaju posled-
�e tvr�e�e Arnold{Liuvilove teoreme. X

Napomena 25. Podmnogostrukost L dimenzije n u 2n{dimenzionoj skoro
kompleksnoj mnogostrukosti (M,J) za koju va�i (63), bez zahteva ortogonal-
nosti te sume (qak i bez prisustva prirodne metrike) je primer totalno
realne podmnogostrukosti. Opxtije, podmnogostrukost L skoro kompleksne
mnogostrukosti (M,J) je totalno realna ako je JTL ∩ TL = {0}. Ako je
dim M = 2n i L ⊂M totalno realna podmnogostrukost, onda je dim L ≤ n.

Mala deformacija totalno realne podmnogostrukosti je totalno realna
podmnogostrukost (drugim reqima, ,,biti totalno realna podmnogostrukost"
je otvoreno svojstvo). Ovo ne va�i za Lagran�eve podmnogostrukosti: u fa-
miliji dvodimenzionih podmnogostrukosti

Lε = {(θ1, θ2, εθ2, 0) | (θ1, θ2) ∈ S1 × S2} ⊂ T ∗T2

17Ako su X,Y autonomna vektorska po	a i ψt, φt �ima generisani tokovi, onda su
slede�i uslovi ekvivalentni: (1) [X,Y ] = 0; (2) (ψt)∗Y = Y ; (3) ψt ◦φs = φs ◦ψt. Ovo sledi
iz definicije Lijevog izvoda [X,Y ] = LXY = d

dt

∣∣
t=0

(ψ−t)∗Y , uz malo diferencira�a, npr.
d
dt

(ψt)∗Y = d
ds

∣∣
s=0

(ψt−s)∗Y = (ψt)∗[X,Y ] itd.
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u kotangentnom rasloje�u torusa, parametrizovanih parametrom ε, samo je L0

Lagran�eva, jer je ω
∣∣
Lε

= (dθ1 ∧ dp1 + dθ2 ∧ dp2)
∣∣
Lε

= εdθ1 ∧ dθ2. �

Infinitezimalne deformacije Lagran�eve podmnogostrukosti L su pa-
rametrizovane prostorom zatvorenih 1{formi na L. Preciznije, neka je N
glatka mnogostrukost dimenzije n i (M,ω) simplektiqka mnogostrukost di-

menzije 2n. Neka je L̂(N,M) skup svih Lagran�evih ulaga�a ι : N →M . Grupa

G difeomorfizama φ : N → N dejstvuje na L̂(N,M) po pravilu ι 7→ ι◦φ. Uko-
liko �elimo da posmatramo Lagran�eve podmnogostrukosti kao geometrijske
objekte, tj. samo kao slike ι(N) ⊂M , posmatramo ih kao taqke prostora

L(N,M) := L̂(N,M)/G.

Tangentni prostor TLL(N,M) u taqki L prirodno je identifikovati sa pros-
torom zatvorenih 1{formi na L, tj. definisati18 sa

TLL(N,M) = {ν ∈ ω1(L) | dν = 0}. (69)

Zaista, neka je Ltιt(N), za neko ulaga�e ιt : N → M , put u L(N,M). Tada je
ι∗tω = 0, pa diferencira�em dobijamo

d(
dιt
dt
yω) = 0.

Zaista, neka je, za neko ιt : N → M , Lt = ιt(N) put u L(N,M), takav da je
L0 = L. Tada je ι∗tω = 0, pa diferencira�em dobijamo

d
(dιt
dt
yω
)

= 0.

Zatvorenu formu dιt
dt

∣∣
t=0
yω identifikujemo sa tangentnim vektorom d

dt

∣∣
t=0

Lt.
Poxto je ιt : N → Lt difeomorfizam, svaku formu na N mo�emo da iden-

tifikujemo sa formom na Lt, xto �emo i da radimo, koriste�i istu oznaku.
Tako, kad govorimo o formi ν kao tangentnom vektoru na put Lt Lagran�evih
podmnogostrukosti u taqki L0, mo�emo da je smatramo formom iz Ω1(N) ili
Ω1(L0). Sliqno, tangentno vektorsko po	e na put Lt mo�e da se posmatra kao
familija formi νt ∈ Ω1(N) ili νt ∈ Ω1(Lt).

Neka je

HL := {ν ∈ ω1(L) | ν = dh} i H :=
⋃

L∈L(N,M)

HL.

Tada je H podrasloje�e rasloje�a TLL(N,M), tj. distribucija na L(N,M).
Integralne krive te distribucije kroz L ∈ L(N,M) su deformacije Lt La-
gran�eve podmnogostrukosti L = L0, takve da je

d
dtLt (uz prethodnu identi-

fikaciju sa formama) taqna forma.

Definicija 30. Integralne krive distribucijeH nazivamotaqnim La-
gran�evim deformacijama. ♦

18Tangentni prostor u taqki beskonaqne dimenzione mnogostrukosti mo�e da se defin-
ixe, po analogiji sa konaqno dimenzionim sluqajem, kao klasa ekvivalencije svih puteva
koji imaju taqku dodira reda ve�eg od 1, u sluqaju L(N,M) iz te definicije sledi (69).
Da se ne bismo du�e zadr�avali na opisu topologije i strukture mnogostrukosti na
L(N,M), smatra�emo (69) definicijom, a redove koji slede motivacijom koja opravdava
takvu definiciju.
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Teorema 13. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost dimenzije 2n
i N kompaktna mnogostrukost dimenzije n. Kriva Lt ∈ L(N,M) je taqna
Lagran�eva deformacija ako i samo ako postoji put Hamiltonovih difeo-
morfizama ψt : M →M takav da je Lt = ψt(L0).

4 (⇐) Neka je ψHt Hamiltonov put generisan Hamiltonijanom Ht, XH odgo-
varaju�e Hamiltonovo vektorsko po	e i

ιt(N) = Lt = ψHt (L0)

put qije je tangentno vektorsko po	e

νt =
dι

dt
yω.

Tada je, za svako x ∈ N ,

dιt
dt

(x)yω = XH(ιt(x))yω = dHt(ιt(x)),

pa je ι∗t νt = dht, gde je

ht : N → R, ht = Ht ◦ ιt.
Time je dokazano da je νt taqna forma, tj. νt ∈ H.

(⇒) Neka je Lt = ιt(N) integralna kriva distribucije H. �eno tangentno
vektorsko po	e mo�emo da identifikujemo sa familijom taqnih formi νt ∈
Ω1(N). Tada postoji familija funkcija ht ∈ C∞(N), takva da je dht = νt.
Konstruisa�emo Hamiltonijan H ∈ C∞(M), takav da je Ht ◦ ιt = ht; tra�ena
Hamiltonova deformacija ψt bi�e generisana �ime. To �emo da postignemo
tako xto �emo ht da produ�imo na neku okolinu skupa Lt, paze�i da dobijeni
Hamiltonijan ostvaruje deformaciju Lt.

Neka je J skoro kompleksna struktura saglasna sa ω. Za svako t mno-
gostrukost Lt je Lagran�eva, pa je normalno rasloje�e ν Lt ∼= JTLt. Poxto
je N kompaktna mnogostrukost, za dovo	no malo ε > 0 preslikava�e

TLt : M, Xp 7→ expp(JpXp) za Xp ∈ TpLt
za sve t ∈ [0, 1] difeomorfizam neke okoline nultog seqe�a Lt ∼= 0Lt ⊂ TLt na
otvorenu okolinu

Ut = {expp(JpXp) | p ∈ Lt, Xp ∈ TpLt, ‖Xp‖ < ε} ⊂M

podmnogostrukosti Lt. Neka je χ : [0,+∞)→ R glatka funkcija, takva da je

χ(x) =

{
1, x < ε/3

0, x > 2ε/3.

Definiximo funkciju Ht : M → R sa

Ht(expp(JXp)) =

{
χ(‖Xp‖)ht ◦ ι−1

t (p), p ∈ Lt, Xp ∈ TpLt, ‖Xp‖ < ε

0, p ∈M \ Ut.

Za �u va�i

Ht ◦ ιt = ht i d(Ht

∣∣
Lt

) = dht.

Prema dokazanom delu teoreme, Hamiltonova deformacija definisana Hamil-
tonijanom Ht ostvaruje deformaciju qije je tangentno vektorsko po	e νt =
ι∗dht, a to je upravo deformacija Lt. 5
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Posledica 9. Familija Lagran�evih ulaga�a ιt : N → L, Lt = ιt(M) je
taqna Lagran�eva deformacija ako i samo ako je

dιt
dt
yω ∈ Ω1(Lt)

taqna forma za svako t.

Napomena 26. Analogija Teoreme 13 ne va�i za proizvo	ne krive u
L(N,M). Ako je L ⊂ L(N,M) Lagran�eva podmnogostrukosti i ψt put u
Symp(M), onda je, naravno, Lt := ψt(L) put u L(N,M), ali ne va�i i obrnuto:
ne mo�e svaki put u L(N,M) da se realizuje ambijentnom simplektiqkom de-
formacijom. �

Zadatak 40. Neka je M taqna simplektiqka mnogostrukost i Lt glatka
familija taqnih Lagran�evih podmnogostrukosti. Dokazati da je Lt taqna
Lagran�eva deformacija. Uporediti to sa Lemom 7 na str. 134. X

2.7. Simplektiqka redukcija. Prilikom izvo�e�a Keplerovih zako-
na (Zadatak 22) prisustvo simetrije sistema nam je omogu�ilo da trodimen-
zioni problem svedemo na dvodimenzioni, a zatim i na jednodimenzioni. Ovo
je primer redukcije sistema koji je invarijantan u odnosu na dejstvo Lijeve
grupe { centralno po	e je invarijantno u odnosu na dejstvo grupe izometri-
jskih transformacija koje fiksiraju koordinatni poqetak.

Keplerovi zakoni nam daju primer redukcije u prisustvu simetrije alge-
barskog tipa, tj. dejstva grupe u odnosu na koju je sistem invarijantan. Drugi
primer redukcije sistema na sistem ni�e dimenzije videlio smo u Arnold{
Liuvilovoj teoremi: prisustvo n prvih integrala u involuciji (koje, kao kon-
stante Hamiltonovog kreta�a, tako�e mo�emo da smatramo simetrijama sis-
tema) omogu�ava nam da integraciju sistema na 2n{dimenzionoj simplektiqkoj
mnogostrukosti svedemo na integraciju na invarijantnim Lagran�evim toru-
sima dimenzije n. Ova redukcija je geometrijskog tipa; Hamiltonova vek-
torska po	a integrala u involuciji definixu tangentno rasloje�e invari-
jantnog Lagran�evog torusa na koji se sistem redukuje

Ideja geometrijske redukcije sistema diferencijalnih jednaqina, koja
potiqe od E. Kartana i S. Lija, mo�e da se opixe, bez ve�eg zadr�ava�a na
deta	ima, na slede�i naqin. Neka je N glatka mnogostrukost i β zatvorena
2{forma na N . Neka je

Eβp := {Xp ∈ TpN | (∀Yp ∈ TpN) | β(Xp, Yp) = 0} i Eβ :=
⋃
p∈N

Eβp .

Ka�emo da je forma β regularna ako dim Eβp ista za sve p; iz Darbuove i
Pfafove teoreme (videti str. 26) sledi da je to sluqaj kada je forma β kon-
stantnog ranga. Mo�e da se poka�e da je u tom sluqaju Eβ vektorsko rasloje�e.
Iz

LX = iX ◦ d+ d ◦ iX i i[X,Y ] = LX ◦ iY − iY ◦ LX
sledi da je regularna distribucija integrabilna. �ene integralne podmno-
gostrukosti definixu razlistava�e ili folijaciju F mnogostrukosti M .

Definicija 31. Razlistava�e (ili folijacija) F = {Fa | a ∈ A} dimen-
zije k na n{dimenzionoj mnogostrukostiM je kolekcija disjunktnih povezanih
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podskupova Fa, takva da je

M =
⋃
a∈A

Fa

i da svaka taqka naM ima koordinatnu okolinu U sa lokalnim koordinatama
(x1, . . . , xn) u kojima je za sve a ∈ A

U ∩ Fa = {x1 = c1(a), . . . , xn−k = cn−k(a)}

za neke konstante cj(a). Skupovi Fa, koji su, lokalno, k{dimenzione podmno-
gostrukosti se nazivaju listovima folijacije. ♦

Ako identifikujemo taqke koje se nalaze u istom listu, dobijamo koliq-
niqki prostor M/F . Ako je M/F mnogostrukost i π : M → M/F submerzija,
mo�e da se doka�e da forma β indukuje simplektiqku strukturu na M/F .

Mi �emo da razmotrimo samo jedan specijalni sluqaj ove konstrukcije.
Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i N �ena podmnogostrukost.

Sa (TpN)ω oznaqavamo simplektiqki ortogonalni komplement �enog tan-
gentnog prostora TpN , tj.

(TpN)ω = {Xp ∈ TpM | (∀Yp ∈ TpN)ω(Xp, Yp) = 0}.

Tada je

(TN)ω :=
⋃
p∈N

(TpN)ω

vektorsko rasloje�e nad N .
Iz opxtih svojstava β{ortogonalnog komplementa za nedegenerisanu bi-

linearnu formu β (videti (2) na str. 121) sledi

rang (TN)ω + dim N = dim M. (70)

Definicija 32. PodmnogostrukostN ⊂M simplektiqke mnogostrukosti
(M,ω) naziva se

(1) izotropnom ako je TN ⊂ (TN)ω;
(2) koizotropnom ako je (TN)ω ⊂ TN .

Drugim reqima, podmnogostrukost N je izotropna ako je ω
∣∣
TN

= 0, a koizo-

tropna ako iz (Xyω)
∣∣
TN

= 0 sledi da je X tangentno na N . ♦

Ako je dim M = 2n i N ⊂ M izotropna podmnogostrukost, iz (70) sledi
da je dim N ≤ n. Ako je N koizotropna, onda je dim N ≥ n.

Primer 33. Svaka glatka kriva na simplektiqkoj mnogostrukosti je izo-
tropna, a svaka hiperpovrx koizotropna podmnogostrukost. ]

Primer 34. Neka je M proizvo	na glatka mnogostrukosti i N �ena
podmnogostrukost. Tada je T ∗NM koizotropna podmnogostrukost simplektiqke
mnogostrukosti T ∗M . Ona je Lagran�eva ako i samo ako je dim N = 0. ]

Zadatak 41. Dokazati da je podmnogostrukost Lagran�eva ako i samo ako
je i izotropna i koizotropna. X

Teorema 14. Neka je N koizotropna podmnogostrukost simplektiqke
mnogostrukosti (M,ω). Tada je distribucija (TN)ω na N integrabilna.
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4 Neka su X,Y : N → (TN)ω dva vektorska po	a distribucije (TN)ω. Tada
je

ω(X,Z) = 0 i ω(Y,Z) = 0

za svako vektorsko po	e Z : N → TN . Odatle i iz Leme 2 na str. 24 sledi da
je

dω(X,Y, Z) = ω([X,Y ], Z).

Poxto je forma ω zatvorena, odatle sledi da je ω([X,Y ], Z) = 0 za sva vek-
torska po	a Z u TN , pa je [X,Y ] ∈ (TN)ω. Iz Frobenijusove teoreme sledi
da je distribucija (TN)ω integrabilna. 5

Iz Teoreme 14 sledi da distribucija (TN)ω na N ima integralne podmno-
gostrukosti. Maksimalne integralne podmnogostrukosti (u odnosu na inkluz-
iju) te distribucije definixu folijaciju F . Koliqniqki prostor N/F
relacije ekvivalencije

x ∼ y ⇔ (∃F ∈ F)x, y ∈ F,
u opxtem sluqaju, nije mnogostrukost. Ako pretpostavimo da jeste i da je
kanonska projekcija

π : N → N/F
submerzija, onda va�i slede�a teorema.

Teorema 15. Tangentno rasloje�e T (N/F) mo�e da se identifikuje sa
rasloje�em TN/(TN)ω. Forma ω indukuje nedegenerisanu zatvorenu formu na
tom rasloje�u, pa je N/F simplektiqka mnogostrukost.

4 Ako je vektorsko po	e X tangentno na list F folijacije F , onda je
LXω = Xydω + d(Xyω) = 0

(prvi sabirak je jednak nuli zbog zatvorenosti simplektiqke forme, a drugi
zbog Xyω = 0 za X iz distribucije (TN)ω). Odatle sledi da je forma ω kon-
stantna na svakom listu F , pa definixe formu ωF na N/F , koja zadovo	ava

ι∗ω = π∗ωF

gde je ι : N → M inkluzija. Odatle sledi da je ωF simplektiqka forma na
M/F . 5

Definicija 33. Simplektiqka mnogostrukost N/F naziva se simplek-
tiqkom redukcijom koizotropne podmnogostrukosti N simplektiqke mnogo-
strukosti M . ♦

Zadatak 42. Dokazati da je simplektiqka redukcija koizotropne mno-
gostrukosti T ∗NM simplektiqke mnogostrukosti T ∗M simplektomorfna sim-
plektiqkoj mnogostrukosti T ∗N . X

Lagran�eve podmnogostrukosti se, uz izvesne pretpostavke, pri simplek-
tiqkoj redukciji preslikavaju u Lagran�eve, u opxtem sluqaju, imerzije. Da
bismo to precizno formulisali, potrebna nam je slede�a definicija.

Definicija 34. Podmnogostrukosti L,N ⊂M se seku qisto ako je �ihov
presek L ∩N podmnogostrukost i

Tp(L ∩N) = TpL ∩ TpN
za sve p ∈ L ∩N . ♦
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Tvr�eǌe 12. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost N ⊂M �ena
koizotropna podmnogostrukost i L ⊂M Lagran�eva podmnogostrukost koja
se qisto seqe sa N . Ako je N/F mnogostrukost dobijena simplektiqkom
redukcijom podmnogostrukosti N i

π : N → N/F
submerzija, onda je LN := π(L ∩N) Lagran�eva imerzija.

4 Dokaz da je LN imerzija ostav	amo qitaocu; doka�imo da je ona La-
gran�eva. Tangentni prostor na LN je

TpLN = (TpL ∩ TpN) + (TpN)ω,

pa je (TpLN )ω = TpLN (videti Zadatak1 na str. 121). Odatle sledi da je
mnogostrukost LN Lagran�eva. 5

Specijalni sluqaj (geometrijski definisane) simplektiqke redukcije ko-
izotropne podmnogostrukosti je slede�a, tzv. Marsden{Vejnstejnova, reduk-
cija, algebarske prirode. Pretpostavimo da je zadato Hamiltonovo dejstvo
Lijeve grupe G na simplektiqkoj mnogostrukosti M , sa momentnim preslika-
va�em

µ : M → g∗

(videti Primer 19 na str. 154).

Teorema 16. Ako je Hamiltonovo dejstvo Lijeve grupe G na simplek-
tiqkoj mnogostrukostiM slobodno i sopstveno (tako da jeM/G mnogostru-
kost) i ako je 0 ∈ g∗ regularna vrednost momentnog preslikava�a µ : G→ g∗,
onda je N := µ−1(0) koizotropna podmnogostrukost u M . Ona definixe
folijaciju F qiji su listovi orbite dejstva grupe G. Simplektiqka re-
dukcija N/F se prirodno identifikuje sa koliqniqkim prostorom µ−1(0)/G;
ona je simplektiqka mnogostrukost dimenzije dim M − dim G.

4 Neka je O orbita taqke p ∈ M . Tada je TpO(p) = {η̂p | η ∈ g}, gde je
η̂ fundamentalno vektorsko po	e na M pridru�eno vektoru η ∈ g (videti
Definiciju 34 na str. 114).

Pretpostavimo da je µ(p) = 0. Tada je, za sve η ∈ g,

Hη(p) = 〈µ(p), η〉 = 0.

gde je Hη Hamiltonijan momentnog preslikava�a, uveden u Primeru 19. Oda-
tle sledi da je je Hη konstantan na N = µ−1(0), pa je za svako Xp ∈ TpN

ω(η̂, Xp) = dHη(Xp) = 0.

Iz toga zak	uqujemo da je

TpO(p) ⊂ (TpN)ω. (71)

Poxto je

dim TpO(p) = dim O(p) = dim G = codimN = dim (TpN)ω,

inkluzija (71) je jednakost. Iz zakona odr�a�a energije sledi O(p) ⊂ N pa
je (TpN)ω ⊂ TpN . Time je dokazano da je N koizotropna podmnogostrukost.
Postoja�e simplektiqke strukture na koliqniqkom prostoru dokazano je u
Teoremi 15. 5
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Definicija 35. Simplektiqka mnogostrukost µ−1(0)/G, koja se obiqno
oznaqava saM//G, naziva seMarsden{Vejnstenovom redukcijom simplektiqke
mnogostrukosti M u odnosu na Hamiltonovo dejstvo grupe G. ♦

Zadatak 43. Hamiltonijan

H : R2n → R, H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) =

n∑
k=1

ak(p2
k + q2

k),

gde su a1, . . . , an pozitivni brojevi, opisuje mehaniqki sistem poznat kao har-
monijski oscilator.

(a) Rexiti Hamiltonove jednaqine za ovaj sistem.
(b) Na�i sva periodiqna rexe�a na hiperpovrxi H ≡ h > 0.
(v) Dokazati da za a1 = . . . = an = 1 ovaj sistem definixe dejstvo grupe

S1 na S2n−1 i da je prostor orbita ovog dejstva CPn−1. X

3. Projektivna kotangentna rasloje�a i 
et rasloje�a

3.1. Projektivna kotangentna rasloje�a. Termin kontaktna struk-
tura potiqe od pojma kontakntih elemenata glatke mnogostrukosti.

Definicija 36. Kontaktni element mnogostrukosti M u taqki p ∈M
je hiperravan u tangentnom prostoru TpM . Ako je ∆p ⊂ Tp kontaktni element,
taqka p se naziva �egovom taqkom kontakta. ♦

Ako je dim M = n, skup svih kontaktnih elemenata u taqki p je Grasmanova
mnogostrukost Gn−1(TpM). Iz izomorfizma19 Gk(Rn) ∼= Gn−k((Rn)∗) sledi da
je skup svih kontaktnih elemenata u taqki p izomorfan prostoru G1(T ∗pM),
odnosno projektivizaciji P (T ∗pM) kotangentnog prostora u taqki p. Skup
svih kontaktnih elemenata na M je projektivno kotangentno rasloje�e

π : PT ∗M →M

dobijeno od kotangentnog rasloje�a T ∗M primenom postupka projektivizacije
na vlaknima. Projektivno kotangentno rasloje�e je mnogostrukost dimenzije
2n− 1.

Identifikaciju prostora kontaktnih elemenata sa projektivnim kotan-
gentnim rasloje�em mo�emo da vidimo i na slede�i naqin. Ako je ∆p ∈ TpM
kontaktni element, �ega mo�emo da definixemo taqkom υp ∈ T ∗pM , takvom
da je

∆p = ker υp. (72)

Poxto je ker υp = ker tυp za t ∈ R \ {0}, sve taqke prave lp kroz nulu (osim
nule) u T ∗pM definixu isti kontaktni element, tako da se skup kontaktnih
elemenata u taqki p prirodno identifikuje sa skupom pravih kroz nulu u
prostoru T ∗pM , tj. sa projektivizacijom tog prostora.

Projektivno kotangentno rasloje�e ima prirodnu kontaktnu strukturu,
definisanu na slede�i naqin. Tangentni vektor X∆p

∈ T∆p
(PT ∗M) je dopus-

tiv ako �egova projekcija na tangentni prostor u taqki kontakta p pripada
kontaktnom elementu ∆p, tj. ako je

π∗(X∆p
) ∈ ∆p. (73)

19odnosno, iz Principa dualnosti u projektivnoj geometriji.
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Skup svih dopustivih vektora je hiperravan ξp u prostoru T∆p(PT ∗M); fa-
milija ovih hiperravni definixe kontaktnu strukturu ξ na PT ∗M .

Da bismo proverili uslov maksimalne neintegrabilnosti, iskoristi�emo
Liuvilovu formu λ na kotangentnom rasloje�u. Taqke vlakna projektivnog
kotangentnog rasloje�a PT ∗pM su prave u T ∗pM kroz nulu, tako da Liuvilova
forma u taqki [lp] ∈ PT ∗pM nije dobro definisana, ali �eno jezgro jeste, jer
je uslov λ = 0 invarijantan u odnosu na vertikalnu translaciju u T ∗M . Neka
je ∆p kontaktni element u taqki p ∈ M koji je odre�en taqkom υp ∈ T ∗pM
pomo�u (72) i neka je lp prava kroz nulu u T

∗
pM koja sadr�i υp. Vektor

X∆p
∈ T∆p

PT ∗M = TlpPT
∗M

ispu�ava uslov (73) ako i samo ako je υp(π∗(X∆p
)) = 0, xto je ekvivalentno sa

π∗(X∆p) ∈ kerλ. Odatle sledi da je kontaktna struktura ζ na PT ∗M jezgro
Liuvilove forme λ, koje ima smisla i na T (PT ∗PM) iako sama forma λ nije
na tom prostoru dobro definisana.

Liuvilova forma λ u lokalnim koordinatama na T ∗M ima zapis

λ = p1dq1 + . . .+ pndqn.

Ako su (q1, . . . , qn, [p1 : . . . : pn] odgovaraju�e homogene koordinate na PT ∗M ,
onda, u karti u kojoj je pn 6= 0, Liuvilovoj formi odgovara forma

α = dqn −
n−1∑
j=1

p̄j dqj ,

gfe je p̄j = −pj/pn. Forma α je standardna kontaktna forma na R2n+1 koju
smo ve� susreli u Primeru 2 na str. 125. Time smo pokazali da je ξ zaista
kontaktna struktura na PT ∗M .

Primer 35. Torus Tn ima trivijalno kotangentno rasloje�e, pa je
PT ∗Tn = Tn × RPn−1.

Ova mnogostrukost je neorijentabilna ako je n neparan broj. Primetimo da
je kontaktna mnogosrukost M orijentabilna ako �ena kontaktna struktura
mo�e da bude zadata globalno definisanom kontaktnom formom α, jer je u
tom sluqaju α ∧ (dα)∧ dim M forma zapremine.

Specijalno, ako je n = 2, onda je projektivno kotangentno rasloje�e

PT ∗T2 = T2 × RP 1

je difeomorfno trodimenzionom torusu. Kontaktna struktura na �emu je
data sa

sin θ dx− cos θ dy = 0, (74)

gde su (x, y) koordinate na T2 = S1 × S1, a θ koordinata na RP 1 ∼= R/πZ.
Primetimo da pri ovakvoj identifikaciji RP 1 sa krugom desna strana u (74)
nije dobro definisana forma, pa kontaktna struktura definisana tom jed-
naqinom nije koorijentabilna (setimo se da koorijentabilnim kontaktnim
strukturama nazivamo one koje su definisane globalno zadatom kontaktnom
formom). Forma na desnoj strani u (74) jeste dobro definisana forma na
torusu T3 ∼= T2 × S1 sa identifikacijom S1 = R/2πZ. Drugim reqima, ako
posmatramo dvolisno natkriva�e

π : T3 → T3
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definisano pomo�u dvolisnog natkriva�a S1 → S1 20, koorijentabilna kon-
taknta struktura na totalnom prostoru dobija se kao podiza�e nekooori-
jentabilne kontaktne strukture na bazi. ]

Slede�i zadatak treba uporediti sa Primerom 10 na str. 134.

Zadatak 44. Neka jeM glatka mnogostrukost i N ⊂M podmnogostrukost.
(a) Dokazati da je skup L kontaktnih elemenata u na mnogostrukosti M

tangentnih na podmnogostrukost N integralna podmnogostrukost kontaktne
strukture ξ.

(b) Dokazati da je

dim L = dim M − 1,

bez obzira na dimenziju N , tako da je ta mnogostrukost Le�androva u PT ∗M
(videti Definiciju 5 na str. 125).

(v) Ako je N hiperpovrx, dokazati da je L ∼= N . X

Zadatak 45. (Sferna kotangentna rasloje�a) Neka je na T ∗M data
metrika na vlaknima. Rasloje�e

ST ∗M :=
⋃
p∈M
{υp ∈ T ∗pM | ‖υ‖ = 1},

qija su vlakna sfere Sn−1, naziva se sfernim rasloje�em rasloje�a T ∗M .
Dokazati da dvolisno natkriva�e

π : ST ∗M → PT ∗M

definixe kontaktnu strukturu na ST ∗M , koja mo�e da se identifikuje sa
prostorom orijentisanih kontakntih elemenata na M , tj. parova (∆p, op),
gde je ∆p ⊂ TpM kontaktni element, a op �egova orijentacija (tj. izbor
orijentisane baze vektorskog prostora ∆p). X

3.2. �et rasloje�a. U Glavi 0 smo videli kako diferencijalne jed-
naqine mo�emo da posmatramo iz dualne perspektive (videti primer 5 na
str. 25). Zadr�imo se na jednaqinama prvog reda. Pretpostavimo da tra�imo
funkciju z = z(x1, . . . , xn) koja zadovo	ava sistem parcijalnih jednaqina pr-
vog reda

∂z

∂x1
= p1(x1, . . . , xn, z),

∂z

∂xn
= pn(x1, . . . , xn, z). (75)

Definiximo u prostoru Rn+1, sa koordinatama (x1, . . . , xn, z), diferenci-
jalne forme

α := dz −
n∑
j=1

pj dxj i Ω := dx1 ∧ . . . ∧ dxn. (76)

Rexava�e sistema (75) je ekvivalentno nala�e�u hiperpovrxi ι : Σ→ Rn+1,
takve da je

ι∗α = 0, i ι∗Ω 6= 0

(drugi uslov nam obezbe�uje da ι(Σ) bude grafik funkcije po (x1, . . . , xn)).
Posmatrajmo sada ovu geometrizaciju jednaqine (75) malo fleksibilnije.

Pretpostavimo za trenutak da p1, . . . , pn u (76) nisu funkcije, nego nezavisne

20Specijalni sluqaj natkriva�a Sn → RPn za n = 1.
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promen	ive. Tada je α kontaktna forma u R2n+1. Posmatrajmo, umesto sis-
tema (75), nelinearnu jednaqinu prvog reda

F

(
x1, . . . , xn, z,

∂z

∂x1
, . . . ,

∂z

∂xn

)
= 0, (77)

gde je

F : R2n+1 → R, (x1, . . . , xn, z, p1 . . . , pn) 7→ F (x1, . . . , xn, z, p1 . . . , pn)

glatka funkcija. Pretpostavi�emo da je ∂F
∂pj
6= 0 za neko j, da bismo mogli,

na osnovu Teoreme o implicitnoj funkciji, da zak	uqimo da je, uz oznake
x = (x1, . . . , xn) i p = (p1, . . . , pn),

S := {(x, z, p) ∈ R2n+1 | F (x, z, p) = 0}
glatka podmnogostrukost i da je projekcija

π : S → Rn+1, (x, z, p) 7→ (x, z)

glatka submerzija. Neka je ι : S → R2n+1 inkluzija i α
∣∣
S
restrikcija kontak-

tne forme na S:

α
∣∣
S

= ι∗α, α = dz −
n∑
j=1

pjdxj .

Rexava�e jednaqine (77) je ekvivalentno nala�e�u integralnih podmnogo-
strukosti distribucije kerα

∣∣
S
na S. Te podmnogostrukosti su oblika

{(x, f(x), Df(x)) | x ∈ U ⊂ Rn} ⊂ S.
Izraz j1

xf := (x, f(x), Df(x)) naziva se 1{
etom funkcije f u taqki x. Ako je
f ∈ C∞(Rn), onda je definisano i preslikava�e

j1f : Rn → R2n+1, x 7→ j1
xf.

Rexe�e z = f(x1, . . . , xn) jednaqine (77) je funkcija f : Rn → R, takva da je
j1f(Rn) ⊂ S.

Vektorsko po	e

Z =

n∑
j=1

(
∂F

∂pj

∂

∂xj
+ pj

∂F

∂pj

∂

∂z
−
(
∂F

∂xj
+ pj

∂F

∂z

)
∂

∂pj

)
(78)

zadovo	ava uslove
α(Z) = 0 i dF (Z) = 0,

odakle sledi da je ono tangentno na povrx koja definixe rexe�e jedna-
qine (77). Vektorsko po	e (78) naziva se karakteristiqnim vektorskim pol-
jem ili Koxijevom karakteristikom.

Pretpostavimo da tra�imo rexe�e z = f(x1, . . . , xn) jednaqine (77) zadato
graniqnim uslovom f

∣∣
X

= φ, za neku hiperpovrx C0 ⊂ Rn i neku glatku

funkciju φ : C0 → R (npr. f(t1, . . . , tn−1, 0) = φ(t1, . . . , tn−1) u nekim koor-
dinatama (t1, . . . , tn) na Rn). Tim graniqnim uslovima su zadati i izvodi
funkcije f u pravcu vektora tangentnih na C0 (parcijalni izvodi po promen-
	ivim t1, . . . , tn−1 u spomenutim koordinatama). Pretpostavimo da izvod u
preostalom, transverzalnom na C0, pravcu (izvod po tn) mo�emo da na�emo
iz jednaqine (77), pomo�u teoreme o implicitnoj funkciji prime�ene na
funkciju F . Tada restrikcija funkcije f i �enih izvoda na hiperpovrx C0

definixe povrx C = j1f(C0) dimenzije n−1 u S. Ako pretpostavimo da je ova
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povrx transverzalna na vektorsko po	e Z, povrx j1f(Rn) ⊂ S je, bar lokalno,
unija integralnih krivih po	a Z koje polaze iz taqaka podmnogostrukosti
C. Time smo rexava�e parcijalne jednaqine (77) sveli na rexava�e sistema
obiqnih diferencijalnih jednaqina { integralnih krivih vektorskog po	a Z.
Ovaj metod rexava�a nelinearnih parcijalnih jednaqina prvog reda poznat
je kao metod karakteristika.

Razmotrimo sada sve ovo bez koordinata. U opxtem sluqaju, pojam 1{
eta
funkcije daje slede�a definicija.

Definicija 37. Neka jeM glatka mnogostrukost. Neka je x ∈M i C∞(x)
skup klasa ekvivalencija funkcija glatkih u okolini taqke x (dve funkcije
su ekvivalentne ako se poklapaju u nekoj okolini taqke x; videti str. 4).
Uvedimo na C∞(x) novu relaciju ekvivalencije, ∼1, sa

f ∼1 g ⇔ f(x) = g(x) i df(x) = dg(x).

Klasu ekvivalencije funkcije f u odnosu na relaciju ∼1 oznaqavamo sa j
1
x(f) i

nazivamo 1{
etom funkcije f u taqki x. Skup svih 1{
etova glatkih funkcija
f : M → R,

J1(M,R) := {j1
xf | x ∈M, f ∈ C∞(M)}

nazivamo rasloje�em 1{
etova. ♦

Skup 1{
etova J1(M,R) je vektorsko rasloje�e nad M ; nije texko videti
da je

J1(M,R) ∼= T ∗M × R. (79)

Specijalno, za M = Rn dobijamo J1(Rn,R) ∼= R2n+1.

Napomena 27. Neka je
π : E →M (80)

glatko rasloje�e. Definisemo relaciju ekvivalencije ∼k na prostoru seqe�a
ovog rasloje�a na slede�i naqin. Neka su s1, s2 : U → E dva seqe�a, defin-
isana u nekoj okolini U taqke x ∈M . Definiximo relaciju

s1 ∼k s2 ⇔ Dαs1 = Dαs2 za 0 ≤ |α| ≤ k,
gde je

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

, za α = (α1, . . . , αn) ∈ (N∪{0})n, |α| := α1+. . .+αn,

parcijalni izvod reda |α| u koordinatnim kartama koje sadr�e taqku x, i
s1(x) = s2(x). Lako se vidi da ova definicija ne zavisi od izbora koordinata,
pa je �ome dobro definisana relacija ekvivalencije na skupu glatkih seqe�a,
definisanih u okolini taqke x. Klasu ekvivalencije seqe�a s oznaqavamo
sa jkxs i nazivamo k{
etom seqe�a s u taqki x. Skup svih k{
etova seqe�a
rasloje�a (80) oznaqavamo sa JkE i nazivamo rasloje�em k{
etova (u opxtem
sluqaju, ovo rasloje�e nije vektorsko). Svako seqe�e s : M → E definixe
seqe�e

jks : M → JkE, x 7→ jkxs.

Podskup R ⊂ JkE nazivamo parcijalnom diferencijalnom relacijom reda k,
a seqe�e s : M → E, takvo da je jks(M) ⊂ R �enim rexe�em. Parcijalne
diferencijalne jednaqine su specijalni sluqaj parcijalnih diferencijalnih
relacija u kojima je skup R definisan nekom jednaqinom.
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Osim projekcije π : JkE → M koja snabdeva J1E strukturom rasloje�a
nad M , postoji prirodna projekcija

πkk−1 : JkE → Jk−1E, (81)

koja ,,zaborav	a" k{ti izvod. Ona snabdeva JkE strukturom afinog raslo-
je�a21 nad Jk−1E.

Specijalno, za k = 1, rasloje�e π : J1E → M se sastoji od klasa ek-
vivalencije seqe�a, u odnosu na relaciju ekvivalencije definisanu uslovom
tangentnog dodira. Drugim reqima, 1{
et j1

xs mo�e da se identifikuje sa
tangentnim prostorom s∗(TxM) ⊂ Ts(x)E. To znaqi da rasloje�e J

1E mo�e da
se identifikuje sa skupom svih potprostora He ⊂ TeE transverzalnih na ver-
tikalni prostor Ve = kerπ∗(e) ⊂ TeE. Drugim reqima, seqe�a rasloje�a (81),
tj. rasloje�a

π1
0 : J1E → J0E (82)

koje ,,zaborav	a izvode", mogu da se identfikuju sa koneksijama na E.
Ako je E = M×F trivijalno rasloje�e, �egova seqe�a mo�emo da identi-

fikujemo sa preslikava�ima f : M → F ; u tom sluqaju govorimo o 
etovima
preslikava�a iz M u F i pixemo Jk(M,F ) umesto JkE. Ako je k = 1, iden-
tifikacija prostora J1E sa horizontalnim ravnima u TE i izomorfizam
TE ∼= TM × TF snabdevaju J1(M,F ) strukturom rasloje�a nad T (B×F ) qije
je vlakno nad taqkom x ∈ B skup horizontalnih ravni nad x. Svaka ravan
koja je transverzalna na vertikalnu mo�e da se xvati kao grafik linearnog
preslikava�a, pa imamo rasloje�e

Hom (TxM,TyF ) → J1(M,F )
↓ ↓

(x, y) ∈ M × F.

Dva specijalna sluqaja su M = R i F = R, tj.

J1(R, F ) ∼= R× TF i J1(M,R) ∼= T ∗M × R.

Mi �emo se deta	nije zadr�ati samo na posled�em rasloje�u, zbog prisustva
prirodne kontaktne strukture na �emu. �

Ako je f : M → R glatka funkcija, onda je

j1f : M → J1(M,R), p 7→ j1
pf

seqe�e rasloje�a 1{
etova. Unija tangentnih prostora na slike j1f(M) svih
ovakvih seqe�a definixe kontantnu strukturu na mnogostrukosti J1(M,R).
Ova kontaktna struktura zadata je kontaktnom formom

α = dz − λ,

21U lokalnim koordinatama, seqe�e mo�emo da napixemo kao s(x) = (x, f(x)), a k{
et
funkcije f : Rn → Rm, gde je n = dim M i m + n = dim E, mo�emo da predstavimo sa
jkxf = (f(x), f ′(x), . . . , f (k)(x). Odatle vidimo da skup πkk−1(c) mo�emo da poistovetimo da

prostorom Rr(n+k−1)!/(n−1)!k!. Ova identifikacija nije kanonska, tj. ako je ψ : Rm → Rm
reparametrizacija vlakna, izvod Dk(f ◦ ψ) uk	uquje sve izvode reda ≤ k. Odatle sledi da
ne postoji kanonska trivijalizacija rasloje�a (81) koja je linearna na svim vlaknima, pa
to rasloje�e nema vektorsku, nego samo afinu strukturu. Iz istog razloga, ne mo�emo da
govorimo o inkluziji Jk−1E ⊂ JkE, ve� samo o projekciji (81).
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na (79), gde je λ Liuvilova forma na T ∗M i dz taqna forma na R. U lokalnim
koordinatama, Liuvilova forma je λ = p1dq1 + . . .+ pndqn, pa je

α = dz − p1dq1 + . . .+ pndqn

lokalni zapis kontaktne forme na J1(M,R). Specijalno, za M = Rn raslo-
je�e J1(Rn,R) je kontaktna mnogostrukost R2n+1 sa standardnom konktaktnom
formom (Primer 2 na str. 125).

Pretpostavimo da je S ⊂ J1(M,R) hiperpovrx, transverzalna na kontak-
tnu strukturu ξ u taqki p (tj. ξp je transverzalno na TpS). Tada je

codim (TpS ∩ ξp) = codimTpS + codim ξp = 1 + 1 = 2,

(videti Teoremu 4 na str. 10), odnosno dim (TpS ∩ ξp) = 2n − 2 = dim ξp − 1,
pa je ξp ∩ TpS hiperravan u ξp. Ako je α kontaktna forma koja definixe ξ,
iz uslova neintegrabilnosti α ∧ (dα)∧n 6= 0 sledi da je dα nedegenerisana
bilinearna forma na ξ.

Definicija 38. Karakteristiqno vektorsko po	e na hiperpovrxi S je
vektorsko po	e Z : S → ξ, takvo da je22

Zp ∈ (ξp ∩ TpS)dα

za svako p ∈ S. Integralne krive karakteristiqnog vektorskog po	a nazivamo
karakteristiqnim krivama. ♦

Poxto je ξp ∩ TpS hiperprostor u prostoru ξp, sledi da je (ξp ∩ TpS)dα ⊂
ξp ∩ TpS, pa je karakteristiqno vektorsko po	e tangentno na S (a samim tim,
karakteristiqne krive le�e u S).

Karakteristiqno po	e je jedinstveno do na multiplikativnu konstantu,
pa definixe jedinstveno po	e karakteristiqnih pravih na tangentnom ra-
sloje�u, tj. podrasloje�e ranga 1 u TS.

Zadatak 46. Koriste�i qi�enicu da je kontaktna forma α jedinstvena do
na mno�e�e funkcijom razliqitom od nule, dokazati da prethodna defini-
cija ne zavisi od izbora kontaktne forme. X

Zadatak 47. Neka je Z karakteristiqno po	e na hiperpovrxi S i α kon-
taktna forma. Dokazati da je na TS

Zydα = fα (83)

za neku glatku funkciju f koja je svuda razliqita od nule. X

Zadatak 48. Neka je hiperpovrx zadata jednaqinom F (x) = 0. Dokazati
da je karakteristiqno vektorsko Z po	e definisano uslovima

α(Z) = 0 i Zydα(X) = dF (X)

za svako po	e X sa vrednostima u ξ. Dokazati zatim da je vektorsko po	e (78)
zaista karakteristiqno vektorsko po	e u smislu Definicije 38. X

Formuliximo sada metod karakteristika, o kome smo govorili ranije, na
invarijantan naqin, bez koordinata.

22Podsetimo se da smo sa Wβ oznaqavali β{ortogonalni komplement potprostora W ;
videti str. 121. Prostor (ξp ∩ TpS)dα je dα{ortogonalni komplement potprostora ξp ∩ TpS
u prostoru ξp.
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Teorema 17. Neka je S hiperpovrx u J1(M,R) i neka je C ⊂ S podmno-
gostrukost dimenzije n − 1, takva da je TC ⊂ ξ. Ako je u taqki x ∈ C
karakteristiqna prava l ⊂ TxS transverzalna na TxC, onda je unija karak-
teristiqnih krivih u okolini taqke x Le�androva podmnogostrukost u
J1(M,R).

4 Neka je ψt familija difeomorfizama generisana karakteristiqnim vek-
torskim po	em Z; ova familija je definisana lokalno, u nekoj okolini U
taqke x i za |t| < ε. Treba da doka�emo da je L := {ψt(x) | x ∈ C ∩ U, |t| < ε}
Lezandrova podmnogostrukost. Poxto je transverzalnost otvoreno svojstvo,
mo�emo da pretpostavimo (sma�uju�i skup U ako je potrebno), da je su karak-
teristiqne prave transverzalne na C u svakoj taqki iz U ∩ C. Odatle sledi
da je L mnogostrukost dimenzije n. Svaki vektor iz Xp ∈ TpL mo�e da se
razlo�i na zbir

Xp = aZp + (ψt)∗Y, (84)

gde je Zp karakteristiqi vektor i Y ∈ Tψ−1
t (p)C. Iz qi�enice da je Z karak-

teristiqno po	e sledi da je

α(Xp) = ψ∗t α(Y ).

Iz Kartanove formule i α(Z) = 0 sledi

d

dt
ψ∗t α(Y ) = ψ∗t (Zydα) = (f ◦ ψt)ψ∗t α, (85)

gde je f funkcija iz (83). Poxto je TC ⊂ ξ i Y tangentni vektor na C,
diferencijalna jednaqina (85) po y(t) = ψ∗t α(Y ) zadovo	ava poqetni uslov
y(0) = 0. Iz jedinstvenosti rexe�a sledi da je y ≡ 0, qime je dokazano da je
α ≡ 0 na TL. Poxto je uz to

dim L = dim C + 1 = (n− 1) + 1 = n,

sledi da je L Le�androva podmnogotrukost. 5

Zadatak 49. Neka je f : M → R glatka funkcija. Dokazati da je seqe�e
j1f(M) Le�androva podmnogostrukost. X

U Primeru 8 na str. 133 smo videli da diferencijal glatke funkcije
definixe taqnu Lagran�evu podmnogostrukost u T ∗M ; Zadatak 49 je kontak-
tna verzija tog tvr�e�a. Slede�a definicija je kontaktna analogija defini-
cije 10 na str. 136.

Definicija 39. Le�androva podmnogostrukost L ⊂ J1(M,R) je zadata
generixu�om funkcijom, ako postoji rasloje�e E nad bazom M i funkcija
S : E → R, takva da je skup

σS := {e ∈ E | dvertS(e) = 0}
podmnogostrukost u E, a preslikava�e

iS : ΣS → T ∗M, iS(e) := j1S(e) = (dS(e), S(e))

ulaga�e, takvo da je L = iS(ΣS). Opxtije, ako je iS imerzija, ka�emo da je L
Le�androva imerzija zadata generixu�om funkcijom. ♦

Zadatak 50. Formulisati i dokazati kontaktnu verziju Teoreme 2 na
str. 137. X
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Zadatak 51. Neka je L ⊂ T ∗M Lagran�eva podmnogostrukost, λ Li-
uvilova 1{forma na T ∗M i x0 ∈ L fiksirana taqka. Dokazati da je skup

L̃ :=

{(
x,

∫
γ

λ

)
| x ∈ L, γ : [0, 1]→ L, γ(0) = x0, γ(1) = x

}
⊂ J1(M,R),

Le�androva podmnogostrukost. Dokazati da je restrikcija projekcije

π1 : T ∗M × R→ T ∗M (86)

na L̃ natkriva�e π1

∣∣
L̃

: L̃ → L. Specijalno, ako je mnogostrukost L prosto

povezana, mnogostrukosti L̃ i L su difeomorfne. X

Zadatak 52. Neka je L̃ ⊂ J1(M,R) Le�androva podmnogostrukost koja

je transverzalna na vlakna projekcije (86). Dokazati da je L = π1(L̃) taqna
Lagran�eva podmnogostrukost u T ∗M . X

Definicija 40. Talasni front Le�androve podmnogostrukosti L̃ ⊂
J1(M,R) je skup

WL̃ := π1
0(L̃) ⊂ J0(M,R) ∼= M × R,

gde je π1
0 : J1(M,R)→ J0(M,R) projekcija (82).

Talasni front taqne Lagran�eve podmnogostruksti L ⊂ T ∗M je skup

WL := {(π(x), f(x)) | x ∈ L} ⊂M × R,

gde je π : T ∗M → M kanonska projekcija, a f : L→ R potencijal restrikcije
Liuvilove forme na L, tj. funkcija za koju je λ

∣∣
L

= df . ♦

Primetimo da je talasni front WL definisan do na translaciju (q, t) 7→
(q, t + c), poxto je potencijal 1{forme definisan do na konstantu. Iz Za-
datka 51 sledi da je talasni front Lagran�eve podmnogostrukosti, do na
vertikalnu translaciju, grafik vixeznaqne funkcije

x 7→
∫
γ

λ

gde je γ put u L koji spaja fiksiranu taqku x0 ∈ L sa x. Definisanost talasnog
fronta samo do na vertikalnu translaciju je posledica proizvo	nosti izbora
taqke x0.

4. Kontaktne mnogostrukosti

4.1. Kontaktomorfizmi. Prirodne simetrije kontaktnih mnogostru-
kosti su difeomorfizmi koji quvaju kontaktnu strukturu. Qak i ako se radi
o koorijentabilnoj kontaktnoj mnogostrukosti, tj. i ako je kontaktna dis-
tribucija zadata kontaktnom formom, ovakvi difeomorfizmi ne moraju da
quvaju i kontaktnu formu. Precizna definicija je slede�a.

Definicija 41. Neka su (M1, ξ1) i (M2, ξ2) kontaktne mnogostrukosti.
Difeomorfizam ψ : M1 → M2 se naziva kontaktnim difeomorfizmom ili
kontaktomorfizmom ako je ψ∗ξ1 = ξ2. Specijalno, kontaktomorfizam kon-
taktne mnogostrukosti (M, ξ) je difeomorfizam ψ : M → M , takav da je
ψ∗ξ = ξ. ♦
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Zadatak 53. Neka su (M1, ξ1) i (M2, ξ2) koorijentabilne kontaktne mno-
gostrukosti sa kontaktnim formama α1 i α2. Dokazati da je difeomorfizam
ψ : M1 → M2 kontaktomorfizam ako i samo je ψ∗α2 = fα1 za neku glatku
funkciju f : M1 → R \ {0}. X

Zadatak 54. Neka je α kontaktna forma u R2n+1 uvedena u Primeru 2 na
str. 125 i

α1 := dz +

n∑
j=1

pjdqj , α2 := dz +

n∑
j=1

r2
j dθj = dz +

n∑
j=1

(qjdpj − pjdqj),

gde su (rj , θj) polarne koordinate u (qj , pj){ravni. Dokazati da ove tri forme
definixu kontaktne strukture ξ, ξ1 i ξ2 na R2n+1 i da su kontaktne mno-
gostrukosti (R, ξ), (R, ξ1) i (R, ξ2) kontaktomorfne. X

Primer 36. Preslikava�e

ψ : R2n+1 → R2n+1, (q,p, z) 7→ (rq, rp, r2z)

je, za svako r > 0, kontaktomorfizam prostora R2n+1 sa standardnom kontakn-
tom strukturom iz Primera 2 na str. 125. Odatle sledi da je svaka lopta
kontaktomorfna jediniqnoj lopti. Primetimo, kao simplektiqki kontrast
ove kontaktne pojave, da iz Liuvilove teoreme u simplektiqkoj geometriji
sledi da su dve lopte simplektomorfne ako i samo ako imaju isti polupreq-
nik. ]

Neka je ψt : M → M familija difeomorfizama koorijentabilne kontak-
tne mnogostrukosti generisana vektorskim po	em X. Iz

d

dt
ψ∗t α = ψ∗t (d(Xyα) +Xydα)

sledi da, ako je

d(Xyα) +Xydα = 0 (87)

onda ψt quva kontaktnu formu α. Specijalan sluqaj vektorskog po	a koje
zadovo	ava (87) izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 42. Neka je M koorijentabilna kontaktna mnogostrukost sa
kontaktnom formom α. Vektorsko po	e R na M , koje zadovo	ava

Rydα = 0 i α(R) = 1

naziva se Ribovim vektorskim po	em. ♦

Lema 13. Za svaku kontaktnu formu α na koorijentabilnoj kontaktnoj
mnogostrukosti M postoji jedinstveno Ribovo vektorsko po	e R.

4 Iz (dα)∧n 6= 0 sledi da je E := ker dα podrasloje�e ranga 1 tangentnog
rasloje�a TM , a iz α ∧ (dα)∧n 6= 0 da je α 6= 0 na E, pa je normalizacijom
α(R) = 1 jednoznaqno odre�eno seqe�e R : M → E. 5

Napomena 28. Va�no je imati na umu da je Ribovo vektorko po	e defin-
isano kontaktnom formom α, a ne kontaktnom strukturom ξ. Zato se qesto
koristi i oznaka Rα. U opxtem sluqaju je Rα1

6= Rα2
za kontaktne forme α1

i α2 koje definixu kontatknu strukturu ξ. �
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Da bi difeomorfizam ψ : M →M koorijentabilne kontaktne mnogostru-
kosti (M, ξ) sa kontaktnom formom α bio kontaktomorfizam, dovo	no je, ali
ne i neophodno, da on quva formu α { f∗ξ = ξ va�i i ako je ψ∗α = fα za neku
glatku funkciju f : M → R \ {0}. To znaqi da vektorsko po	e X generixe
familiju kontaktomorfizama i ako zadovo	ava modifikaciju jednaqine (87)

d(Xyα) +Xydα = ftα,

za neku glatku familiju funkcija ft : M → R.

Definicija 43. Vektorsko po	e X : M → TM koje zadovo	ava

d(Xyα) +Xydα = fα, (88)

za neku glatku funkciju f : M → R \ {0} naziva se kontaktnim vektorskim
po	em. ♦

Prvi sabirak na levoj strani u (88) je diferencijal funkcije

H := α(X) : M → R. (89)

Ako pretpostavimo da je

Xydα = dH(Rα)α− dH, (90)

gde je Rα Ribovo vektorsko po	e definisano kontaktnom formom α, onda je

d(Xyα) +Xydα = dH(Rα).

To znaqi da je X kontaktno vektorsko po	e.

Definicija 44. Funkciju H : M → R za koju va�i (89) i (90) nazivamo
kontaktnim Hamiltonijanom generisanim kontaktnim vektorskim po	emX.

♦

Slede�a teorema pokazuje da su sva kontaktna vektorska po	a generisana
kontaktnim Hamiltonijanima (za razliku od simplektiqkog sluqaja) i da je
svaka glatka funkcija kontaktni Hamiltonijan nekog kontaktnog vektorskog
po	a.

Teorema 18. Neka je (M, ξ) koorijentabilna kontaknta mnogostrukost,
α kontaktna forma i Rα Ribovo vektorsko po	e.

(a) Vektorsko po	e X : M → M je kontaktno ako i samo ako postoji
glatka funkcija H : M → R, takva da je

α(X) = H i Xydα = dH(Rα)α− dH. (91)

(b) Za svaku glatku funkciju H : M → R postoji jedinstveno kontak-
tno vektorsko po	e X koje zadovo	ava (91).

4 U diskusiji pre formulacije ove teoreme dokazali smo implikaciju (⇐) u
(a). Obrnuto, ako je X kontaktno vektorsko po	e, izraqunava�em vrednosti
1{formi u (88) na Ribovom vektorskom po	u dobijamo

d(α(X))(Rα) = f.

Neka je H := α(X). Iz prethodne jednakosti sledi f := dH(Rα), pa iz (88)
dobijamo

dH +Xydα = dH(Rα)α.

Time je dokazano (a).
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Da bismo dokazali (b), primetimo da iz nedegenerisanosti forme dα na ξ
sledi da postoji jedinstveno vektorsko po	e Y : M → ξ, takvo da je

Y ydα
∣∣
ξ

= dH
∣∣
ξ
.

Tada je X := Y +HRα tra�eno kontaktno vektorsko po	e. 5

Teorema 19. (Grejeva stabilnost) Neka je M kompaktna mnogostru-
kost bez granice i ξt, t ∈ [0, 1], familija koorijentabilnih kontaktnih
struktura na �oj, zadata glatkom familijom αt kontaktnih formi. Tada
postoji familija difeomorfizama ψt : M → M , takva da je (ψt)∗ξ0 = ξt za
sve t ∈ [0, 1].

4 Familija ψt koju tra�imo je rexe�e nelinearne jednaqine

ψ∗t αt = ftαt, (92)

za neku glatku familiju fukcija ft : M →]0,+∞[. Kao i u ostalim primer-
ima primene Mozerovog metoda deformacije, diferencira�em po t dobijamo
linearnu jednaqinu

d(Xtyαt) +Xtydαt +
∂αt
∂t

= gtαt, (93)

gde je

Xt =
dψt
dt
◦ ψ−1

t i gt =
d

dt
(log ft) ◦ ψ−1

t . (94)

Ako na�emo vektorsko po	eXt i funkciju gt koji zadovo	avaju jednaqinu (93),
onda �e rexe�a ψt, ft jednaqine (94) na kompaktnoj mnogostrukosti M da
zadovo	avaju tra�eni uslov (92).

Rexe�e Xt jednaqine (93) tra�i�emo tako da bude Xt ∈ ξt (to pojednos-
tav	uje nala�e�e funkcije gt i dokaz teoreme). Tada (93) postaje

Xtydαt +
∂αt
∂t

= gtαt. (95)

Ako izraqunamo vrednost obe strane ove jednaqine u Ribovom vektorskom po	u
Rαt dobijamo

∂αt
∂t

(Rαt) = gt. (96)

To znaqi da, ako jednaqina (95) ima rexe�a, onda je gt dato izrazom (96).
Dakle, nemamo drugi izbor nego da tim izrazom definixemo gt. Treba da
doka�emo da, za tako definisano gt, jednaqina (95) ima jedinstveno rexe�e
Xt. Me�utim, ta jednaqina je je jednakost 1{formi koje imaju istu vrednost na
Rt za svaki izbor po	a Xt u ξt. Poxto je svaki vektor Yt oblika Yt = Rαt +Zt
za neko Zt ∈ ξt, problem se svodi na nala�e�e po	a Xt ∈ ξt za koje (95) va�i
na ξt. Egzistencija i jedinstvenost takvog po	a slede iz nedegenerisanosti
forme dαt

∣∣
ξt
. 5

Teorema 20. (Darbu) Neka je (M, ξ) kontaktna mnogostrukost dimen-
zije 2n + 1. Tada za svaku taqku p ∈ M i svaku kontaktnu formu α u koja
zadaje ξ u okolini p, postoji koordinatna okolina U sa koordinatama (q,p, z)
u kojima je

α = dz +

n∑
j=1

qjdpj .
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4 Tvr�e�e je lokalno, pa ga je dovo	no dokazati za M = R2n+1 i p = 0. Neka
je α kontaktna forma koja zadaje ξ u okolini nule i neka je

α0 = dz +

n∑
j=1

qjdpj .

Pomo�u elementarne Linearne algebre mo�emo da zak	uqimo da ne uma�ujemo
opxtost ako pretpostavimo da je α = α0 u nuli. Neka je

αt := tα+ (1− t)α0, t ∈ [0, 1].

Tada je u nuli αt ≡ α i dαt ≡ dα, pa je αt ∧ (dαt)
∧n 6= 0 u nekoj okolini

nule, xto znaqi da je αt familija kontaktnih formi. U �e	i da primenimo
Mozerov metod deformacije, posmatrajmo jednaqinu

ψ∗t αt = α0 (97)

po ψt. �eno rexe�e ψ1 obezbe�uje koordinatnu kartu u kojoj α ima tra�eni za-
pis, tj. ψ∗1α1 = α0. Diferencira�em po t nelinearnu jednaqinu (97) svodimo
na linearnu

d(αt(Xt)) +Xtydαt +
∂αt
∂t

= 0. (98)

Ako na�emo vektorsko po	e Xt koje je rexe�e jednaqine (98), jednoparam-
etarska familija difeomorfizama ψt koju ono generixe je tra�eno rexe�e
jednaqine (97).

Rexe�e jednaqine (98) mo�emo da tra�imo u obliku Xt = HtRαt + Yt,
gde je Rαt Ribovo vektorsko po	e kontaktne forme αt, Ht glatka funkcija i
Yt ∈ kerαt. Kada u (98) stavimo Xt u tom obliku i izraqunamo vrednost obe
strane (koje su 1{forme) u Rαt dobijamo

dHt(Rαt) +
∂αt
∂t

(Rαt) = 0.

Odatle mo�emo da na�emo Ht za svako fiksirano t, integracijom du� in-
tegralnih krivih γ Ribovog vektorskog po	a (uz izbor poqetnih uslova na
transverzalnoj hiperpovrxi), ukoliko te krive nisu periodiqne. Taj uslov
mo�emo da postignemo u dovo	no maloj okolini nule. Kada imamo Ht, vek-
torsko po	e Yt nalazimo tako da va�i (98), tj. tako da je

dHt + Ytydαt +
∂αt
∂t

= 0.

Ova jednaqina ima jedinstveno rexe�e Yt ∈ kerαt, zato xto je kontaktna
forma dαt nedegenerisana na kontaktnoj distribuciji ξt = ker αt. 5

4.2. Hiperpovrxi kontaktnog tipa. Va�an primer kontaktnih mno-
gostrukosti je izvesna klasa hiperpovrxi u simplektiqkoj mnogostrukosti.
Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost.

Definicija 45. Vektorsko po	e Y na simplektiqkoj mnogostrukosti
(M,ω) naziva se Liuvilovim vektorskim po	em ako je

LY ω = ω.

Hiperpovrx N ⊂M koja je transverzalna na Liuvilovo vektorsko po	e nazi-
vamo hiperpovrxi kontaktnog tipa. . ♦
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Teorema 21. Ako je Y Liuvilovo vektorsko po	e na simplektiqkoj mno-
gostrukosti (M,ω) i N hiperpovrx kontaktnog tipa, onda je α = Y yω
kontaktna forma na N . Drugim reqima, distribucija ξ = kerα u TN je
kontaktna struktura na N .

4 Neka je dim M = 2n. Iz definicije Liuvilovog vektorskog po	a, forme α
i Kartanove formule sledi

ω = LY ω = d(Y yω) = dα,

pa je

α ∧ (dα)∧(n−1) = (Y ∧ ω) ∧ ω∧(n−1) = n−1(Y yω)∧n.

Poxto je Y transverzalno na TN , iz nedegenerisdanosti simplektiqke forme
sledi da je posled�i izraz razliqit od nule na TN . Time je dokazano da je α
kontaktna forma na N . 5

Primer 37. Sfera

S2n−1 = {q2
1 + . . .+ q2

n + p2
1 + . . .+ p2

n = 1 | (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) ∈ R2n}

je kontatna mnogostrukost sa kontaktnom formom

α =

n∑
j=1

(qj dpj − pj dqj).

Da bismo to dokazali, primetimo da je

Y :=
r

2

∂

∂r
,

gde je r radijalna sferna koordinata, Liuvilvo vektorsko po	e transverzalno
na sferu. Zaista, u Dekartovim koordinatama je

Y =
1

2

n∑
j=1

(
qj

∂

∂pj
+ pj

∂

∂qj

)
,

pa je LY ω = d(Y yω) = ω. Transverzalnost radijalnog po	a na sferu je
oqigledna, pa je sfera hiperpovrx kontaktnog tipa. Iz Teoreme 21 sledi
da je ona kontaktna mnogostrukost sa formom Y yω. Neposredno se proverava
da je ova forma jednaka formi α/2 (koja zadaje istu kontaktnu strukturu kao
i forma α). ]

Zadatak 55. Neka su (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) standardne lokalne koordinate
na T ∗M , u kojima Liuvilova 1{forma ima zapis

λ = p1 dq1 + . . .+ pn dqn.

Dokazati da je

Y = p1
∂

∂p1
+ . . .+ pn

∂

∂pn

Liuvilovo vektorsko po	e. Zak	uqiti da je sferno kotantgentno rasloje�e
hiperpovrx kontaktnog tipa (uporediti sa Primerom 45 na str. 184). X
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4.3. Simplektizacija kontaktne mnogostrukosti. U Teoremi 21 smo
dokazali da su hiperpovrxi kontaktnog tipa u simplektiqkim mnogostrukos-
tima koorijentabilne kontaktne mnogostrukosti. Ove hiperpovrxi su vixe
od samo jednog primera kontaktnih mnogostrukosti: svaka koorijentabilna
kontaktna mnogostrukost mo�e da se dobije na taj naqin. Pre nego xto to
vidimo, uvedimo jednu va�nu klasu taqnih simplektiqkih mnogostrukosti.
Neka je α kontaktna forma na kontaktnoj mnogostrukosti M dimenzije 2n− 1
i ω := d(etα) 2{forma na M × R. Tada je

ω∧n = (et dt ∧ α+ et dα)∧n = nent dt ∧ α ∧ (dα)∧(n−1) 6= 0,

pa je ω simplektiqka forma.

Definicija 46. Neka je (M, ξ) koorijentabilna kontaktna mnogostrukost
sa kontaktnom formom α. Par (M × R, d(etα)) naziva se simplektizacijom
kontaktne mnogostrukosti M . ♦

Ako je M ×R simplektizacija koorijentabilne kontaktne mnogostrukosti
M , onda jeY = ∂/∂t Liuvilovo vektorsko po	e transverzalno na M × {t0} za
svako t0 ∈ R, pa je M × {t0} ∼= M hiperpovrx kontaktnog tipa.

Zadatak 56. Neka jeM koorijentabilna kontaktna mnogostrukost iM×R
�ena simplektizacija. Dokazati da je podmnogostrukost L ⊂ M Le�androva
ako i samo ako je L× R ⊂M × R Lagran�eva. X

Simplektizacija kontaktne mnogostrukosti mo�e da se definixe i bez
pretpostavke o koorijentabilnosti. Neka je (M, ξ) kontaktna mnogostrukost.
Za svako p ∈ M kontaktna hiperravan mo�e da se opixe kao jezgro funkci-
onala lq ∈ T ∗qM \ {0}, koji je jedinstven do na multiplikativnu konstantnu.
Ove funkcionale nazivamo kontaktnim funkcionalima. Neka je E ⊂ T ∗M
skup svih kontaktnih funkcionala, tj. rasloje�e definisano sa

lq ∈ Eq ⇔ ker lq = ξq, E :=
⋃
q∈M

Eq.

Primetimo da E nije vektorsko rasleoje�e: Eq ∼= R \ {0} za svako q ∈M .

Zadatak 57. Dokazati da su slede�a tvr�e�a ekvivalentna:
(a) kontaktna struktura ξ je koorijentabilna;
(b) rasloje�e E ima seqe�e;
(v) prostor E ima dve komponente povezanosti. X

Neka je σ ∈ Ω1(E) 1{forma definisana sa

σp := π∗π(p)p,

gde je π : E → M restrikcija kanonske projekcije π : T ∗M → M . Drugim
reqima, ako je p ∈ Eq i Xp ∈ TpE, tada je (πp)∗(Xp) ∈ TqM , i

σp(Xp) = p((πp)∗(Xp)).

Definicija 47. Par (E, dσ) naziva se simplektizacijom kontaktne mno-
gostrukosti (M, ξ). ♦

Simplektizacija iz Definicije 46 zavisi od izbora kontaktne forme, dok
je simplektizacija u Definiciji 47 kanonski izvedena iz kontaktne struk-
ture. Ako je kontaktna mnogostrukost (M, ξ) koorijentabilna, prostor E ima
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dve komponente povezanosti; forma σ na svakoj od �ih je proporcionalna
formi etα iz Definicije 46.

4.4. Kontaktizacija simplektiqke mnogostrukosti. Neka je (M,ω)
taqna simplektiqka mnogostrukost dimenzije 2n, tj. neka je ω = dλ za neku
1{formu λ na M . Tada je sa

αE := dz − λ ∈ Ω1(M × R) (99)

definisana kontaktna forma na E = M × R. Uslov maksimalne neintegra-
bilnosti forme αE sledi iz nedegenerisanosti simplektiqke forme ω:

αE ∧ (dαE)∧n = (dz − λ) ∧ ωn = dz ∧ ωn 6= 0

(u posled�oj jednakosti smo iskoristili qi�enicu da je λ ∧ ωn ∈ Ω2n+1(M),
pa je, zbog dim M = 2n, λ ∧ ωn = 0). Na isti naqin se pokazuje da je

αP := dθ − λ (100)

kontaktna forma na P = M × S1.

Definicija 48. Mnogostrukost E = M × R sa kontaktnom formom (99)
(ili P = M × S1 sa kontaktnom formom (100)) se naziva kontaktizacijom
taqne simplektiqke mnogostrukosti M . ♦

Primer 38. Kontaktizacija kotangentnog rasloje�a T ∗M je J1(M,R). ]

Zadatak 58. Neka su E = M × R i i P = M × S1 kontaktizacije taqne
simplektiqke mnogostrukosti M .

(a) Dokazati da je podmnogostrukost L ⊂ M taqna Lagran�eva ako i
samo ako postoji seqe�e s : M → E takvo da je podmnogostrukost s(L) ⊂ E
Le�androva.

(b) Neka je, za podmnogostrukost L ⊂ M i seqe�e s : M → P , podmno-
gostrukost s(L) ⊂ P Le�androva. Dokazati da je podmnogostrukost L La-
gran�eva. X

Napomena 29. Kontaktizaciju je mogu�e sprovesti i pod slabijom pret-
postavkom da je, za neko ~ > 0, [ω/~] celobrojna kohomoloxka klasa, tj. da
je

[ω/~] ∈ H2(M ;Z) ⊂ H2(M ;R) ∼= H2
dR(M)

(xto je ekvivalentno sa
∫
A
ω ∈ ~ ·Z za sve A ∈ H2(M ;Z)). Tada postoji glavno

U(1){rasloje�e P nad M , sa koneksijom kojoj je ω forma krivine23. Ta konek-
sija definixe kontaktnu strukturu na P . Za mnogostrukost P , sem termina
kontaktizacija, koristi se i termin predkvantizacija mnogostrukosti M .

Hopfovo rasloje�e
S1 → S2n+1

↓
CPn.

(Primer 42 na str. 115) mo�e da se dobije kao kontaktizacija simplektiqke
mnogostrukosti CPn, xto je jox jedan naqin da snabdemo sferu neparne di-
menzije kontaktnom strukturom (videti Primer 37).

23Krivinu smo definisali na str. 119, kao formu na P , a ne na M . Me�utim, mo�emo
da je smatramo i formom na M , poxto ta definicija uk	uquje horizontalnu projekciju.
Ekvivalentno, mo�emo da govorimo o formi krivine π∗ω na P , gde je π : P → M kanonska
projekcija.
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Za izabrano ~, rasloje�e P je jedinstveno do na izomorifzam, a kontaktna
struktura, tj. koneksija qija je krivina ω, je jedinstvena do na kontaktomor-
fizam: ako su ξ1 i ξ2 dve takve kontaktne strukture, postoji difeomorfizam
f : P → P takav da je f∗ξ1 = ξ2.

Me�utim, promena konstante ~ me�a i topologiju rasloje�a P . Taqna
simplektiqka mnogostrukost, tj. sluqaj [ω] = 0, je specijalni sluqaj ove
konstrukcije; dobijeno rasloje�e P je u tom sluqaju trivijalno rasloje�e
M × U(1) ∼= M × S1 sa kontaktnom formom (100). �
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