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Letak: Jedno od sredstava informisa�a i reklamira�a. U danax�e

vreme najpopularniji i najefikasniji metod oglaxava�a i propagande.

Xtampa se u razliqitim veliqinama, oblicima i bojama.

Letak mo�e da se distribuira na vixe naqina:

- sla�em poxtom

- ubaciva�em u poxtansko sanduqe

- ruqnim de	e�em na ulici ili nekom drugom javnom prostoru.

(Definicija na Vikipediji)
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GLAVA 1

Osnovna teorema integralnog raquna

1. Uvod

Neka je F : [α, β] → C neprekidna funkcija. Iz poqetnog kursa Analize
poznato je da je

d

dt

∫ t

t0

F (s) ds = F (t).

Drugim reqima, funkcija

y : [α, β]→ C, y(t) := y0 +

∫ t

t0

F (s) ds

zadovo	ava jednaqinu
dy

dt
= F (t) (1)

i uslov

y(t0) = y0. (2)

Jednaqina (1) je jedan od najjednostavnijih primera diferencijalne jednaqine.
Uslov (2) naziva se poqetnim uslovom; bez �ega dobijamo familiju rexe�a
jednaqine (1)

y(t) = C +

∫ t

t0

F (s) ds, (3)

gde je C ∈ C proizvo	na konstanta. Sva rexe�a jednaqine (1) su opisana
formulom (3). Ovo sledi iz teoreme o sred�oj vrednosti:

Teorema 1. (Lagran�eva teorema) Neka je funkcija f : [α, β] → R
neprekidna na zatvorenom intervalu [α, β] i diferencijalna na �egovoj unu-
trax�osti ]α, β[. Tada je za neko ξ ∈]α, β[

f(β)− f(α) = (β − α)f ′(ξ).

Iz Lagran�eve teoreme sledi da je izvod funkcije na intervalu iden-
tiqki jednak nuli ako i samo ako je funkcija konstantna na �emu. Drugim
reqima, diferencijabilna funkcija na intervalu je odre�ena svojim prvim
izvodom do na konstantu.

Napomena 1. Lagran�eva teorema ne va�i za kompleksne funkcije, kao
xto pokazuje primer funkcije

f : [−π, π]→ C, f(t) = eit.

Me�utim, primenom Lagran�eve teoreme na funkcije Re f i Im f lako za-
k	uqujemo da je i kompleksna funkcija qiji je domen interval jednoznaqno
odre�ena svojim prvim izvodom do na (kompleksnu) konstantu. �
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4 1. OSNOVNA TEOREMA INTEGRALNOG RAQUNA

2. Teorema o sred�oj vrednosti

U prvom tomu svog Traktata o analizi [6] Dijedone navodi slede�e uop-
xte�e Teoreme 1:

Teorema 2. Neka je I = [α, β] kompaktan interval u R, P ⊂ I najvixe
prebrojiv skup, B Banahov prostor i

f : I → B, ϕ : I → R

neprekidna preslikava�a koja su diferencijabilna u svakoj taqki skupa I \P
i qiji izvodi zadovo	avaju

‖f ′(t)‖ ≤ ϕ′(t), za sve t ∈ I \ P.
Tada je

‖f(β)− f(α)‖ ≤ ϕ(β)− ϕ(α).

4 Dovo	no je dokazati da je za svako ε > 0

‖f(β)− f(α)‖ ≤ ϕ(β)− ϕ(α) + ε(β − α+ 2),

jer odatle, prelaskom na limes kad ε→ 0+ sledi tra�ena nejednakost.
Neka je P = {p1, p2, . . .} i neka je

A :=
{
t ∈ I | (∀s ∈ [α, t]) ‖f(s)− f(α)‖ ≤ ϕ(s)− ϕ(α) + ε(s− α) + ε

∑
pn<s

2−n
}
.

Skup A je neprazan, jer sadr�i taqku α i ograniqen odozgo brojem β, pa postoji

γ := sup A.

Odatle i iz definicije skupa A sledi da je A = [α, γ].
Iz definicije skupa A sledi da je

‖f(γ)− f(α)‖ ≤ ϕ(γ)− ϕ(α) + ε(γ − α) + ε
∑
pn<γ

2−n. (4)

Ostaje nam da doka�emo da je γ = β. Pretpostavimo suprotno: γ < β. Mogu�a
su dva sluqaja:

(1) γ /∈ P
(2) γ ∈ P .

U prvom sluqaju, iz definicije izvoda sledi da postoji interval [γ, γ+δ] ⊂ I
takav da je

‖f(s)−f(γ)−f ′(γ)(s−γ)‖ ≤ ε

2
(s−γ) i |ϕ(s)−ϕ(γ)−ϕ′(γ)(s−γ)| ≤ ε

2
(s−γ)

za sve s ∈ [γ, γ + δ[. Odatle sledi

‖f(s)− f(γ)‖ ≤ ‖f ′(γ)‖(s− γ) + ε
2 (s− γ)

≤ ϕ′(γ)(s− γ) + ε
2 (s− γ)

≤ ϕ(s)− ϕ(γ) + ε(s− γ).

Odatle i iz (4) sledi

‖f(s)− f(α)‖ ≤ ϕ(s)− ϕ(α) + ε(s− α) + ε
∑
pn<γ

2−n

≤ ϕ(s)− ϕ(α) + ε(s− α) + ε
∑
pn<s

2−n

xto je u kontradikciji sa definicijom γ.
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U drugom sluqaju, ako je γ = pm ∈ P , iz neprekidnosti preslikava�a f i
ϕ sledi da postoji interval [γ, γ + δ] ⊂ I, takav da za s ∈ [γ, γ + δ[ va�i

‖f(s)− f(γ)‖ ≤ ε

2
2−m i ϕ(s)− ϕ(γ) ≤ ε

2
2−m.

Odatle i iz (4) dobijamo

‖f(s)− f(α)‖ ≤ ϕ(s)− ϕ(α) + ε(γ − α) + ε
∑
pn<s

2−n

≤ ϕ(s)− ϕ(α) + ε(s− α) + ε
∑
pn<s

2−n

xto je ponovo kontradikcija. 5

Napomena 2. Iz dokaza je jasno da prethodna teorema va�i i pod slabijim
pretpostavkama: da f i ϕ imaju jednostrani (npr. desni) izvod u svakoj taqki
skupa I \ P i da va�i

‖f ′+(t)‖ ≤ ϕ′+(t)

za sve t ∈ I \ P . �

Posledica 1. Ako je, uz oznake iz prethodne teoreme, preslikava�e f :
I → B neprekidno na I i diferencijabilno na skupu I \P i ako je ‖f ′(s)‖ ≤M
za sve s ∈ I \ P , onda je

‖f(β)− f(α)‖ ≤M(β − α)

4 Sledi iz Teoreme 2 za sluqaj ϕ(s) = M(s− α). 5

Posledica 2. Ako je, uz oznake iz prethodne teoreme, preslikava�e f :
I → B neprekidno na I i diferencijabilno na skupu I \P i ako je f ′(s) = 0 za
sve s ∈ I \ P , onda je f ≡ const.

Zadatak 1. Neka su B1 i B2 Banahovi prostori, D ⊂ B1 otvoren i povezan
podskup i f : D → B2 diferencijabilno preslikava�e, takvo da je f ′ ≡ 0.
Dokazati da je f ≡ const. X

3. Primitivno preslikava�e i odre�eni integral

Neka je f : I → B preslikava�e kompaktnog intervala I = [α, β] ⊂ R u
Banahov prostor B.

Definicija 1. Neprekidno preslikava�e Φ : I → B naziva se primi-
tivnim preslikava�em za f ako postoji najvixe prebrojiv skup P ⊂ I takav
da je

Φ′(t) = f(t)

za sve t ∈ I \ P . ♦

Napomena 3. Ako je preslikava�e f : I → B neprekidno u taqki t0 ∈ I
i Φ : I → B �egovo primitivno preslikava�e, onda je Φ′(t0) = f(t0). Speci-
jalno, ako je f neprekidno na I, onda je Φ′(t) = f(t) za sve t ∈ I. Zaista, iz
Teoreme o sred�oj vrednosti sledi

‖Φ(t0 + h)− Φ(t0)− f(t0)h‖ ≤ h sup
0≤s≤h

‖f(t0 + s)− f(t0)‖,

pa iz neprekidnosti f u taqki t0 sledi Φ′(t0) = f(t0). �
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Teorema 3. Ako su Φ1,Φ2 : I → B primitivna preslikava�a za f : I → B,
onda je

Φ2 = Φ1 + C

za neku konstantu C ∈ B. Specijalno,
Φ2(β)− Φ2(α) = Φ1(β)− Φ1(α).

4 Dokaz sledi primenom Posledice 2 na preslikava�e Φ2 − Φ1. 5

Definicija 2. Ako je Φ : I → B primitivno preslikava�e za f : I → B,
razlika ∫ β

α

f(t) dt := Φ(β)− Φ(α)

naziva se odre�enim integralom preslikava�a f . ♦

Primetimo da je ova definicija neodre�enog integrala opravdana Teore-
mom 3. Ovakvu definiciju predla�e Dijedone u [6] kao alternativu uvo�e�a
Rimanovog integrala. �om se izbegavaju deta	i konstrukcije pomo�u Dar-
buovih suma, ali se postav	a drugo, prirodno pita�e: koja su preslikava�a
integrabilna, tj. koja preslikava�a imaju primitivno preslikava�e?

Definicija 3. Preslikava�e f : I → B je regulisano ako u svakoj taqki
ima levi i desni limes. ♦

Primer 1. 1. Neprekidna preslikava�a su f : I → B su regulisana.
2. Monotone realne funkcija realne promen	ive f : I → R su regulisane.
3. Preslikava�e f : I → B je deo po deo konstantno ako postoji konaqno

mnogo taqaka
α = t0 < t1 < . . . < tk−1 < tk = β

takve da je f konstantno na svakom od otvorenih intervala ]tj , tj+1[. Jasno
je da su deo po deo konstantna preslikava�a regulisana. Slede�a teorema
pokazuje da va�i i vixe od toga. ]

Teorema 4. [6] Preslikava�e f : I → B je regulisano ako i samo ako
postoji niz deo po deo konstantnih funkcija gn : I → B koji ravnomerno
konvergira ka f .

Lema 1. Deo po deo konstantno preslikava�e ima primitivno preslika-
va�e.

4 Neka je g : I → B deo po deo konstantno preslikava�e, tj. takvo da je
g(t) = cj na intervalu ]tj , tj+1[, onda je

Γ(t) = (t− ti)ci +

i−1∑
j=0

(tj+1 − tj)cj za t ∈ [ti, ti+1]

primitivna za g. 5

Definicija 4. Primitivno preslikava�e deo po deo konstantnog pres-
likava�a naziva se deo po deo linearnim preslikava�em. ♦

Sada mo�emo da izdvojimo priliqno xiroku klasu preslikava�a koja su
integrabilna (u smislu Definicije 2), tj. koja imaju primitivno preslika-
va�e.
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Teorema 5. Svako regulisano preslikava�e ima primitivno preslika-
va�e.

4 Neka je f : I → B regulisano preslikava�e. Iz Teoreme 4 sledi da postoji
niz gn : I → B deo po deo konstantnih funkcija koji ravnomerno konvergira
ka f . Neka su Γn primitivne za gn (koje postoje na osnovu Leme 1), takve da
je Γn(α) = 0 za svako n. Tada, kad Γ′n = gn ravnomerno konvergira ka f , a
Γn(α) ≡ 0 konvergira, odakle sledi da Γn ravnomerno konvergira ka nekom
preslikava�u Φ takvom da je Φ′ = f svuda sem u najvixe prebrojivo mnogo
taqaka (tj. svuda sem u taqkama prekida funkcija gn). 5

Podsetimo se da klasa funkcija koje imaju primitivnu, iako je xira od
klase neprekidnih funkcija, ipak sa ovom klasom deli neka svojstva. Jedno
od �ih je sadr�aj slede�e poznate teoreme iz uvodnog kursa analize.

Teorema 6. (Darbuova teorema) Neka je I interval u R, Φ : I → R
diferencijabilna funkcija i f(t) = Φ′(t) �en izvod. Ako je f(a) 6= f(b) za
neke a, b ∈ I, onda za svako ξ izme�u f(a) i f(b) postoji c izme�u a i b za koje
je f(c) = ξ.

Zadatak 2. Dati primer funkcije Φ : I → R koja je diferencijabilna na
intervalu I, a �en izvod Φ′ ima prekid u nekoj taqki. X

Napomena 4. Teorija odre�enog integrala koju smo ovde, slede�i Bur-
bakijev i Dijedoneov pristup, izlo�ili direktno je izvedena iz pojma izvoda
(za razliku od Rimanovog integrala gde se ta veza izvodi kao teorema). Veza
sa izvodom i osobine izvoda omogu�avaju nam da doka�emo poznata svojstva
(qitalac mo�e da ih shvati kao zadatke):

Linearnost: Ako su f, g : [α, β]→ B regulisane funkcije i λ, µ skalari,
onda je ∫ β

α

(λf(t) + µg(t)) dt = λ

∫ β

α

f(t) dt+ µ

∫ β

α

g(t) dt

Smena promen	ive: Neka je ϕ : [α, β] → R primitivna funkcija reg-
ulisane funkcije i f : J → B regulisana funkcija definisana na intervalu
J ⊃ ϕ([α, β]). Pretpostavimo da je ili f neprekidna ili ϕ monotona. Tada je∫ β

α

f ◦ ϕ(s)ϕ′(s) ds =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(t) dt.

Parcijalna integracija: Ako su f : [α, β] → B1 i g : [α, β] → B2

primitivne funkcije regulisanih funkcija i b : B1 × B2 → B neprekidno
bilinearno preslikava�e, onda je∫ β

α

b(f(t), g′(t)) dt = b(f(β), g(β))− b(f(α), g(α))−
∫ β

α

b(f ′(t), g(t)) dt

Nejednakost trougla: Za regulisanu funkciju f : [α, β]→ B va�i∥∥∥∥∥
∫ β

α

f(t) dt

∥∥∥∥∥ ≤
∫ β

α

‖f(t)‖ dt,

gde je ‖ · ‖ norma na B. �
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Napomena 5. Burbakijev i Dijedoneov pristup izabrali smo kao najjed-
nostavniji, jer najbr�e vodi definiciji integrala funkcije sa vrednostima
u Banahovom prostoru koji obuhvata dovo	no veliku klasu integrabilnih
funkcija za naxe potrebe.

Postoje i drugi pristupi. Jedan se mo�e na�i u Rudinovoj k�izi [9] i
zasniva se na slede�em. Neka je

f : Q→ B (5)

preslikava�e sa vrednostima u Banahovom prostoru B nad po	em skalara
K ∈ {R,C} , definisano na nekom prostoru (Q,µ) sa merom µ. logiqno je
zahtevati da integral zadovo	ava svojstvo linearnosti. Drugim reqima, ako
je Λ ∈ B∗ neprekidni linearni funkcional,

Λ : B → K,

oqekujemo da svaki integral zadovo	ava

Λ

(∫
Q

f dµ

)
=

∫
Q

(Λf) dµ. (6)

Primetimo da je na desnoj strani integral skalarne funkcije. Ka�emo da je
preslikava�e f integrabilno po meri µ ako je za svaki linearni funkcional
Λ ∈ B∗ funkcija Λ ◦ f : Q → K integrabilna po µ i ako postoji vektor u B,
koji oznaqavamo sa ∫

Q

f dµ

takav da za svako Λ ∈ B∗ va�i (6). Ovako definisan integral nekad se naziva
slabim integralom.

Spomenimo da postoji i definicija integrala preslikava�a (5) koji slika
prostor sa merom (Q,µ) u Banahov prostor B, koja je potpuno analogna defini-
ciji Lebegovog integrala. U ovoj definiciji, integral se definixe kao limes
integrala prostih funkcija

s(x) =

k∑
j=1

χEj
(x)bj , x ∈ Q, bj ∈ B, Ej ⊂ Q,

za koje je ∫
Q

s dµ :=

k∑
j=1

µ(Ej)bj .

Mer	iva funkcija f se naziva integrabilnom po Bohneru ako postoji niz
prostih funkcija sn takav da je

lim
n→∞

∫
Q

‖f − sn‖ dµ = 0 (7)

i �en Bohnerov integral se definixe sa∫
Q

f dµ := lim
n→∞

∫
Q

sn dµ.

Primetimo da se, opet, definicija svodi na integral skalarne (u ovom sluqaju
realne) funkcije u (7).
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U oba navedena sluqaja (kao i uvek kad definiciji integrala prethodi
definicija mere, a ne obrnuto) nije sasvim oqigledno xta je klasa inte-
grabilnih funkcija. U pristupu koji smo mi ovde izabrali, velika klasa
integrabilnih funkcija se odmah izdvaja. �

Pojam integrala omogu�ava nam da govorimo o rexe�u jednostavne difer-
encijalne jednaqine

dy

dt
= f(t), (8)

gde je f : I → B preslikava�e intervala I ⊂ B u Banahov prostor B { rexe�e
je familija preslikava�a

y : I → B, y(t) =

∫ t

α

f(s) ds+ C, (9)

gde je C ∈ B konstanta.

4. Uopxte�a

Videli smo kako su povezani problem rexava�a jednostavne diferenci-
jalne jednaqine (8), tj. nala�e�a primitivnog preslikava�a za preslikava�e

f : I → B

i integracija na intervalu I. Imaju�i u vidu qi�enicu da je prirodan
ambijent za razvija�e diferencijalnog i integralnog raquna glatka mno-
gostrukost, ova razmatra�a mogu da se uopxte u dva prirodna pravca. Jedan
je uopxte�e integracije sa intervala I na mnogostrukosti, a drugi uopxte�e
pojma primitivnog preslikava�a na preslikava�a

f : M → N,

gde su M i N glatke mnogostrukosti. U prvom sluqaju dolazimo do uopxt-
e�a integrala funkcije na integral diferencijalnih formi, dok nas drugi
pravac, pod odre�enim dodatnim pretpostavkama1 o mnogostrukosti N , vodi
do pojma Darbuovog izvoda.

4.1. Stoksova teorema. Neka je N kompaktna glatka mnogostrukost di-
menzije n sa granicom ∂N , ω ∈ Ωn−1(N) diferencijalna (n− 1){forma na N
i dω ∈ Ωn(N) �en spo	ax�i izvod. Tada je∫

N

dω =

∫
∂N

ω. (10)

Specijalno, ako je N = [α, β] i f : [α, β] → R glatka funkcija, onda je
df(t) = f ′(t) dt diferencijalna 1{forma i ∂N = {a, b}, pa Osnovna teorema
integralnog raquna ∫ β

α

f ′(t) dt = f(t)

∣∣∣∣t=β
t=α

mo�e da se shvati kao jedan sluqaj formule (10). Jox neki sluqajevi Stoksove
formule su

1Primetimo da ,,+C " u formuli (9) nema smisla ako na N nije definisano +, tj. ako
N nema, osim glatke, i algebarsku strukturu.
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Kelvin{Stoksova formula. Ako je Σ glatka povrx u R3 sa glatkom
granicom ∂Σ, onda je ∫∫

Σ

(∇× F) · dS =

∮
∂Σ

F · dr.

Grinova formula. Ako je D ⊂ R2 ograniqen otvoren skup sa glatkom
granicom ∂D, onda je ∫∫

D

(∇× F) · dS =

∮
∂D

F · dr.

Formula Gausa i Ostrogradskog. Ako je V ⊂ R3 ograniqen otvoren
skup sa glatkom granicom ∂V , onda je∫∫∫

V

∇ · F dx dy dz =

∫∫
∂V

F · dS.

Pojam primitivnog preslikava�a prirodno se uopxtava na diferenci-
jalne forme. Ako za datu diferencijalnu k{formu ω ∈ Ωk(N) postoji η ∈
Ωk−1 takva da je

dη = ω (11)

onda ka�emo da je η primitivna forma forme ω. Iz poznate jednakosti
d ◦ d = 0 sledi da je

dω = 0 (12)

neophodan uslov za postoja�e rexe�a jednaqine (11) po η. Ovaj uslov nije i
dovo	an, ali ukoliko uz (12) va�i i

Hk
dR(N) = 0, (13)

gde je Hk
dR(N) k{ta de Ramova kohomologija mnogostrukosti N , jednaqina (11)

ima rexe�e, koje je jedinstveno do na zatvorenu (k − 1){formu.
Specijalno, za k = 1 jednaqina (11) po η se svodi na tra�e�e funkcije

(tj. 0{forme) η : N → R qiji je diferencijal zadata 1{forma ω. U sluqaju
N = Rn ova jednaqina ima dualan, vektorski zapis, tj. svodi se na nala�e�e
rexe�a f jednaqine

∇f = F,

gde je F zadato vektorsko po	e. Neophodan uslov (12) u vektorskom obliku
mo�e da se zapixe kao

∇× F = 0.

Dovo	an uslov (13) je ispu�en ako je domen vektorskog po	a F prosto povezana
oblast, tj. ako je

π1(DomF) = 0.

Ako je pri tome n = 1, tj. ako je N unija intervala na realnoj osi, ova jed-
naqina se svodi na jednaqinu (1). Potreban uslov (12) je u ovom sluqaju trivi-
jalno ispu�en zbog dimenzije, a zbog kontraktibilnosti intervala ispu�en je
i dovo	an uslov (13), xto je saglasno sa onime xto ve� znamo, da jednaqina (1)
ima rexe�e do na zatvorenu 0{formu, tj. do na lokalno konstantnu funkciju.

Ako je k = 2, vektorski oblik jednaqine (11) u euklidskom prostoru Rn je
jednaqina po nepoznatom vektorskom po	u G

∇×G = F, (14)
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a neophodni uslov (12)

∇ · F = 0.

Za dokaze navedenih tvr�e�a i vixe deta	a o �ima upu�ujemo qitaoca
na [1].

Zadatak 3. Na�i primer prosto povezane oblasti i vektorskog po	a F u
�oj za koje jednaqina (14) nema rexe�a. X

4.2. Darbuov izvod. Neka su M i N glatke mnogostrukosti i

Φ : M → N (15)

glatko preslikava�e. �egov izvod u taqki p ∈M je preslikava�e tangentnih
prostora

Φ′(p) : TpM → TΦ(p)N. (16)

Za izvod preslikava�a Φ u taqki p, osim Φ′(p), koristimo i oznake DΦ(p),
Φ∗(p) i, u sluqaju N = R, dΦ(p).

Ako uporedimo ovo sa situacijom koju smo imali kada je M bio interval,
a N Banahov prostor2, prime�ujemo dve stvari:

(1) Izraz ,,+C " u formuli (9) nema smisla na N ;
(2) Φ(p) u kodomenu u (16) je sastavni deo opisa izvoda.

U oba sluqaja, situacija sa Banahovim prostorom je bila jednostavnija zbog
toga xto Banahov prostor, osim diferencijalno topoloxke (tj. glatke) struk-
ture ima i algebarsku (tj. strukturu vektorskog prostora). Ta algebarska
struktura omogu�ava dodava�e konstante, ali i identifikaciju tangentnih
prostora u raznim taqkama pomo�u translacije, tako da u definiciji kodom-
ena izvoda preslikava�a nema potrebe naglaxavati vrednost samog preslika-
va�a. U sluqaju preslikava�a (15) izvod je preslikava�e

Φ′ : TM → TN,

gde su

TM :=
⋃
x∈M

TxM, TN :=
⋃
y∈N

TyN

tangentna rasloje�a mnogostrukosti M i N .

Zadatak 4. Dokazati da je tangentno rasloje�e TS1 kruga S1 trivijalno,
tj. da je ono obiqan Dekartov proizvod TS1 = S1 ×R. Opxtije, dokazati da je
tangentno rasloje�e n{dimenzionog torusa Tn = S1× · · · × S1 trivijalno, a da
tangentno rasloje�e Mebijusove trake nije. X

Dakle, u sluqaju preslikava�a mnogostrukosti, problem nala�e�a prim-
itivnog preslikava�a ne mo�emo da postavimo u istom vidu kao u sluqaju
preslikava�a intervala u Banahov prostor.

Pretpostavi�emo, zato, da mnogostrukost koja je kodomen ima i algebarsku
strukturu. Preciznije, posmatrajmo preslikava�e

Φ : M → G,

2U tom sluqaju su preslikava�e f i �egovo primitivno preslikava�e Φ bili objekti

istog tipa { preslikava�a I → B
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gde je M glatka mnogostrukost, a G Lijeva grupa,3 Tangentni prostor u je-
dinici e ∈ G

g := TeG

naziva se Lijevom algebrom Lijeve grupe G.
Ako je

Lg : G→ G, Lg(x) = g · x
leva translacija, �en izvod u jedinici e ∈ G je preslikava�e

DLg(e) : TeG = g→ TgG. (17)

Zadatak 5. Dokazati da je (DLg)
−1 = DLg−1 . X

Zadatak 6. Neka su Xe, Ye elementi Lijeve algebre g = TeG, neka su X,Y
vektorska po	a na G definisana, pomo�u leve translacije, sa

Xg := DLg(e)(Xe), Yg := DLg(e)(Ye)

i neka je [X,Y ] := XY − Y X �ihov komutator. Dokazati da je sa

g× g→ g, (Xe, Ye) 7→ [X,Y ]e

dobro definisano bilinearno mno�e�e (ovo mno�e�e se naziva Lijevim mno-
�e�em, ili Lijevim zagradama) koje je antikomutativno, tj. zadovo	ava

[X,Y ]e = −[Y,X]e

(i, specijalno, [X,X] = 0). X

Preslikava�e (17) omogu�ava trivijalizaciju tangentnog rasloje�a

TG ∼= G× g, Xg 7→ (g,DLg−1(g)Xg).

Primer 2. Sfera S3 mo�e da se shvati kao Lijeva grupa jediniqnih
kvaterniona, u odnosu na mno�e�e kvaterniona. Odatle sledi da je �eno
tangentno rasloje�e TS3 trivijalno. ]

Zadatak 7. Dokazati da je tangentno rasloje�e TS7 trivijalno.4 X

Zadatak 8. Dokazati da je projektivni prostor RP 3 difeomorfan grupi
SO(3) i zak	uqiti da je �egovo tangentno rasloje�e trivijalno. Da li pro-
jektivna ravan RP 2 ima trivijalno tangentno rasloje�e? X

Trivijalizacija tangentnog rasloje�a TG Lijeve grupe G mo�e da se
shvati i kao diferencijalna 1{forma sa vrednostima u g; izdvajamo je u
slede�oj definiciji.

Definicija 5. More{Kartanova forma na Lijevoj grupi G je diferen-
cijalna 1{forma ωG sa vrednostima u Lijevoj algebri g definisana sa

ωG(Xg) := DLg−1(g)(Xg)

za Xg ∈ TgG. ♦

3Tj. grupa (G, ·) koja ima i strukturu glatke mnogostrukosti, i to takvu da su grupovne
operacije, mno�e�e G × G → G, (g1, g2) 7→ g1 · g2 i inverz G → G, g 7→ g−1, glatka
preslikava�a.

4Poznat i netrivijalan rezultat je da su jedine paralelizabilne sfere (tj. jedine
sfere koje imaju trivijalno tangentno rasloje�e) S1, S3 i S7.
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Uz pomo� ove trivijalizacije, izvod

Φ∗ : TM → TG = G× g

mo�emo da komponujemo sa ωG : TG→ g i da ga shvatimo kao preslikava�e u
vektorski prostor g, o qemu govori slede�a definicija.

Definicija 6. Darbuov izvod preslikava�a Φ : M → G je diferenci-
jalna 1{forma Φ∗ωG (odnosno ωG ◦ Φ∗) sa vrednostima u g. ♦

Sada mo�emo da damo i definiciju primitivnog preslikava�a 1{forme
sa vrednostima u g kao preslikava�a qiji je ta forma Darbuov izvod.

Definicija 7. Neka je G Lijeva grupa, g �ena Lijeva algebra i neka je
ω diferencijalna 1{forma na glatkoj mnogostrukosti M sa vrednostima u g.
Preslikava�e

Φ : M → G

je primitivno preslikava�e forme ω ako je ω = Φ∗ωG. ♦

Slede�a teorema o jedinstvenosti primitivnog preslikava�a je uopxte�e
Teoreme 3 na str. 6.

Teorema 7. Neka je G Lijeva grupa, g �ena Lijeva algebra, M povezana
glatka mnogostrukost i ω diferencijalna 1{forma na M sa vrednostima u
g ako su

Φ1,Φ2 : M → G

primitivna preslikava�a forme ω, onda postoji konstanta C ∈ G takva
da je

Φ2(x) = C · Φ1(x)

za sve x ∈M .

Pita�e egzistencije primitivnog preslikava�a je slo�enije nego u slu-
qaju Banahovog prostora. More{Kartanova forma ωG zadovo	ava More{Kar-
tanovu strukturalnu jednaqinu

dωG(X,Y ) + [ωG(X), ωG(Y )] = 0,

xto se zapisuje i u obliku 5

dωG +
1

2
[ωG, ωG] = 0.

Odatle sledi da je

dΦ∗ωG +
1

2
[Φ∗ωG,Φ

∗ωG] = Φ∗(dωG +
1

2
[ωG, ωG]) = 0.

Dakle, neophodan uslov za egzistenciju primitivnog preslikava�a diferen-
cijalne 1{forme ω je da ona zadovo	ava More{Kartanovu jednaqinu

dω +
1

2
[ω, ω] = 0.

5Konstanta 1
2
koja se pojav	uje u drugom zapisu, a izostaje u prvom, nije xtamparska

grexka. U prvom izrazu, [ω(X), ω(Y )] je Lijevo mno�e�e elemenata Lijeve algebre g. U
drugom izrazu, [ω, ω] je definisano na slo�eniji naqin, kombinova�em dve operacije {
Lijevog mno�e�a u g i spo	ax�eg mno�e�a ∧ diferencijalnih formi. Specijalno, [ω, ω]

nije nula.
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Ispostav	a se da je ovaj uslov, ali samo lokalno, i dovo	an. Za globalni
rezultat postoje opstrukcije vezane za probleme monodromije, xto zadire
dub	e u teoriju koneksija i krivina na glavnim rasloje�ima i nije na glavnoj
liniji ovog teksta. Qitaoca zainteresovanog za da	e izuqava�e ovih pita�a
upu�ujemo na [10] ili [11].



GLAVA 2

Rexe�e diferencijalne jednaqine

1. Vektorska po	a i integralne krive

Neka je M glatka mnogostrukost. U opxtem sluqaju, ako drugaqije ne
napomenemo, ne zahtevamo da ona bude konaqne dimenzije i dopuxtamo da
bude, umesto na euklidskom, modelovana na proizvo	nom Banahovom prostoru.1

Preslikava�e

F : M → TM =
⋃
p∈M

TpM

koje zadovo	ava F (p) ∈ TpM nazivamo vektorskim po	em na M ili seqe�em2

tangentnog rasloje�a. Dualno, seqe�a kotangentnog rasloje�a

η : M → T ∗M, η(p) ∈ T ∗pM

nazivamo kovektorskim po	ima. Primetimo da glatka kovektorska po	a nisu
nixta drugo nego diferencijalne 1{forme koje smo ve� susreli u Glavi 1.

Ako je F vektorsko po	e na M i

f : M → N

difeomorfizam, onda je f∗F vektorsko po	e na N .

Zadatak 9. Precizno formulisati i dokazati posled�e tvr�e�e. Doka-
zati zatim da, za proizvo	no glatko preslikava�e

f : M → N

(ne obavezno difeomorfizam), i vektorsko po	e F naM , f∗F u opxtem sluqaju
nije vektorsko po	e na N , ali i da f∗η jeste diferencijalna forma na M za
svaku diferencijalnu formu η na N (specijalno, za svako kovektorsko po	e
η : N → T ∗N , f∗η je kovektorsko po	e na M). X

Neka je I ⊂ R interval i γ : I →M glatka kriva. Vektor

dγ

dt
(t0) ∈ Tγ(t0)M

nazivamo vektorom brzine krive γ u taqki t0; oznaqavamo ga i sa γ̇(t0). Ako je
γ̇(t0) 6= 0, svaki tangentni vektor na krivu γ u taqki γ(t0) je proporcionalan
ovom vektoru brzine.

1Drugim reqima, M je lokalno homeomorfna Banahovom prostoru, a smene koordinat-
nih karata su glatka preslikava�a Banahovog prostora.

2U opxtem sluqaju, seqe�e je preslikava�e s : T → E skupa T u uniju familije skupova
E = ∪t∈TEt parametrizovane taqkama skupa T , koje zadovo	ava s(t) ∈ Et za sve t ∈ T .

15
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Zadatak 10. Neka je g : Rn → R funkcija klase C1 i neka je

M = {x ∈ Rn | g(x) = 0}.
Pretpostavimo da je ∇g(x) 6= 0 za sve x ∈M . Dokazati da je M glatka hiper-
povrx, tj. glatka podmnogostrukost u Rn dimenzije n − 1. (Uputstvo: pri-
meniti teoremu o rangu.) Dokazati zatim da je gradijent ∇g ortogonalan na
svaku krivu γ : I → M . Izvesti odatle dokaz Lagran�evog metoda nala�e�a
uslovnih ekstremuma. Uopxtiti ovo na sluqaj vixe uslova, tj. na preslika-
va�a g : Rn → Rk. X

Neka je F : M → TM vektorsko po	e na M . Glavni problem teorije
diferencijalnih jednaqina je nala�e�e familije krivih γ : I → M koje u
svakoj taqki t ∈ I imaju vektor brzine F (γ(t)). Preciznije, tada govorimo o
autonomnim diferencijalnim jednaqinama. Opxtije, zadato vektorsko po	e
mo�e da zavisi i od t ∈ I i tada je req o neautonomnim jednaqinama. Nekad
promen	ivu t ∈ I nazivamo vremenskom promen	ivom ili vremenom.

Definicija 8. Neka je data familija

F : I ×M → TM

vektorskih po	a na M , parametrizovana taqkama intervala I ⊂ R. Kriva
γ : I →M je rexe�e diferencijalne jednaqine

dγ

dt
= F (t, γ(t)) (18)

ako je F (t, γ(t)) �en vektor brzine u svakoj taqki t ∈ I. Ako je p0 ∈M , rexe�e
koje zadovo	ava

γ(t0) = p0 (19)

nazivamo rexe�em sa poqetnim uslovom (19). ♦

Jednaqinu (18) qesto zapisujemo na druge naqine, od kojih neki pojednos-
tav	uju zapis kad nema opasnosti od zabune, npr.

γ̇(t) = F (t, γ), γ̇ = F ◦ γ, γ̇ = F

i sliqno. Ako je M mnogostrukost konaqne dimenzije n, u lokalnim koordi-
natama (x1, . . . , xn), ova jednaqina mo�e da se napixe u obliku

dxj
dt

= Fj(t, x1, . . . , xn), 1 ≤ j ≤ n, (20)

gde je F = (F1, . . . , Fn) lokalni zapis vektorskog po	a F . O jednaqini (20)
nekad govorimo i kao o sistemu n diferencijalnih jednaqina. Izraz na levoj
strani mo�emo da shvatimo i kao koliqnik diferencijala dxj i dt, tj. kao
lokalni zapis koliqnika dve 1{forme na mnogostrukosti I ×M , pa jednaq-
inu (20) mo�emo da zapixemo i kao

dxj = Fj(t, x1, . . . , xn) dt, 1 ≤ j ≤ n
i shvatimo je kao tra�e�e krivih na mnogostrukosti I × M na kojima se
anuliraju 1{forme dxj − Fj(t, x1, . . . , xn) dt. Rexe�a jednaqine (20) su onda
slike tih krivih na M pri projekciji π2 : I ×M →M na drugu komponentu.
Krive u I ×M o kojima ovde govorimo nazivaju se integralnim krivama, a
�ihove projekcije na M faznim krivama. Drugim reqima, integralne krive
su grafici faznih krivih.
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Zadatak 11. (Jednaqina koja razdvaja promen	ive) Neka su f i g
neprekidne funkcije i f(x0) i g(t0) razliqiti od nule.

(a) Dokazati da su integralne krive jednaqine

dx

dt
=
f(x)

g(t)
, x(t0) = x0 (21)

fazne krive sistema

ẋ = f(x), x(0) = x0

ṫ = g(t), t(0) = t0.
(22)

Uputstvo: videti [3]
(b) Dokazati da rexe�e jednaqine (21) mo�e da se dobije integracijom∫ x

x0

dy

f(y)
=

∫ t

t0

ds

g(s)
.

Uputstvo: dokazati da su vrednosti diferencijalnih 1{formi

dx

f(x)
i

dt

g(t)

jednake na tangentnim vektorima integralne krive jednaqine (21), pa su i �i-
hovi krivolinijski integrali du� integralne krive koja spaja taqke (t0, x0)
i (t, x) jednaki. Ili, na drugi naqin: rexiti jednaqine (22) svo�e�em na
Osnovnu teoremu integralnog raquna. X

Napomena 6. Primetimo da se diferencijalne jednaqine vixeg reda ob-
lika

dny

dtn
= F (t, y, y′, . . . , y(n−1)) (23)

smenom

xj = y(j−1), 1 ≤ j ≤ n,
svode na (20), pa i �ih mo�emo da tretiramo u okviru jedinstvene teorije
nala�e�a krivih sa zadatim vektorom brzine.

Ako je y funkcija sa vrednostima u vektorskom prostoru B, tj. ako
je (23) sistem jednaqina, �egove fazne krive su projekcije faznih krivih
(x1(t), . . . , xn(t)) sistema (20) u Bn na B. Integralne krive su grafici faznih
krivih i le�e u prostoru I ×B. �

Ako je M proizvo	na Banahova mnogostrukost modelirana na Banahovom
prostoru B, lokalni zapis diferencijalne jednaqine je

dx

dt
= F (t, x(t)),

gde je F : I × B → B zadato preslikava�e. Kada nas zanimaju samo lokalna
svojstva diferencijalnih jednaqina, izuqava�emo ih upravo u tom obliku.
Tako zapisane jednaqine vrlo jednostavnog oblika

dx

dt
= F (t),

gde desna strana nije zavisila od taqke x mnogostrukosti ve� samo od vre-
menske promen	ive t ∈ I, smo ve� videli u Glavi 1. Tamo smo zak	uqili da
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takve jednaqine, ako je F neprekidna funkcija, imaju rexe�e koje je jedin-
stveno do na konstantu, tj. da je

x(t) = x0 +

∫ t

t0

F (s) ds

jedinstveno rexe�e koje zadovo	ava poqetni uslov x(t0) = x0. U opxtem
sluqaju, stvari mogu da budu slo�enije, kao xto pokazuju slede�a dva dijame-
tralno suprotna primera.

Primer 3. Jednaqina
dx

dt
= 3x2/3

ima beskonaqno mnogo rexe�a koja zadovo	avaju poqetni uslov x(0) = 0. Za-
ista, jedno takvo rexe�e je konstantna funkcija x ≡ 0. Osim �e, rexe�a su
sve funkcije

xλ(t) =

{
0, t ≤ λ,
(t− λ)3, t > λ

za proizvo	no λ > 0. Primetimo da su sva ova rexe�a glatka. ]

Primer 4. Neka je

F : R→ R, F (x) =

{
1, x < 0

−1, x ≥ 0.

Tada diferencijalna jednaqina

dx

dt
= F (x)

nema rexe�a sa poqetnim uslovom x(0) = 0. Zaista, primenom Darbuove teo-
reme (str. 7) iz x′(0) = −1 zak	uqujemo da x strogo opada na nekom intervalu
[0, a[, pa je tu x(t) < x(0) = 0, xto je u suprotnosti sa x′(t) > 0 za x(t) < 0. ]

2. Gronvalova nejednakost

Teorema 8. Neka je u : [0, a]→ [0,+∞[ nenegativna neprekidna funkcija
i neka su C ≥ 0, K ≥ 0 nenegativne konstante, takve da je za sve t ∈ [0, a]

u(t) ≤ C +

∫ t

0

Ku(s) ds.

Tada je
u(t) ≤ CeKt

za sve t ∈ [0, a].

4 Pretpostavimo prvo da je C > 0. Neka je

U(t) = C +

∫ t

0

Ku(s) ds.

Diferencira�em dobijamo
U ′(t) = Ku(t).

Po uslovu teoreme je u(t) ≤ U(t), pa je

U ′(t)

U(t)
=
Ku(t)

U(t)
≤ K,
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odnosno
d

dt
logU(t) ≤ K.

Integracijom od 0 do t, uz pomo� uslova U(0) = C dobijamo

logU(t) ≤ logC +Kt, odnosno U(t) ≤ CeKt.
Poxto je u(t) ≤ U(t), time je teorema dokazana za sluqaj C > 0. Ako je C = 0,
izaberimo niz 0 < Cn → C. Iz dokazanog dela tvr�e�a sledi

u(t) ≤ CneKt,
odakle, prelaskom na limes kad n→∞ dobijamo tvr�e�e za C = 0. 5

Zadatak 12. Dokazati da, ako su pod ostalim pretpostavkama Teoreme 8,

C,K : [0, a]→ R
nenegativne neprekidne funkcije takve da je

u(t) ≤ C(t) +

∫ t

0

K(s)u(s) ds,

onda va�i

u(t) ≤ C(t) +

∫ t

0

C(s)K(s)exp

(∫ t

s

K(r) dr

)
ds

za sve t ∈ [0, a]. Uputstvo: neka je

y(t) =

∫ t

0

K(s)u(s) ds i z(t) = y(t)exp

(
−
∫ t

0

K(s) ds

)
.

Dokazati da je y′(t)−K(t)y(t) ≤ C(t)K(t) i odatle izvesti

z′(t) ≤ C(t)K(t)exp

(
−
∫ t

0

K(s) ds

)
.

Integraliti posled�u nejednakost na intervalu [0, t] i iskoristiti nejed-
nakost u(t) ≤ C(t) + y(t). X

Definicija 9. Neka je I interval u R i V otvoren podskup Banahovog
prostora B. Preslikava�e

u : J → V

definisano na podintervalu J ⊂ I aproksimira rexe�e diferencijalne jed-
naqine

dx

dt
= F (t, x) (24)

sa aproksimacijom ε ≥ 0 ako je

‖u′(t)− F (t, u(t))‖ ≤ ε
za sve t ∈ I. ♦

Motivacija za prethodnu definiciju mo�e da se vidi u slede�em. Pret-
postavimo da smo zainteresovani za rexe�e jednaqine (24). Ako je desna
strana komplikovana, nekad mo�emo da je zamenimo jednostavnijom Fε, takvom
da je ‖F − Fε‖∞ < ε (gde je ‖ · ‖∞ uniformna norma) i na�emo rexe�e u jed-
nostavnije jednaqine

du

dt
= Fε(t, u) (25)
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sa istim poqetnim uslovom. Tada je

‖u′(t)− F (t, u(t))‖ ≤ ‖u′(t)− Fε(t, u(t))‖+ ‖F − Fε‖∞ ≤ ε,
jer je u′(t)−Fε(t, u(t)) = 0. Odatle sledi da u aproksimira rexe�e diferenci-
jalne jednaqine (24) sa aproksimacijom ε. Prirodno pita�e je: kako aproksi-
macija rexe�a aproksimira stvarno rexe�e? Slede�a teorema je nexto op-
xtija od odgovora na to pita�e. U �oj su I, V,B kao u Definiciji 9.

Teorema 9. Neka je F : I × V → B funkcija klase C1 takva da je
‖D2F (t, x)‖ ≤ K za neko K > 0 i neka su

u1, u2 : J → V

aproksimacije rexe�a jednaqine (24) sa aproksimacijama ε1 i ε2 redom. Neka
je t0 centar intervala J . Tada je

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ ‖u1(t0)− u2(t0)‖ eK|t−t0| + (ε1 + ε2)
eK|t−t0| − 1

K
(26)

za sve t ∈ J .
4 Mo�emo, ne uma�uju�i opxtost, da pretpostavimo da je t0 = 0 (smena s =
t− t0 svodi opxti sluqaj na taj). Iz

‖u′i(s)− F (s, ui(s))‖ ≤ εi, za s ∈ J, i ∈ {1, 2}
sledi da je, za 0 ≤ s ≤ t,∥∥∥∥ui(t)− ui(0)−

∫ t

0

F (s, ui(s)) ds

∥∥∥∥ ≤ εit.
Odatle dobijamo

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ ‖u1(0)− u2(0)‖+

∥∥∥∥∫ t

0

(F (s, u1(s))− F (s, u2(s)) ds

∥∥∥∥+ (ε1 + ε2)t.

Primenom teoreme o sred�oj vrednosti na nejednakosti ‖D2F (t, x)‖ ≤ K na
sred�i sabirak na desnoj strani dobijamo

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ ‖u1(0)− u2(0)‖+

∫ t

0

K‖u1(s)− u2(s)‖ ds+ (ε1 + ε2)t.

Dokaz teoreme sada sledi iz opxteg oblika Gronvalove nejednakosti (Za-
datak 12). 5

Posledica 3. Neka je, uz pretpostavke o F iz Teoreme 9, x : J → V
rexe�e diferencijalne jednaqine (24) i neka je u : J → V aproksimacija
�enog rexe�a sa aproksimacijom ε. Tada je

‖x(t)− u(t)‖ ≤ ‖x(t0)− u(t0)‖ eK|t−t0| + ε
eK|t−t0| − 1

K
.

Posledica 4. Ako su, uz pretpostavke o F iz Teoreme 9, x : J → V i
x1 : J1 → V rexe�a diferencijalne jednaqine (24), onda je

‖x(t)− x1(t)‖ ≤ ‖x(t0)− x1(t0)‖ eK|t−t0|.
Zadatak 13. Dokazati da Teorema 9 va�i i u sluqaju K = 0, s tim xto

tada va�i

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ ‖u1(t0)− u2(t0)‖+ (ε1 + ε2)|t− t0|
umesto nejednakosti (26), i sliqno za Posledicu 3. X
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3. Pikarova teorema

Primeri 3 i 4 nam pokazuju da ni egzistencija ni jedinstvenost rexe�a
diferencijalnih jednaqina nije uvek obezbe�ena, kao xto je bio sluqaj sa jed-
nostavnim neautonomnim jednaqinama razmatranim u Glavi 1. Slede�a teo-
rema nam daje dovo	ne uslove za egzistenciju i jedinstvenost rexe�a. Budu�i
da se radi o lokalnom tvr�e�u, formulisa�emo ga u Banahovom prostoru.

Teorema 10. (Pikarova teorema) Neka je B Banahov prostor, V ⊂ B
�egov otvoren podskup, I ⊂ R otvoren interval i

F : I × V → B

preslikava�e klase C1. Tada za svaki par (t0, x0) ∈ I × V diferencijalna
jednaqina

dx

dt
= F (t, x), x(t0) = x0 (27)

ima jedinstveno rexe�e x : J → V definisano na nekom podintervalu J ⊂ I
sa centrom u t0. Ovo rexe�e je jedinstveno u smislu da, ako je x1 : J1 → V
rexe�e jednaqine (27) definisano na nekom intervalu J1 ⊂ I sa centrom u
t0, onda je x ≡ x1 na J ∩ J1.

4 Iz teorije primitivnih funkcija izlo�ene u Glavi 1 sledi da je jed-
naqina (27) ekvivalentna jednaqini

x(t) = x0 +

∫ t

t0

F (s, x(s)) ds.

Ideja dokaza sastoji se u nala�e�u fiksne taqke preslikava�a

ψ : y(t) 7→ x0 +

∫ t

t0

F (s, y(s)) ds (28)

na dobro odabranom prostoru preslikava�a t 7→ y(t).
Neka je J0 kompaktan interval u R sa centrom t0 i neka je B0 otvorena

lopta u B sa centrom x0, takvi da su

L := sup{‖D2F (t, x)‖ | (t, x) ∈ J0×B0} i M := sup{‖F (t, x)‖ | (t, x) ∈ J0×B0}

konaqni. Izaberimo ρ > 0 za koje je otvoreni interval ]t0 − ρ, t0 + ρ[ sadr�an
u J0 i otvorena lopta B]x0; ρ[ sadr�ana u B0. Posmatrajmo Banahov prostor
C([t0 − ρ, t0 + ρ], B) neprekidnih preslikava�a y : [t0 − ρ, t0 + ρ] → B sa uni-
formnom normom ‖y‖∞ = supt∈[t0−ρ,t0+ρ] ‖y(t)‖. Neka je Kδ zatvorena lopta u

C(Jρ, B), polupreqika δ sa centrom u konstantnom preslikava�u t 7→ x0, gde
je δ izabrano dovo	no malo da za sva preslikava�a y ∈ Kδ imaju sliku u V
(tako da je za �ih definisano F (s, y(s))).

Posmatrajmo preslikava�e ψ definisano sa (28) na lopti Kδ. Poxto je

‖ψ(y)− x0‖ =

∥∥∥∥∫ t

t0

F (s, y(s)) ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

t0

‖F (s, y(s))‖ ds ≤Mρ

sledi da ako izaberemo ρ dovo	no malo da va�i Mρ < δ, preslikava�e ψ
slika Kδ u sebe. Iz teoreme o sred�oj vrednosti sledi da je, za y1, y2 ∈ Kδ

‖ψ(y1)− ψ(y2)‖ ≤
∫ t

t0

‖F (s, y1(s))− F (s, y2(s))‖ ds ≤ ρL‖y1 − y2‖,
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pa ako izaberemo ρ dovo	no malo da va�i ρL < 1, preslikava�e ψ : Kδ → Kδ

je kontrakcija, pa iz Banahove teoreme o fiksnoj taqki sledi da ono ima
jedinstvenu fiksnu taqku x ∈ Kδ. To preslikava�e x : [t0 − ρ, t0 + ρ] → V je
rexe�e diferencijalne jednaqine (27). Ako je i x1 : [t0−ρ1, t0 +ρ1]→ V �eno
rexe�e, iz Posledice 4 sledi da je x ≡ x1 na [t0 − ρ, t0 + ρ] ∩ [t0 − ρ1, t0 + ρ1],
qime je dokazana i jedinstvenost. 5

Posledica 5. Neka je F : I ×M → TM neprekidna (po t ∈ I) familija
glatkih (po x ∈ M) vektorskih po	a na glatkoj mnogostrukosti M . Tada,
bar lokalno, postoje �ene integralne i fazne krive. Integralne krive se ne
seku.

Zadatak 14. Dokazati da fazne krive autonomnog sistema ne mogu da se
seku. Da li isto va�i i za neautonomne sisteme3? X

Zadatak 15. Da li integralne krive y(t) sistema jednaqina vixeg reda
razmatranog u napomeni na str 17 mogu da se seku? Odgovor: da. X

Napomena 7. Iz dokaza Pikarove teoreme je jasno da ona va�i i pod
slabijim uslovima: dovo	no je da je preslikava�e F (t, x) neprekidno po t i
Lipxicovo po x, tj. da postoji realna konstanta L takva da za sve t ∈ I i sve
x, y ∈ V va�i ‖F (t, x)− F (t, y)‖ ≤ L‖x− y‖.

Poxto je tvr�e�e lokalnog karaktera, ovaj uslov mo�e da	e da se oslabi
zahtevom da neprekidno preslikava�e F bude i lokalno Lipxicovo, tj. da za
svaku taqku iz I×V postoji �ena okolinu J×U u kojoj je F ograniqena i realna
konstanta L (koja mo�e da zavisi od J i U) takva da je ‖F (t, x) − F (t, y)‖ ≤
L‖x− y‖ za sve x, y ∈ U .

Ako se, da	e, neprekidnost po t zameni slabijim uslovom da je F lokalno
ograniqeno i lokalno Lipxicovo po x i da je za svako neprekidno preslika-
va�e u : I → V preslikava�e t 7→ F (t, u(t)) regulisano, Pikarova teorema
va�i, s tom razlikom xto rexe�e zadovo	ava jednaqinu (27) na komplementu
najvixe prebrojivog skupa u J . �

Zadatak 16. Da li jednaqina

x
dx

dt
= t, x(−1) = 0

ima (jedinstveno) rexe�e? Uporediti dobijeni rezultat sa Pikarovom teore-
mom. Skicirati sliku. Qemu te�i x′(t) kad t→ −1? X

Zadatak 17. Da li jednaqina

dx

dt
= 3
√
x, x(0) = 0

ima (jedinstveno) rexe�e? X

Zadatak 18. Nekaje F klase C1 i neka su x1(t) i x2(t) rexe�a diferen-
cijalne jednaqine

dx

dt
= F (t, x), x(t0) = x0,

definisane na intervalu J koji sadr�i taqku t0. Iz Pikarove teoreme sledi
da je x1 = x2 na nekom intervalu koji sadr�i t0. Da li taj interval mo�e da
bude ma�i od J?

3odgovor: ne va�i.
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Odgovor: ne. Uputstvo: neka je ]a, b[⊂ J maksimalni interval na kome
je x1 ≡ x2, pri qemu je b ∈ J . Tada je, zbog neprekidnosti, x1(b) = x2(b).
Primeniti Pikarovu teoremu sa poqetnim uslovom x(b) = x1(b) = x2(b) i
izvesti kontradikciju sa pretpostavkom o maksimalnosti intervala ]a, b[. X

Primer 5. Razmotrimo Pikarovu teoremu za sluqaj B = R i F (x) = x2.
Neposredno se proverava da jednaqina

dx

dt
= x2, x(0) = 1

ima rexe�e x(t) = (1− t)−1. Zaista, oqigledno je da je poqetni uslov x(0) = 1
zadovo	en, a diferencira�em dobijamo

dx

dt
= (1− t)−2 = x2.

Poxto je funkcija F klase C1, iz Pikarove teoreme sledi da je rexe�e jedin-
stveno. Primetimo da je ono definisano na intervalu J =]−∞, 1[ koji sadr�i
nulu i da ne mo�e da se produ�i na ve�i interval, iako je F definisano za
svako t (xtavixe, ne zavisi od t). Odatle vidimo da je ograniqe�e navedeno
u Pikarovoj teoremi, da rexe�e postoji na nekom podintervalu J ⊂ I (a ne
nu�no na celom intervalu I) neophodno.

Opxtije, posmatrajmo jednaqinu

dx

dt
= f(c), x(t0) = x0,

gde je f : R → R neprekidna funkcija. Ako je f(x0) > 0, funkcija f je, zbog
neprekidnosti, pozitivna na nekom intervalu ]x1, x2[ koji sadr�i x0. Na tom
intervalu mo�emo obe strane jednaqine da podelimo sa f(x) i integralimo,
qime dobijamo

t = t0 +

∫ x

x0

dx

f(x)
.

Poxto je funkcija x 7→
∫ x
x0

dx
f(x) monotona, x mo�e da se izrazi preko t i tako

dobijamo rexe�e x(t). Ono je definisano za t ∈]α, β[, gde je

α = t0 + lim
x→x1+0

∫ x

x0

dx

f(x)
, β = t0 + lim

x→x2−0

∫ x

x0

dx

f(x)
.

Odatle vidimo da je rexe�e definisano za sve t > t0 ako je∫ x2

x0

dx

f(x)
= +∞,

odnosno ako ovaj integral divergira. Sliqno, rexe�e je definisano za sve
t < t0 ako integral ∫ x1

x0

dx

f(x)

divergira. ]

Zadatak 19. Pikarova teorema garantuje egzistenciju i jedinstvenost
rexe�a diferencijalne jednaqine iz Primera 5 za bilo koje poqetne uslove.
Na kom intervalu je rexe�e te jednaqine definisano ako se poqetni uslov
zameni sa

(a) x(0) = −1?
(b) x(1) = 0? X



24 2. REXE�E DIFERENCIJALNE JEDNAQINE

Zadatak 20. Neka je B Banahov prostor nad C, V ⊂ B otvoren skup,
D ⊂ C disk u kompleksnoj ravni i F : D× V → B holomorfno preslikava�e.
Dokazati da za svaki par (z0, x0) ∈ D × V jednaqina

dx

dz
= F (z, x(z)), x(z0) = x0

ima jedinstveno rexe�e x : D0 → V definisano na nekom disku D0 ⊂ D koji
sadr�i taqku z0. X

U napomeni na str. 17 smo videli da jednaqine vixeg reda rexive po na-
jvixem izvodu mo�emo da posmatramo kao jednaqine (u vixe dimenzija) prvog
reda. Rexe�a takvih jednaqina �e zavisiti od ve�eg broja konstanti, koje
se odre�uju iz poqetnog uslova. Dakle, ako jednaqina n{tog reda zadovo	ava
(posle svo�e�a na n jednaqina prvog reda) uslove Pikarove teoreme, ona je
odre�ena, u skladu sa smenom koju smo naveli u Napomeni na str 17, konstan-
tama

y(t0), y′(t0) . . . , y(n−1)(t0).

Ne treba pogrexno misliti da proizvo	nih n vrednosti odre�uje diferenci-
jalnu jednaqinu n{tog reda. Na primer, graniqni uslovi (vrednosti na grani-
cama intervala) umesto poqetnih ne daju uvek rexe�e, xto pokazuje slede�i
zadatak.

Zadatak 21. Dokazati da jednaqina

d2x

dt2
= −x, x(0) = 0, x(π) = 1

nema rexe�a. X

4. Peanova teorema

U Primeru 3 na str. 18 smo videli da rexe�e jednaqine

dx

dt
= 3x2/3, x(0) = 0

postoji, ali nije jedinstveno. Primetimo ovde da je desna strana neprekidna
ali ne i glatka, funkcija, tako da ne zadovo	ava uslove Pikarove teoreme. U
Primeru 4 smo zatim videli jednaqinu

dx

dt
=

{
1, x < 0

−1, x ≥ 0
, x(0) = 0

za koju rexe�e ne postoji. Primetimo da u drugom sluqaju desna strana nije ni
neprekidna. Ispostav	a se da je ovo manifestacija opxteg tvr�e�a, poznatog
kao Peanova teorema, koje va�i u Banahovim prostorima konaqne dimenzije.

Teorema 11. (Peanova teorema) Neka je B Banahov prostor konaqne
dimenzije, V ⊂ B otvoren skup, I ⊂ R interval i F : I × V → B neprekidno
preslikava�e. Tada jednaqina

dx

dt
= F (t, x(t)), x(t0) = x0

ima (ne obavezno jedinstveno) rexe�e x : J → V definisano na nekom podin-
tervalu J ⊂ I koji sadr�i taqku t0.
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Dokaza�emo ovu teoremu primenom Xauderove teoreme o fiksnoj taqki.
Podsetimo se formulacije ove teoreme (za dokaz videti [1]).

Teorema 12. (Xauderova teorema o fiksnoj taqki) Neka je X Ba-
nahov prostor i K ⊂ X neprazan, kompaktan i konveksan podskup. Svako
neprekidno preslikava�e T : K → K ima fiksnu taqku.

Pre�imo sada na dokaz Peanove teoreme.

4 Izaberimo a > 0 tako da je

Q = {(t, x) | |t− t0| ≤ a, d(x, x0) ≤ a} ⊂ I × V
i neka je M = maxQ ‖F‖, c = a/M i J = [t0− c, t0 + c]. Na Banahovom prostoru
X neprekidnih preslikava�a x : J → B sa uniformnom normom definiximo
preslikava�e

T : X → X, Tx(t) := x0 +

∫ t

t0

F (s, x(s)) ds.

Neka je K ⊂ X podskup definisan sa

K := {x ∈ X | ‖x(t)− x0‖ ≤ a, ‖x(t1)− x(t2)‖ ≤M |t1 − t2|}.
Jednostavna posledica nejednakosti trougla je da je K konveksan skup. Iz
Arcela{Askolijeve teoreme (videti [1]) sledi da je K kompaktan. Ostaje jox
i da doka�emo da T slika K u K, xto nam omogu�ava da zavrximo dokaz
primenom Xauderove teoreme.

Neka je x ∈ K. Tada je ‖x(t)− x0‖ ≤ a, pa je i

‖Tx(t)− x0‖ ≤
∫ t

t0

|F (s, x(s))| ds ≤M |t− t0| ≤Mc = a.

Sliqno, iz ‖x(t1)− x(t2)‖ ≤M |t1 − t2| sledi

‖Tx(t1)− Tx(t2)‖ ≤
∫ t2

t1

|F (s, x(s))| ds ≤M |t1 − t2|.

Odatle sledi T (K) ⊂ K, qime je dokaz zavrxen. 5

Zadatak 22. Gde se u dokazu koristi dimB < +∞? X

Primer 6. Za razliku od Pikarove teoreme, koja va�i u proizvo	nom
Banahovom prostoru, Peanova teorema ne va�i u prostorima beskonaqne di-
menzije. Slede�i primer, koji je konstruisao Dijedone, to pokazuje. Neka je
B prostor realnih nizova koji konvergiraju nuli, sa ravnomernom normom

‖{xn}‖ := sup
n∈N
|xn|.

Ovaj prostor je Banahov, jer je zatvoren u Banahovom prostoru svih ograniqe-
nih realnih nizova sa ravnomernom normom. Posmatrajmo preslikava�e

F : B → B, F ({xn}) :=

{√
|xn|+

1

n+ 1

}
n∈N

.

Iz ravnomerne neprekidnosti realne funkcije x 7→
√
|x| sledi da je preslika-

va�e F neprekidno na B. Me�utim, diferencijalna jednaqina

dx

dt
= F (x), x(0) = {0}
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(gde je sa {0} oznaqen konstantan nula{niz) nema rexe�a. Zaista, kada bi
x(t) = {xn(t)} bilo rexe�e, va�ilo bi

dxn
dt

=
√
|xn|+

1

n+ 1
, xn(0) = 0. (29)

Ova jednaqina, za sve n ∈ N, mo�e da se rexi razdvaja�em promen	ivih
(Zadatak 11 na str. 17). Rexe�e je jedinstvena funkcija xn(t), koja je neparna
i zadovo	ava nejednakost

|xn(t)| ≥ t2

4
.

Iz posled�e nejednakosti sledi da niz {xn(t)} ne pripada prostoru B. ]

Primer 7. Neka je F : R→ R neprekidna funkcija takva da je F (x0) 6= 0.
Tada autonomna diferencijalna jednaqina

dx

dt
= F (x), x(t0) = x0

ima jedinstveno rexe�e u nekoj okolini taqke t0. Zaista, iz neprekidnosti
funkcije F sledi da je F (x) 6= 0 u nekoj okolini taqke x0, pa ova jednaqina
mo�e da se napixe u ekvivalentnom obliku

dt

dx
=

1

F (x)
, t(x0) = t0.

Kao xto smo videli u poglav	u o Osnovnoj teoremi integralnog raquna, ova
jednaqina ima jedinstveno rexe�e

t = t0 +

∫ x

x0

du

F (u)
. (30)

Ovo pokazuje da, pod uslovima Peanove teoreme, jedinstvenost autonomne di-
ferencijalne jednaqine mo�e da bude naruxena samo u okolini ravnote�nog
polo�aja, tj. taqke x0 u kojoj je F (x0) = 0. Tada je x(t) ≡ x0 svakako jedno
rexe�e. Primetimo da tada postoji jox jedno rexe�e samo ako integral u (30)
konvergira. Ako taj integral divergira, izraz (30) nema smisla, tj. jedino
rexe�e je x(t) ≡ x0. Poxto integral∫ δ

0

du

up

konvergira ako i samo ako je p < 1, zak	uqujemo da, ako funkcija F zadovo	ava
Lipxicov uslov, integral (30) divergira (to je graniqni sluqaj, p = 1), kao
xto i tvrdi Pikarova teorema.

Specijalno, jednaqina (29) ima jedinstveno rexe�e, kao xto smo i tvrdili
u Primeru 6, jer je desna strana te jednaqine razliqita od nule. ]

Zadatak 23. (a) Na�i sva rexe�a jednaqine

dx

dt
=
√
|x|, x(0) = 0.

(ima ih vixe).
(b) Dokazati da jednaqina

dx

dt
= x2, x(0) = 0

ima jedinstveno rexe�e.
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Objasniti ovo u svetlu Pikarove i Peanove teoreme. U prvom sluqaju
funkcija na desnoj strani je (uniformno) neprekidna na realnoj osi, ali nije
Lipxicova (pa Pikarova teorema ne mo�e da se primeni); u drugom sluqaju je
neprekidna, ali nije uniformno neprekidna (a tim pre ni Lipxicova); ipak,
Pikarova teorema mo�e da se primeni (zaxto?). X

5. Produ�ava�e rexe�a

U Primeru 5 na str. 23 i Zadatku 19 posle �ega smo videli da rexe�e
diferencijalne jednaqine nekad ne mo�e da se proxiri van neke okoline taqke
u kojoj je zadat poqetni uslov. Slede�i zadatak daje jox jedan primer.

Zadatak 24. Rexiti diferencijalnu jednaqinu

dx

dt
= 1 + x2, x(0) = x0

i odrediti maksimalan interval na kome je rexe�e definisano. X

U ovim primerima, rexe�e te�i beskonaqnosti na rubu maksimalnog in-
tervala na kome je definisano. To je opxte pravilo, o kojem govori slede�a
teorema.

Teorema 13. Neka je V ⊂ Rn otvoren skup, I ⊂ R interval i F : I×V →
Rn preslikava�e klase C1. Neka je x(t) :]a, b[→ V rexe�e diferencijalne
jednaqine

dx

dt
= F (t, x)

definisano na ograniqenom intervalu ]a, b[, takvom da je [a, b] ⊂ I, koje ne
mo�e da se produ�i na ve�i interval, koji sadr�i [a, b]. Tada za svaki
kompaktan skup K ⊂ V postoji t ∈]a, b[ za koje je x(t) /∈ K.

4 Pretpostavimo suprotno, da je x(t) ⊂ K za sve t ∈]a, b[. Neprekidno pres-
likava�e F je ograniqeno na [a, b] ×K; neka je sup[a,b]×K |F | = C. Doka�imo

da x mo�e da se produ�i do rexe�a x :]a, b+ δ[→ K, za neko δ > 0.
Za t1, t2 ∈]a, b[ je

|x(t1)− x(t2)| =
∣∣∣∣∫ t2

t1

dx

ds
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t2

t1

|F (s, x(s))| ds ≤ C|t2 − t1|,

odakle sledi ravnomerna neprekidnost preslikava�a x :]a, b[→ K. Mo�emo
da definixemo

x(b) := lim
t→b−

x(t)

jer limes na desnoj strani postoji zbog ravnomerne neprekidnosti. Ovako
definisano preslikava�e x je diferencijabilno sa leve strane u taqki b, jer
je

x(b)− x(b− h)

h
=

1

h
lim
t→b−

∫ t

b−h
F (s, x(s)) ds =

1

h

∫ b

b−h
F (s, x(s)) ds,

pa je dx
dt (b) = F (b, x(b)). Iz Pikarove teoreme sledi da postoji rexe�e sa

poqetnim uslovom x(b) na intervalu ]b− δ, b+ δ[ i da je ono na tom intervalu
jedinstveno, tj. da se poklapa sa x na ]b− δ, b]. Dakle, x mo�e da se produ�i
do rexe�a na [a, b+ δ] tj. [a, b] nije maksimalni interval. 5
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Posledica 6. Ako glatko vektorsko po	e F na konaqno dimenzionoj
mnogostrukosti M ima kompaktan nosaq, onda su �egove integralne krive
definisane na celoj realnoj pravoj. Specijalno, integralne krive glatkog
vektorskog po	a na kompaktnoj mnogostrukosti su definisane na celoj re-
alnoj pravoj.

Posledica 7. Ako je B konaqno dimenzioni Banahov prostor, preslika-
va�e F : R×B → B klase C1 i x(t) rexe�e jednaqine

dx

dt
= F (t, x), x(t0) = x0

definisano na maksimalnom intervalu ]a, b[, onda je

lim
t→a+

‖x(t)‖ = lim
t→b−

‖x(t)‖ = +∞.

Posledica 8. Neka je B konaqno dimenzioni Banahov prostor, presli-
kava�e F : R×B → B klase C1 i neka je x(t) rexe�e jednaqine

dx

dt
= F (t, x), x(t0) = x0

definisano na maksimalnom intervalu J . Ako je x(t) sadr�ano u nekom
ograniqenom skupu, onda je J = R.

Primer 8. Teoremu 13 i �ene posledice smo dokazali za konaqno dimen-
zione prostore. Ona ne va�i u Banahovim prostorima beskonaqne dimenz-
ije. Kontraprimer za Posledicu 8 koji navodimo konstruisao je, kao i onaj u
Primeru 6, Dijedone. Neka je, kao i u tom primeru, B Banahov prostor nizova
koji konvergiraju nuli, sa ravnomernom normom.

Neka je en niz u B (niz u prostoru nizova) takav da su svi qlanovi niza
en nula, sem n{tog koji je 1. Primetimo da ovaj niz nije Koxijev u B, pa ne
konvergira.

Definiximo niz preslikava�a Fn : B → B sa

Fn({xk}) := {(2(xn + xn+1)− 1)+(en+1 − en)}n∈N,
gde je sa (·)+ oznaqen pozitivni deo realnog broja.

Preslikava�e Fn je Lipxicovo, identiqki jednako nuli na zatvorenoj
lopti ‖x‖ ≤ 4 i za konveksnu kombinaciju x = λen + (1− λ)en+1 (za sve λ ∈ R)
je Fn(x) = en+1 − en.

Neka je

χn :

[
1

n+ 1
,

1

n

]
→ [0,+∞[

preslikava�e koje se anulira na krajevima domena i qiji je integral po domenu
jednak 1.

Neka je I =]−∞, 1]. Definiximo preslikava�e F : I ×B → B sa

F (t, x) :=

{
χn(t)Fn(x), za 1

n+1 ≤ t ≤
1
n

0, za t ≤ 0.

Ovo preslikava�e je neprekidno i lokalno Lipxicovo.
Definiximo niz preslikava�a xn : I → B sa

x1(t) =

{
e1 + (e2 − e1)

∫ 1

t
χ1(s) ds, za 1

2 ≤ t ≤ 1,

0, za t < 1
2
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i, za n ≥ 2,

xn(t) =

{
en + (en+1 − en)

∫ 1/n

t
χn(s) ds, za 1

n+1 ≤ t ≤
1
n ,

0, za t < 1
n+1 i t > 1

n .

Neka je x(t) =
∑∞
n=1 xn(t). Primetimo da je za fiksirano t ∈]0, 1] ova suma

konaqna, pri qemu je za 1/(n+ 1) ≤ t ≤ 1/n

x(t) = en + (en+1 − en)

∫ 1/n

t

χn(s) ds

tako da je x dobro definisano diferencijabilno preslikava�e. Ono je i
ograniqeno: lako se proverava da je ‖x(t)‖ ≤ 1 za 0 < t ≤ 1. Iz definicije
preslikava�a F sledi da je x rexe�e diferencijalne jednaqine

dx

dt
= −F (t, x), x(1) = e1.

Me�utim, poxto je x(1/n) = en, x(t) nema limes kad t→ 0+. Odatle sledi da
je J =]0, 1] ⊂ I =]−∞, 1] maksimalni interval na kome je definisano rexe�e
x, iako je ono ograniqeno. Dakle, Posledica 8 ne va�i u prostoru B. ]

Me�utim, pod malo stro�ijim pretpostavkama teorema o produ�ava�u
rexe�a va�i i u proizvo	nim Banahovim prostorima.

Teorema 14. Neka je I otvoren interval u R, V otvoren podskup Ba-
nahovog prostora B, i F : I × V → B preslikava�e klase C1. Neka je x(t)
rexe�e jednaqine

dx

dt
= F (t, x), x(t0) = x0,

definisano na otvorenom intervalu J sa centrom u t0, takvom da je J ⊂ I.
Ako su ispu�eni uslovi

(1) x(J) ⊂ V ;
(2) preslikava�e t 7→ F (t, x(t)) je ograniqeno u J ,

onda rexe�e x(t) mo�e da se produ�i do rexe�a definisanog na otvorenom
intervalu koji sadr�i J .

4 Neka je J =]a, b[. Iz pretpostavke ‖F (t, x(t)‖ ≤ C sledi ‖x′(t)‖ ≤ C, pa iz
Teoreme o sred�oj vrednosti sledi da je

‖x(t1)− x(t2)‖ ≤ C|t1 − t2|.

Odavde i iz Koxijevog uslova postoja�a limesa u kompletnom prostoru B
zak	uqujemo da postoji

xb := lim
t→b−

x(t),

pa x(t) mo�emo neprekidno da produ�imo na ]a, b] uzimaju�i x(b) := xb. Iz
Pikarove teoreme sledi da postoji jedinstveno rexe�e diferencijalne jed-
naqine

dx

dt
= F (t, x), x(b) = xb.

Iz jedinstvenosti rexe�a sledi da ovo rexe�e produ�uje x desno od taqke b.
Na isti naqin rexe�e se produ�ava i levo od a. 5
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Teorema 15. Neka je B Banahov prostor, I =]t0 − ρ, t0 + ρ[ otvoren in-
terval u R i

F : I ×B → B

neprekidno preslikava�e. Ako postoji neprekidna funkcija

ϕ : [0, ρ[→ R

takva da je

‖F (t, x1)− F (t, x2)‖ ≤ ϕ(|t− t0|)‖x1 − x2‖, za sve t ∈ I, x1, x2 ∈ B,

tada za svako x0 ∈ B postoji jedinstveno rexe�e jednaqine

dx

dt
= F (t, x), x(t0) = x0

koje je definisano na celom intervalu I.

4 Lokalna egzistencija i jedinstvenost sledi iz Pikarove teoreme; ostaje
da doka�emo da je rexe�e definisano na celom intervalu I. Pretpostavimo
da je J =]t0 − δ, t0 + δ[ interval na kome je definisano rexe�e i da je J ⊂ I.
Poka�imo da su ispu�eni uslovi Teoreme 14. Poxto je, u oznakama te teoreme,
V = B ceo Banahov prostor, uslov x(J) ⊂ V je trivijalno ispu�en. Ostaje
jox da doka�emo da je preslikava�e t 7→ F (t, x(t)) ograniqeno.

Funkcija ϕ je neprekidna na kompaktnom intervalu [0, δ], a funkcija
t 7→ ‖F (t, x0)‖ na kompaktnom intervalu J , odakle sledi �ihova ograniqenost.
Odatle, i iz jednostavne primene nejednakosti trougla, sledi da postoje poz-
itivne konstante C1 i C2 takve da je

‖F (t, x)‖ ≤ C1‖x‖+ C2 za sve x ∈ B, t ∈ J

odakle sledi

‖x′(t)‖ ≤ C1‖x(t)‖+ C2 za sve t ∈ J.
Neka je u(t) := ‖x(t0 + t)‖. Iz prethodne nejednakosti i

u(t) =

∥∥∥∥x0 +

∫ t

0

x′(t0 + s) ds

∥∥∥∥
sledi

u(t) ≤ ‖x0‖+ C2δ + C1

∫ t

0

u(s) ds.

Iz Gronvalove nejednakosti sada sledi

‖x(t)‖ ≤ CeC1|t−t0| +D

za neke konstante C iD, odakle vidimo da je preslikava�e t 7→ x(t) ograniqeno
na J . Iz nejednakosti ‖F (t, x(t))‖ ≤ C1‖x(t)‖+C2 sledi da je i preslikava�e
t 7→ ‖F (t, x(t))‖ ograniqeno na J . 5

Zadatak 25. Na�i maksimalni interval na kome je definisano rexe�e
jednaqine

dx

dt
=

log (t+ 1)

t− 1
x+

t
3
√
t+ 1

sa poqetnim uslovom x(0) = 1. X
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Zadatak 26. Na�i maksimalni interval na kome je definisano rexe�e
jednaqine

d2x

dt2
+
dx

dt
+

1

t
x =

sin t

3− t
sa poqetnim uslovom x(π) = 0, x′(π) = −1. X

Zadatak 27. Funkcija F : R→ R definisana je sa

F (x) =

{
1, za x ≤ 1

a, za x > 1.

U zavisnosti od realnog parametra a odrediti maksimalni interval na kome
postoji neprekidna funkcija koja zadovo	ava jednaqinu

dx

dt
= F (x)

svuda sem u nuli i poqetni uslov x(0) = 1. X

6. Zavisnost od poqetnih uslova i parametara

6.1. Neprekidna zavisnost. Pikarova teorema (str. 21) obezbe�uje da
za svaki par (t0, x0) ∈ I × V postoji interval J ⊂ I sa centrom t0, takav da
diferencijalna jednaqina

dx

dt
= F (t, x), x(t0) = x0 (31)

ima jedinstveno rexe�e J → V . U toj formulaciji, J mo�e da zavisi od t0 i
x0. Slede�a teorema pokazuje pod kojim uslovima J mo�e da se izabere uni-
formno, kao i da se pod tim uslovima rexe�e neprekidno zavisi od poqetnog
uslova. U �emu �emo da se ograniqimo na Banahov prostor konaqne dimenzije,
a opxti sluqaj �emo da prokomentarixemo posle dokaza.

Teorema 16. Neka je B Banahov prostor konaqne dimenzije, V ⊂ B �egov
otvoren podskup, I ⊂ R otvoren interval i F : I × V → B neprekidno pres-
likava�e koje je lokalno Lipxicivo po drugoj promen	ivoj. Neka je (t0, x0) ∈
I × V i neka je J ⊂ I kompaktan interval sa centrom t0 na kome postoji
jedinstveno rexe�e x : J → V jednaqine (31).

Tada postoje okolina U ⊂ V taqke x0 i pozitivna konstanta L, takvi
da za svako y0 ∈ U postoji jedinstveno rexe�e y : J → V jednaqine

dy

dt
= F (t, y), y(t0) = y0 (32)

definisano na celom intervalu J . Svako takvo rexe�e zadovo	ava nejed-
nakost

‖x(t)− y(t)‖ ≤ ‖x0 − y0‖ eL|t−t0|

za sve t ∈ J .
Specijalno, ako rexe�e jednaqine (31) oznaqimo, da bismo podvukli sve

parametre koji u �emu uqestvuju, sa φt0,t(x0), preslikava�e

J × U → V, (t, x0) 7→ φt0,t(x0)

je ravnomerno neprekidno.



32 2. REXE�E DIFERENCIJALNE JEDNAQINE

4 Primetimo da je φt0,t(x0) neprekidno diferencijabilno (pa time i Lip-
xicovo) po t jer je, po definiciji, rexe�e (31), tako da posled�i zak	uqak
teoreme sledi iz prvog dela. Doka�imo prvi deo.

Po pretpostavci, interval J je kompaktan, pa postoji ε > 0 takvo da je

K := {b ∈ B | (∃t ∈ J) ‖b− x(t)‖ ≤ ε} ⊂ V.
Skup K je kompaktan, pa je lokalno Lipxicovo preslikava�e F na �emu
Lipxicovo; neka je L Lipxicova konstanta restrikcije F |K .

Neka je δ > 0 dovo	no malo da va�i δ ≤ ε i δeL|t−t0| ≤ ε. Doka�imo da za
svako y0 iz lopte B]x0; δ[ jednaqina (32) ima jedinstveno rexe�e definisano
na celom intervalu J . Iz Pikarove teoreme sledi da (32) ima jedinstveno
rexe�e definisano na nekom maksimalnom podintervalu J1 ⊂ J sa centrom
t0. Iz Gronvalove nejednakosti sledi da je za sve t ∈ J1

‖x(t)− y(t)‖ ≤ ‖x0 − y0‖eL|t−t0|. (33)

Ostaje jox da doka�emo da je J1 = J . Pretpostavimo da je

sup J1 = β < t1 = sup J.

Iz (33) sledi da je

‖x(t)− y(t)‖ ≤ δeL|t−t0| ≤ ε,
pa rexe�e y(t) le�i u kompaktnom skupu K. Po teoremi o produ�ava�u
rexe�a (str. 27) sledi da J1 ne mo�e da bude maksimalan interval. 5

Zadatak 28. Neka je, u oznakama iz Teoreme 16,

B = R, V =]0, 1[⊂ B, I =]− 1, 1[⊂ R, F (t, x) ≡ 1, x0 =
1

2
.

Dokazati da je maksimalni interval na kome je definisano rexe�e jedna-
qine (31) J =] − 1/2, 1/2[. Dokazati da ni za jedno y0 ∈ V \ {x0} rexe�e
jednaqine (32) nije definisano na celom J . Da li je to u protivreqnosti sa
Teoremom 16? X

U dokazu Teoreme 16 smo koristili verziju teoreme o produ�ava�u rexe�a
koju smo dokazali samo za prostore konaqne dimenzije. Postoji i finija
verzija teoreme o produ�ava�u, koja mo�e da se iskoristi da se prevazi�e
ograniqe�e o dimenziji u prethodnoj teoremi. Za deta	e dokaza upu�ujemo
zainteresovanog qitaoca na [6], a ovde navodimo samo tvr�e�e:

Teorema 17. Neka je B Banahov prostor, V ⊂ B �egov otvoren podskup,
I ⊂ R otvoren interval i

F : I × V → B

neprekidno preslikava�e koje je lokalno Lipxicivo po drugoj promen	ivoj.
Tada za svaki par (s, a) ∈ I × V postoji otvoren interval J ⊂ I sa centrom
s i otvorena lopta U ⊂ V sa centrom a takvi da va�i slede�e.

1. Za svaki par (t0, x0) ∈ J × U postoji jedinstveno rexe�e x : J →
V jednaqine (31). Da bismo podvukli zavisnost od svih parametara koji u
�egovom definisa�u uqestvuju, oznaqimo ga sa φt0,t(x0).

2. Preslikava�e

J × J × U → V, (t, t0, x0) 7→ φt0,t(x0)

je ravnomerno neprekidno.
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3. Postoji otvorena lopta W ⊂ U sa centrom a takva da za svaku
trojku (t, t0, x0) ∈ J × J ×W jednaqina x0 = φt,t0(x) ima jedinstveno rexe�e
x = φt0,t(x) u U .

Vektorsko po	e koje definixe diferencijalnu jednaqinu qesto zavisi od
parametra, tj. qesto imamo, lokalno gledano, preslikava�e

F : I × V × Λ→ V,

gde je Λ skup parametara i �ime, za svako λ iz skupa parametara Λ, definisanu
diferencijalnu jednaqinu4. Mogu�e je postaviti pita�e neprekidnosti rex-
e�a po parametru, ukoliko skup parametara Λ ima strukturu metriqkog pros-
tora. Razmotrimo prvo sluqaj kada je Λ glatka mnogostrukost (ili otvoren
skup u Banahovom prostoru, xto je ekvivalentno jer se radi o lokalnom svo-
jstvu).

Teorema 18. Neka je B Banahov prostor konaqne dimenzije, V ⊂ B �egov
otvoren podskup, I ⊂ R otvoren interval Λ otvoren podskup nekog Bana-
hovog prostora E konaqne dimenzije i F : I × V × Λ → B neprekidno pres-
likava�e koje je lokalno Lipxicivo po drugoj i tre�oj promen	ivoj. Neka je
(t0, x0, λ0) ∈ I × V × Λ i neka je J ⊂ I ograniqen interval sa centrom t0 na
kome postoji jedinstveno rexe�e x : J → V jednaqine

dx

dt
= F (t, x, λ), x(t0) = x0. (34)

Tada rexe�e neprekidno zavisi od λ.

4 Jednaqinu (34) mo�emo da napixemo u ekvivalentnom obliku

dx

dt
= F (t, x, λ),

dλ

dt
= 0, (x(t0), λ(t0)) = (x0, λ0)

i posmatramo kao jednaqinu u V × Λ, qime izbor parametra svodimo na izbor
poqetnog uslova, a Teoremu 18 na Teoremu 16. 5

Kao i Teorema 16, Teorema 18 va�i i u Banahovim prostorima beskonaqne
dimenzije i pod slabijim uslovom da je Λ samo metriqki prostor (u [6] mo�e
da se vidi precizna formulacija i dokaz).

6.2. Glatka zavisnost. Neka je φt0,t(x) rexe�e jednaqine sa poqetnim
uslovom x(t0) = x, tj. neka je

d

dt
φt0,t(x) = F (t, φt0,t(x)), φt0,t0(x) = x.

Formalnim diferencira�em ovog izraza po x dobijamo da

y(t) :=
∂

∂x

∣∣∣∣
x=a

φt0,t(x)

zadovo	ava diferencijalnu jedanqinu

dy

dt
:= D(t) · y(t), gde je D(t) =

∂

∂x

∣∣∣∣
x=φt0,t(a)

F (t, x).

4Jedan takav primer smo imali u jednaqini (25) na str. 19 i Teoremi 9 ispod �e, gde
je prostor parametara ε bila realna prava.
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Ova jednaqina je jednostavnija od poqetne, jer desna strana linearno zavisi
od y. Pokaza�emo da ona ima rexe�e i da je ono zaista izvod preslikava�a
φt0,t(x) po x u taqki a (tako da prethodno ,,formalno diferencira�e" zapravo
nije samo formalno). Preciznije, va�i slede�a teorema.

Teorema 19. Pod uslovima Teoreme 16, uz dodatnu pretpostavku da je
preslikava�e F klase Ck, rexe�e φt0,t(x0) je klase Ck.

4 Dokaza�emo sluqaj k = 1; opxti sluqaj se izvodi indukcijom. Neka je x(t)
rexe�e jednaqine

dx

dt
= F (t, x) (35)

sa poqetnim uslovom x(t0) = x0, definisano na intervalu J i neka je

D(t) :=
∂F

∂x
(t, x(t)),

Jakobijeva matrica preslikava�a x 7→ F (t, x) u taqki x(t). Posmatrajmo jed-
naqinu 5

dy

dt
= D(t) · y(t). (36)

Iz Teoreme 15 na str. 30 sledi da ova jednaqina ima rexe�e y(t) definisano
na celom intervalu J za proizvo	ni poqetni uslov y(t0) = y0. Neka je x(t, h)
rexe�e jednaqine (35) sa poqetnim uslovom x(t0, h) = x0 + h (specijalno,
x(t, 0) = x(t)) i neka je y(t, h) rexe�e jednaqine (36) sa poqetnim uslovom
y(t0, h) = h. Dovo	no je da doka�emo da je

lim
h→0

x(t, h)− x(t)− y(t, h)

‖h‖
= 0 (37)

ravnomerno po t ∈ J . Zaista φt0,t(x) je C1 po t na osnovu postavke problema, a
za malo h je

φt0,t(x0 + h)− φt0,t(x) = x(t, h)− x(t),

pa iz (37) sledi da je
∂φt0,t
∂x

(x) · h = y(t, h),

xto je neprekidna funkcija, zbog neprekidnosti (36) po poqetnom uslovu (Teo-
rema 16). Ostaje da doka�emo (37).

Iz diferencijalnih jednaqina kojima su zadati x(t, h) (i specijalno za
x(t, 0) = x(t)) i y(t, h) sledi

x(t, h) = x0 + h+

∫ t

t0

F (s, x(s, h)) ds, y(t, h) = h+

∫ t

t0

DF (s, x(s)) · y(s, h) ds.

Odatle dobijamo

‖x(t, h)−x(t)− y(t, h)‖ ≤
∫ t

t0

‖F (s, x(s, h))−F (s, x(s))−DF (s, x(s)) · y(s, h)‖ ds.

(38)
Iz Tejlorove formule sledi da je

F (s, b)− F (s, a)−DF (s, a)(b− a) = R(s, b− a),

5Ova jednaqina se naziva varijacionom jednaqinom.
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gde za funkciju R (ostatak Tejlorovog reda) va�i

lim
b→a

R(s, b− a)

‖b− a‖
= 0

ravnomerno po s na kompaktnom intervalu [t0, t]. Odatle i iz (38) sledi

u(t) ≤
∫ t

t0

‖DF (s, x(s)) · (x(s, h)− x(s)− y(s, h))‖ ds+

∫ t

t0

‖R(s, x(s, h)− x(s))‖ ds

(39)
gde smo sa u(t) oznaqili izraz na levoj strani u (38).

Za proizvo	no ε > 0 izaberimo δ > 0 tako da va�i

‖R(s, x(s, h)− x(s))‖ ≤ ε‖x(s, h)− x(s)‖ za s ∈ J,

ako je ‖x(s, h)−x(s)‖ ≤ δ. Iz Teoreme 16 sledi da postoje pozitivne konstante
L i δ1 takve da je

‖x(s, h)− x(s)‖ ≤ ‖h‖eL|s−t0| ≤ δ
ako je |h| ≤ δ1. Odatle i iz (38) vidimo da je

u(t) ≤ ‖DF‖∞
∫ t

t0

u(s) ds+

∫ t

t0

ε|h|eL|s−t0| ds,

pa je

u(t) ≤ ‖DF‖∞
∫ t

t0

u(s) ds+ Cε|h|.

Odavde, na osnovu Gronvalove nejednakosti, zak	uqujemo da je

u(t) ≤ Cεe‖DF‖∞|t−t0||h|

za t ∈ J i |h| ≤ δ1, pri qemu δ1 zavisi samo od ε. Poxto je ε > 0 proizvo	no,
odatle sledi da je

lim
h→0

u(t)

|h|
= 0

ravnomerno po t ∈ J , qime je dokazano (37). 5

Napomena 8. Teorema o glatkoj zavisnosti od poqetnih uslova mo�e, kao
i u sluqaju neprekidne zavisnosti, da se preformulixe kao teorema o glatkoj
zavisnosti od parametara. Preciznu formulaciju ostav	amo qitaocu. �

U izuqava�u glatke zavisnosti od poqetnih uslova (i parametara) smo se,
kao i kod neprekidne zavisnosti, zadr�ali samo na sluqaju konaqne dimenzije,
zbog toga xto su dokazi za taj sluqaj jednostavniji. I za glatku zavisnost
postoje analogna tvr�e�a u Banahovim prostorima beskonaqne dimenzije [6].

7. Dejstvo jednoparametarske grupe

Podsetimo se slede�e definicije iz kursa Algebre.

Definicija 10. Dejstvo grupe G na skupu E je homomorfizam grupa

h : G→ Sym (E), (40)

gde je Sym (E) grupa permutacija skupa E, odnosno skup bijekcija skupa E sa
operacijama slaga�a preslikava�a i inverza preslikava�a. ♦
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Ako skup E u Definiciji 10 ima neku dodatnu strukturu, qesto je zan-
im	ivo izdvojiti ona dejstva koja quvaju tu strukturu. Na primer, ako je
E topoloxki prostor, mo�emo da govorimo o dejstvu grupe G na E homeo-
morfizmima: to je svako dejstvo (40) za koje je Im (h) podgrupa grupe home-
omorfizama skupa E. Sliqno, ako E ima strukturu glatke mnogostrukosti,
mo�emo da govorimo o dejstvu difeomorfizmima.

Ako pri tome i grupa G ima dodatnu strukturu, mo�emo da govorimo i
o dejstvima koja poxtuju i tu strukturu. Npr, ako je G topoloxka grupa, a
E metriqki prostor, mo�emo da govorimo o neprekidnom dejstvu homeomor-
fizmima: to je dejstvo za koje je preslikava�e (40) neprekidno u odnosu na
topologiju grupe homeomorfizama6 skupa E. Slabiji uslov od neprekidnosti
dejstva je neprekidnost po taqkama, kada zahtevamo da za svako x ∈ E pres-
likava�e h : g 7→ h(g)(x) bude neprekidno. Sliqno, ako je G Lijeva grupa, a
E glatka mnogostrukost, mo�emo da govorimo o glatkom dejstvu difeomor-
fizmima, ili dejstvu koje je glatko po taqkama.

Specijalno, ako je G aditivna grupa realnih brojeva (R,+) govorimo o de-
jstvu jednoparametarske grupe, a sliku preslikava�a (40) zovemo jednoparam-
etarskom podgrupom grupe permutacija. Drugim reqima, jednoparametarska
podgrupa grupe Sym (E) je familija bijekcija φt : E → E koja zadovo	ava

ϕt+s = ϕt ◦ ϕs, ϕ0 = id.

Primetimo da iz prve jednakosti sledi ϕ−1
t = ϕ−t. Iz komutativnosti grupe

(R,+) sledi komutativnost svake jednoparametarske podgrupe.
Dejstvo jednoparametarske grupe se prirodno pojav	uje u vezi sa autonom-

nim sistemima. Neka je F autonomno vektorsko po	e na glatkoj mnogostruko-
stiM (dakle, vektorsko po	e naM koje ne zavisi od t), koje zadovo	ava uslove
Teoreme 16 o neprekidnoj zavisnosti od poqetnog uslova. Pretpostavimo i
da je M kompaktna ili da F ima kompaktan nosaq (da bismo mogli, uz pomo�
Teoreme 13, da govorimo o rexe�u definisanom na celoj realnoj pravoj). Tada
je jednaqinom

dx

dt
= F (x), x(0) = x0 (41)

definisana familija neprekidnih preslikava�a

ϕt : M →M, x0 7→ x(t)

(u oznakama iz Teoreme 16 je ϕt = φ0,t). Drugi naqin da se napixe (41) je

ϕt(x)

dt
= F (ϕt(x)), ϕ0(x) = x.

odnosno
dϕt
dt

= F ◦ ϕt, ϕ0 = id. (42)

Primetimo da je sa (41) zadato beskonaqno mnogo jednaqina na konaqnodimen-
zionoj mnogostrukosti M (za svako x0 po jedna jednaqina, dok je (42) jedna
jednaqina na beskonaqnodimenzionoj mnogostrukosti difeomorfizama.

Teorema 20. ϕt+s = ϕt ◦ ϕs.

6Naravno, ova topologija nije jedinstvena. Qesto se podrazumeva kompaktno{otvorena
topologija; videti [1].
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4 Neka je p ∈M i

x(t) = ϕt+s(p), y(t) = ϕt ◦ ϕs(p).

Diferencira�em po t dobijamo

dx

dt
= F (x), x(0) = ϕs(p),

dy

dt
= F (y), y(0) = ϕs(p).

Dakle, x i y zadovo	avaju istu diferencijalnu jednaqinu, sa istim poqetnim
uslovom. Iz jedinstvenosti rexe�a sledi da je x(t) ≡ y(t), tj. ϕt+s(p) =
ϕt ◦ ϕs(p). Poxto je p ∈M proizvo	no, dokaz je zavrxen. 5

Zadatak 29. Neka je familija ϕt : M → M preslikava�a data diferen-
cijalniom jednaqinom

dϕt(x)

dt
= F (t, ϕt(x)), ϕ0(x) = x,

gde F zadovo	ava uslove Pikarove teoreme i Teoreme o produ�iva�u, tako da
je ϕt(x) definsano za sve t ∈ R i x ∈ M . Dokazati obrnuti smer Teoreme 20,
tj. dokazati da je ϕt jednoparametarska grupa ako i samo ako F ne zavisi od
t. X

Iz Teoreme 16 na str. 31 sledi da je svako ϕt neprekidno. Poxto je ϕ
−1
t =

ϕ−t, sledi i da je ϕ−1
t neprekidno, tj. da je svako ϕt homeomorfizam. Dakle,

pod uslovom da autonomno vektorsko po	e F na mnogostrukosti zadovo	ava
uslove Teoreme 16, dinamiqki sistem (41) definixe dejstvo jednoparametarske
grupe na M homeomorfizmima.

Sliqno, ako su zadovo	eni uslovi Teoreme 19, imamo dejstvo jednoparam-
etarske grupe difeomorfizmima.

Zadatak 30. Neka je F (t, x) vektorsko po	e koje zadovo	ava uslove Pika-
rove teoreme i Teoreme o produ�ava�u rexe�a, tako da je familija presli-
kava�a ϕt : M →M definisana jednaqinom

ϕt(x)

dt
= F (t, ϕt(x)), ϕ0(x) = x

definisana za sve t ∈ R. Ako je F neautonomno, iz Zadatka 29 sledi da ϕt
nije jednoparametarska grupa. Da li je i pored toga ϕt homeomorfizam ako
su ispu�eni uslovi Teoreme 16, odnosno difeomorfizam ako su zadovo	eni
uslovi Teoreme 19? Odgovor: da! Uputstvo: iskoristiti ideju iz dokaza
Teoreme 18 na str. 33 i proxiriva�em faznog prostora svesti tvr�e�e na
autonomni sluqaj. X

Za sluqaj da qitaoc nije rexio prethodni zadatak, dajemo rexe�e u vidu
dokaza slede�e teoreme.

Teorema 21. Neka je F (t, x) neautonomno glatko vektorsko po	e sa kom-
paktnim nosaqem na mnogostrukosti M . Rexe�e jednaqine

dϕt
dt

(x) = F (t, ϕt(x)), ϕ0 = id

je familija difeomorfizama. Drugim reqima, ako je ϕt(x0) rexe�e jednaqine

dx

dt
= F (t, x), x(0) = x0, (43)
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onda je, za svako t ∈ R, preslikava�e x 7→ ϕt(x) difeomorfizam mnogostruko-
sti M .

4 Zajedno sa jednaqinom (43) qije je rexe�e ϕt(x0), posmatrajmo autonomni
sistem na R×M :

dt

ds
= 1,

dx

ds
= F (t, x) (44)

sa poqetnim uslovom

t(0) = t0, x(0) = x0.

Poxto je ovaj sistem autonoman, �egovo rexe�e Ψs : R × M → R × M je
jednoparametarska grupa difeomorfizama. Rexava�em prve jednaqine u (44)
i ubaciva�em rexe�a u drugu zak	uqujemo da Ψs ima oblik

Ψs(t0, x0) = (t0 + s, ψt0s (x0)),

gde je ψt0s (x) rexe�e jednaqine

dx

ds
= F (t0 + s, x), x(0) = x0.

Specijalno, ψ0
s(x0) je rexe�e jednaqine

dx

ds
= F (s, x), x(0) = x0,

xto je jednaqina (43), pa je ψ0
s(x0) = ϕs(x0).

Poxto je za svako s

Ψs : R×M → R×M
difeomorfizam, i �egova restrikcija

Ψs : {0} ×M → {s} ×M, (0, x0) 7→ (s, ψ0
s(x0)) = (s, ϕs(x0))

je difeomorfizam. To je mogu�e samo ako je x 7→ ϕs(x) difeomorfizam. 5

8. Isprav	ivost vektorskih po	a

Slede�a teorema pokazuje da su, u izvesnom smislu, jedine topoloxki in-
teresantne taqke vektorskih po	a { ravnote�ni polo�aji, tj. taqke u kojima
je vektorsko po	e nula.

Teorema 22. Neka je M glatka mnogostrukost, p ∈ M i F : M → TM
glatko vektorsko po	e takvo da je F (p) 6= 0. Tada postoje glatke koordinate
u nekoj okolini taqke p u kojima je F = ∂

∂x1
.

4 Tvr�e�e je lokalnog karaktetra, pa ne uma�ujemo opxtost ako ga doka�emo
za M = Rn i p = 0.

Neka je ϕt(x) rexe�e autonomne jednaqine

dϕt(x)

dt
= F (ϕt(x)), ϕ0(x) = x.

Poxto je F (0) 6= 0, mo�emo da izaberemo koordinate u okolini nule tako da
F (0) bude jedna koordinata, tj.

Rn ∼=< F (0) > ×Rn−1,

gde je < F (0) > prava odre�ena vektorom F (0). Definiximo preslikava�e

φ : R× Rn−1 → Rn, (t, x) 7→ ϕt(0, x).
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Ovo preslikava�e je dobro definisano u nekoj okolini nule. Diferencira-
�em po t vidimo da �egov izvod u svakoj taqki (t, x) iz te okoline zadovo	ava
tra�eni uslov

φ∗(t, x) : (1, 0) 7→ dϕt
dt

= F,

tj. F = φ∗
∂
∂x1

.
Iz qi�enice da je

φ
∣∣{0}×Rn−1 = id

∣∣
{0}×Rn−1 , φ∗(0)(1, 0) = F (0)

sledi da je Jakobijeva matrica preslikava�a φ u nuli invertibilna. Iz Teo-
reme o inverznoj funkciji sledi da je φ lokalni difeomorifizam. On defin-
ixe tra�ene koordinate u okolini nule. 5

Iz Teoreme 22 sledi da se, u okolini neravnote�nog polo�aja, svaki
sistem diferencijalnih jednaqina koji zadovo	ava uslove Pikarove teoreme
svodi, u nekim koordinatama, na

dx1

dt
= 1,

dx2

dt
= . . . =

dxn
dt

= 0.

U tim koordinatama trajektorije sistema su veoma jednostavne: to su par-
alelne prave

x1(t) = t+ C1, xj(t) = Cj za j ≥ 2.

U proizvo	nim kartama, ove trajektorije su homeomorfne slike paralelnih
pravih.

U okolini ravnote�nog polo�aja, me�utim, situacija je qesto znatno slo-
�enija. Neka je p ravnote�ni polo�aj, tj. F (p) = 0. Ne uma�uju�i opxtost,
pretpostavimo da je p = 0 u lokalnim koordinatama. Poxto je F (0) = 0, prvi
clan Tejlorovog razvoja preslikava�a F u okolini nule je �egov izvod:

F (x) = A · x+ r(x),

gde je A = DF (0) linearno preslikava�e, a r Tejlorov ostatak koji je mali
u pore�e�u sa A · x. Iz Teoreme 9 na str. 20 vidimo da se tada i integralne
krive vektorskog po	a F , u okolini ravnote�nog polo�aja, mogu u izvesnom
smislu opisati pomo�u rexe�a linearne jednaqine

dx

dt
= A · x.

Ove jednaqine su predmet naxeg izuqava�a u slede�em poglav	u.





GLAVA 3

Linearne diferencijalne jednaqine

1. Egzistencija rexe�a

Neka je B Banahov prostor i L(B;B) prostor neprekidnih linearnih pres-
likava�a L : B → B. Neka je I otvoren interval u R koji sadr�i taqku t0 i
neka su

A : I → L(B;B), b : I → B

neprekidna preslikava�a.

Definicija 11. Diferencijalna jednaqina
dx

dt
= A(t) · x+ b(t), x(t0) = x0

naziva se linearnom diferencijalnom jednaqinom. Ako je b ≡ 0, takvu lin-
earnu jednaqinu nazivamo homogenom. Ako su A i b konstantna preslikava�a,
govorimo o linearnoj diferencijalnoj jednaqini sa konstantnim koefici-
jentima. ♦

Preslikava�e F (t, x) = A(t) · x + b(t) zadovo	ava uslove Teoreme 15 na
str. 30, xto za posledicu ima slede�e va�no svojstvo linearnih diferenci-
jalnih jednaqina.

Teorema 23. Linearna diferencijalna jednaqina ima jedinstveno rex-
e�e, definisano na celom domenu I preslikava�a A i b. Specijalno, linearna
diferencijalna jednaqina sa konstantnim koeficijentima ima jedinstveno
rexe�e x(t) definisano za sve t ∈ R.

2. Sluqaj realne prave

Razmotrimo linearnu diferencijalnu jednaqinu u najjednostavnijem Ba-
nahovom prostoru (nad po	em R) { realnoj pravoj.

Neka je a ∈ R realna konstanta. Diferencijalna jednaqina

dx

dt
= ax, x(t0) = x0 (45)

po nepoznatoj funkciji x : R → R naziva se jednaqinom normalnog rasta.1

Najlakxi naqin da se ona rexi je razdvaja�e promen	ivih: integracijom
ekvivalentne jednaqine

dx

x
= a dt, x(t0) = x0

1Ova jednaqina opisuje prirodne procese kao xto je rast populacije bakterija (gde je
a > 0) ili radioaktivni raspad (kad je a < 0).

41
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nalazimo rexe�e

x(t) = x0e
a(t−t0).

Kao nagovextaj mogu�nosti uopxte�a na Banahove prostore slo�enije od
realne prave, spomenimo da jednaqina (45) mo�e da se rexi i pomo�u stepenih
redova { tra�imo rexe�e u obliku

x(t) =

∞∑
n=0

cn(t− t0)n.

Diferencira�em i ubaciva�em u (45) dobijamo ncn = acn−1. Odatle, induk-
cijom, sledi n!cn = anc0. Imaju�i u vidu poqetni uslov, dobijamo

cn = x0
an

n!
,

odakle, uz pomo� razvoja

eA =

∞∑
n=0

An

n!
(46)

sledi da je rexe�e

x(t) = x0

∞∑
n=0

an(t− t0)n

n!
= x0e

a(t−t0).

Zadatak 31. Neka je x(t) koliqina radioaktivne supstance u trenutku t.
Dokazati da vreme za koje se ova koliqina prepolovi ne zavisi od poqetne
koliqine x0. Ovo vreme naziva se periodom poluraspada. X

Nexto opxtija od jednaqine (45) je jednaqina

dx

dt
= a(t)x, x(t0) = x0,

gde je a : I → R neprekidna funkcija definisana na intervalu I =]t0−ρ, t0+ρ[
sa centrom u t0. I ova jednaqina se rexava na isti naqin { razdvaja�em
promen	ivih. Integracijom ekvivalentne jednaqine

dx

x
= a(t) dt, x(t0) = x0 (47)

dobijamo rexe�e

x(t) = x0e
∫ t
t0
a(s) ds

. (48)

Zadatak 32. Odrediti domen ovog rexe�a. X

Umesto da govorimo o (48) kao rexe�u jednaqine (47), mo�emo da ka�emo
da je

x(t) = Ce
∫ t
t0
a(s) ds

(49)

opxte rexe�e diferencijalne jednaqine

dx

dt
= a(t)x, (50)

pri qemu se konstanta C odre�uje iz poqetnog uslova.
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Zadatak 33. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (50) pomo�u stepenih re-
dova: dokazati da se diferencira�em izraza

x(t) =

∞∑
n=0

cnt
n

i ubaciva�em u (50) dobija sistem jednaqina

ncn = a(t)cn−1,

qijim se rexava�em dobija (49). X

Posmatrajmo sada nehomogenu jednaqinu

dx

dt
= a(t)x+ b(t). (51)

Postoji vixe naqina da se ona rexi; mi �emo da demonstriramo jedan koji
ilustruje va�an metod { metod varijacije konstante. Opxta ideja ovog
metoda mo�e da se formulixe ovako. Pretpostavimo da neki problem mo�emo
da reximo ako ga pojednostavimo (npr. ignorixemo b(t) u jednaqini (51) i
svedemo je na jednaqinu (50)) i da rexe�e zavisi od neke konstante C (kao
xto je x0 u (49)). Mo�emo da pokuxamo da doka�emo da je se uslo��ava�em
problema (kakvo je dodava�e b(t) na desnoj strani) uslo��ava i rexe�e tako
xto konstanta C postaje funkcija.2

Dakle, pokuxajmo da na�emo rexe�e nehomogene linearne jednaqine (51) u
obliku rexe�a homogene (49), ali s tom razlikom xto C smatramo funkcijom
po t:

x(t) = C(t)e
∫ t
t0
a(s) ds

, odnosno x(t) = C(t)y(t). (52)

gde je

y(t) = e
∫ t
t0
a(s) ds

.

Diferencira�em (52) nalazimo

dx

dt
=
dC

dt
y + C

dy

dt
. (53)

Poxto je y(t) funkcija koja (kao specijalni sluqaj (49) za C = 1) zadovo	ava
homogenu jednaqinu (50), ubaciva�em izraza (53) u jednaqinu (51) dobijamo
diferencijalnu jednaqinu

dC

dt
y(t) = b(t), tj.

dC

dt
= b(t)e

−
∫ t
t0
a(s) ds

po nepoznatoj funkciji C. �eno rexe�e je

C(t) = C0 +

∫ t

t0

b(u)e
−

∫ u
t0
a(s) ds

du.

2Lep primer ovakvog rezonova�a navodi Arnold u [3]: umesto da u opis neke pojave
na Zem	i (npr. opis kreta�a broda po moru) uk	uqimo Mesec, mo�emo da prvo reximo
taj problem kao da Mesec ne postoji i dobijemo rexe�e koje zavisi od nekih konstanti.
To nije pravo rexe�e, jer ignorixe uticaj plime i oseke (posledice revolucije Meseca)
na kreta�e broda. Pravo rexe�e se dobija kad opixemo kako se te konstante me�aju, pod
uticajem kreta�a Meseca, u toku 24 sata. Drugim reqima, tretiramo ih kao funkcije koje
zavise od vremena.
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Ubaciva�em ovog izraza u (52) dobijamo opxte rexe�e nehomogene linearne
jednaqine (51)

x(t) =

(
C0 +

∫ t

t0

b(u)e
−

∫ t
t0
a(s) ds

du

)
e
∫ t
t0
a(s) ds

, (54)

gde je C0 konstanta koja se odre�uje iz poqetnih uslova.

Zadatak 34. Da li jednaqina

dx

dt
= x+ cos t

ima periodiqnih rexe�a? X

Zadatak 35. Neka je a(t) ≡ a konstantna funkcija. Dokazati da je

x(t) = e(t−t0)ax0 +

∫ t

t0

e(t−s)ab(s) ds

rexe�e jednaqine (51) sa poqetnim uslovom x(t0) = x0. X

Napomena 9. U metodu varijacije konstanti, kao i u metodu rexava�a
pomo�u stepenih redova, tra�ili smo rexe�e u odre�enom obliku. Drugim
reqima, u izvesnom smislu smo pogodili rexe�e. Kada smo u tome uspeli,
proglasili smo jednaqinu rexenom. Naravno, to je mogu�e na osnovu jedin-
stvenosti rexe�a. Ukoliko uslovi koji obezbe�uju jedinstvenost rexe�a nisu
ispu�eni, mogu�e je da nam je neko rexe�e promaklo. Me�utim, kao xto smo
videli u Teoremi 23, kod linearnih jednaqina uvek imamo obezbe�enu jedin-
stvenost. �

3. Opxti sluqaj

Neka je B Banahov prostor i A ∈ L(B;B) ograniqeni linearni operator.
Izraz (46) ima smisla i u Banahovom prostoru, odnosno mo�emo da govorimo
o linearnom operatoru

eA :=
∞∑
n=0

An

n!
,

gde jeA0 = I identiqki operator iAn := An−1◦A, a limes u beskonaqnom zbiru
na desnoj strani uzet u odnosu na operatorsku normu ‖A‖ := sup‖x‖=1 ‖Ax‖.

Zadatak 36. Dokazati da je eA definisano za sve A ∈ L(B;B). Uputstvo:
normirani prostor je Banahov ako i samo ako je svaki apsolutno konvergentan
red konvergentan. Prostor L(X;Y ) je Banahov ako i samo ako je Y Banahov
(videti [1]). X

Zadatak 37. Dokazati da je

eA = lim
m→∞

(
I +

A

m

)m
.

Uputstvo: I i A komutiraju, pa standardna binomna formula mo�e da se
primeni na izraz na desnoj strani. X
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Neposrednim diferencira�em stepenog reda se proverava da je rexe�e
diferencijalne jednaqine

dx

dt
= A · x, x(t0) = x0

dato izrazom analognim sluqaju realne prave

x(t) = e(t−t0)Ax0. (55)

Iz Teoreme 23 sledi da je ovo rexe�e jedinstveno i definisano na celom
skupu R.

Napomena 10. Do rexe�a (55) mo�emo da do�emo i bez poga�a�a pozi-
va�em na analogiju sa realnom pravom, ako se deta	nije udubimo u dokaz
Pikarove teoreme. Podsetimo se da smo tamo, na str. 21, do rexe�a doxli
primenom Banahovog stava o fiksnoj taqki na preslikava�e

ψ : y(t) 7→ x0 +

∫ t

t0

F (s, y(s)) ds.

U sluqaju linearne jednaqine koji razmatramo je F (t, y) = A · y. Setimo se da
se Banahov stav o fiksnoj taqki dokazuje primenom �utn{Pikarovog metoda
iteracije: za proizvo	no x0 tra�ena fiksna taqka je graniqna vrednost niza

xn+1 = ψ(xn).

Posmatrajmo niz

x0(t) ≡ x0, xn+1(t) := x0 +

∫ t

t0

A · xn(s)) ds.

Tada je

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

A · x0 ds = x0 + (t− t0)A · x0.

Produ�ava�em postupka dobijamo

x2(t) = x0 +

∫ t

t0

A · x1(s) ds = x0 + (t− t0)A · x0 +
1

2
(t− t0)2A2 · x0

i da	e, indukcijom,

xn+1(t) =

n∑
k=1

(t− t0)kAk

k!
· x0.

Graniqna vrednost ovog niza je upravo (55). �

Rexe�e nehomogene jednaqine

dx

dt
= A · x+ b(t), x(t0) = x0,

ukoliko A ne zavisi od t, je dato istim izrazom kao u sluqaju realne prave
(videti Zadatak 35)

x(t) = e(t−t0)Ax0 +

∫ t

t0

e(t−s)Ab(s) ds (56)

xto se proverava neposrednim diferencira�em.
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Zadatak 38. Da li i homogena jednaqina

dx

dt
= A(t) · x, x(t0) = x0,

sa nekonstantnim A(t), mo�e da se rexi pomo�u stepenih redova kao u Bana-
hovom prostoru, kao xto je ura�eno u Zadatku 33 na realnoj pravoj? Odgovor:
ne. X

Posmatrajmo sada opxti sluqaj

dx

dt
= A(t) · x+ b(t), x(t0) = x0, (57)

gde i A(t) i b(t) zavise od t. U Zadatku 38 smo videli da qak i za b ≡ 0 ne
mo�emo da ponovimo metod sa realne prave, tako da je ve� i homogena jednaqina
sa nekonstantnim koeficijentima dovo	no komplikovana.

Poka�imo me�utim, da rexava�e nehomogene jednaqine (57) mo�e da se
svede na rexava�e homogene, ali u drugom prostoru. Posmatrajmo umesto
jednaqine (57) u prostoru B, jednaqinu

dL

dt
= A(t)L

u Banahovom prostoru L(B;B). Neka je L(t, s) �eno rexe�e koje odgovara
poqetnom uslovu L(s) = I. Tada je

x(t) = L(t, t0)x0 +

∫ t

t0

L(t, s)b(s) ds (58)

jedinstveno rexe�e jednaqine (57), xto se proverava neposrednim diferen-
cira�em.

Zadatak 39. Izvesti, u sluqaju kad je A(t) ≡ A konstantno preslikava�e,
izraz (56) iz (58). X

4. Konaqnodimenzioni sluqaj

Rexava�e neautonomne homogene jednaqine

dx

dt
= A · x, x(t0) = x0

u sluqaju Banahovih prostora konaqne dimenzije svodi se na izraqunava�e
matrice e(t−t0)A. Ovo je posebno lako ako matrica A mo�e da se dijagonalizuje,
tj. ako postoje dijagonalna matrica D i invertibilna matrica S takve da je
A = S−1DS. Poxto je

e(t−t0)S−1DS = S−1e(t−t0)AS, (59)

problem se svodi na jednostavno izraqunava�e eksponenta dijagonalne ma-
trice. Lako se vidi da je e(t−t0)D opet dijagonalna matrica, qiji su elementi
oblika e(t−t0)λj , gde su λj dijagonalni elementi matrice D, odnosno sopstvene
vrednosti matrice A.

Zadatak 40. Dokazati da matrice

A =

(
1 1
0 1

)
i B =

(
0 −1
0 1

)
ne mogu da se dijagonalizuju.
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(b) Izraqunati et(A+B) i etA · etB .
(v) Neka su P i Q kvadratne n× n matrice koje komutiraju. Dokazati da

je eP+Q = eP eQ = eQeP i PeQ = eQP . X

U opxtem sluqaju, matricu A mo�emo da svedemo na �ordanov kanonski
oblik. Iz kursa Linearne algebre nam je poznato da matrica u �ordanovom
obliku ima sopstvene vrednosti na dijagonali, nule ispod dijagonale i ka-
nonske blokove iznad dijagonale. Ako je C �ordanova matrica koja iznad
dijagonale ima i elemente razliqite od nule, u matrici e(t−t0)C se, osim
e(t−t0)λj , pojav	uju i polinomske funkcije (kada se u blokovima iznad realnih
sopstvenih vrednosti pojav	uju jedinice) i trigonometrijske funkcije (kada
matrica ima kompleksne sopstvene vrednosti). To mo�emo da formulixemo
kao teoremu.

Teorema 24. Rexe�a homogene linearne diferencijalne jednaqine sa kon-
stantnim koeficijentima

dx

dt
= A · x (60)

u Rn pripadaju algebri generisanoj eksponencijalnim, polinomskim i trigo-
nometrijskim funkcijama.

Zadatak 41. (a) Rexiti linearni sistem (60) za slede�e matrice A(
1 3
1 −1

)
,

(
1 1
1 1

)
,

(
−1 0
1 −2

)
,

(
2 1
−1 2

)
,

0 1 2
0 0 3
0 0 0

 ,

2 0 0
0 3 0
0 1 3

 ,


1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 .

(b) Rexiti sistem
dx
dt = x+ y
dy
dt = y.

(v) Svesti diferencijalnu jednaqinu drugog reda

d2x

dt2
+ 4x = 0

na sistem od dve jednaqine prvog reda i rexiti taj sistem. X

Zadatak 42. Rexiti sistem

dx

dt
= tA · x+ x cos t

za svaku od matrica A iz Zadatka 41 (a). X

Zadatak 43. Za koje λ ∈ R jednaqina

d2x

dt2
= −λ2x, x(0) = 0, x(π) = 1

ima rexe�a? Uporediti ovaj zadatak sa Zadatkom 21 na str. 24. X
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Zadatak 44. Rexiti nelinearni sistem
dx
dt = |y|
dy
dt = −x

i skicirati �egove fazne krive. X



GLAVA 4

O eksplicitnoj rexivosti diferencijalnih

jednaqina

1. Rexivost pomo�u kvadratura

Postupak izraqunava�a povrxina (odnosno integracija) u klasiqnoj li-
teraturi nazivao se kvadraturom. Ovaj termin potiqe jox od Pitagorejaca,
koji su odre�iva�e povrxine figura pokuxavali da svedu na postupak nala-
�e�a kvadrata iste povrxine. Npr. problem kvadrature pravougaonika qije
stranice imaju du�inu a i b svodi se na konstrukciju kvadrata stranice

√
ab

(geometrijska sredina). Me�u najve�a dostignu�a antiqke matematike spadaju
rexe�a problema kvadratura slo�enijih likova, kao xto je Arhimedov dokaz
da povrxina odseqka parabole iznosi 4/3 povrxine trougla upisanog u taj
odseqak. Nerexivost antiqkog problema kvadrature kruga dokazana je tek u
XIX veku { to je posledica Lindeman{Vajerxtrasove teoreme iz 1882. godine,
koja pokazuje i da je broj π transcendentan. Rexe�e problema kvadrature
hiperbole y = 1/x do koga je u XVII veku doxao Gregorije de Sen{Vensan
dovelo je do definicije funkcije prirodnog logaritma

log x :=

∫ x

1

dt

t

koja je kasnije imala va�nu ulogu u matematici.
Ukoliko se rexava�e diferencijalne jednaqine samo algebarskim trans-

formacijama svodi na problem izraqunava�a integrala, ka�emo da je difer-
encijalna jednaqina rexiva pomo�u kvadratura. Na primer, kao xto smo
videli u Glavi 3, linearna diferencijalna jednaqina

dx

dt
= a(t)x+ b(t) (61)

je rexiva pomo�u kvadratura. �eno rexe�e je

x(t) = x(t) =

(
C +

∫ t

t0

b(u)e
−

∫ t
t0
a(s) ds

du

)
e
∫ t
t0
a(s) ds

.

Da�emo jox jedan primer jednaqine rexive pomo�u kvadratura.

Primer 9. (Jednaqina sa totalnim diferencijalom) Neka su P i Q
glatke funkcije definisane na otvorenom skupu V ⊂ R×R. Diferencijalna
jednaqina

dx

dt
+
P (t, x)

Q(t, x)
= 0

mo�e da se napixe u obliku

P (t, x) dt+Q(t, x) dx = 0, (62)

49
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pa se nala�e�e �enih integralnih krivih svodi na nala�e�e krivih na ko-
jima se anulira diferencijalna 1{forma

ω = P dt+Qdx ∈ Ω1(V ).

Kao xto smo videli u Glavi 1 (videti str. 10), neophodan uslov za egzistenciju
primitivne funkcije (0{forme) forme ω je dω = 0. Poxto je

dω =
∂P

∂x
dx ∧ dt+

∂Q

∂t
dt ∧ dx =

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂t

)
dx ∧ dt,

neophodan uslov za egzistenciju funkcije f : V → R takve da je df = ω je

∂P

∂x
=
∂Q

∂t
. (63)

Ovaj uslov je i dovo	an, ako je

H1
dR(N) = 0

(videti (13) na str. 10). Lako se vidi da su, u tom sluqaju, rexe�a jedna-
qine (62) data sa

f(t, x) ≡ C,
gde se konstanta C nalazi iz poqetnih uslova. ]

Zadatak 45. Dokazati da jednaqina koja razdvaja promen	ive (Zadatak 11
na str. 17) mo�e da se svede na jednaqinu sa totalnim diferencijalom. Rexiti
jednaqinu koja razdvaja promen	ive metodom iz Primera 9. X

Napomena 11. (Integracioni mno�ite	) Ukoliko funkcije P i Q u
jednaqini (62) ne zadovo	avaju (63), i da	e mo�emo da pokuxamo da reximo
tu jednaqinu metodom iz Primera 9. Mo�emo da probamo da na�emo funkciju
µ(t, x) takvu, da jednaqina

µ(t, x)P (t, x) dt+ µ(t, x)Q(t, x) dx = 0

postane jednaqina sa totalnim diferencijalom. Funkciju µ tra�imo tako da
va�i

∂

∂x
(µP ) =

∂

∂t
(µQ)

i nazivamo je integracioni mno�ite	. �

Zadatak 46. Dokazati da homogena linearna jednaqina (jednaqina (61) sa
b ≡ 0) mo�e da se rexi kao jednaqina sa totalnim diferencijalom.

Uputstvo: na�i integracioni mno�ite	 u obliku µ(t, x) = λ(t)x. X

Problemom rexivosti (ne samo diferencijalnih) jednaqina bavili su se
mnogi matematiqari { Abel, Galoa, Pikar, Liuvil i drugi. Klasiqan rezul-
tat Galoaove teorije o nemogu�nosti nala�e�a rexe�a nekih algebarskih jed-
naqina pomo�u radikala ima svoju analogiju i u teoriji diferencijalnih
jednaqina. Jedna od Lijevih motivacija za uvo�e�e beskonaqnih grupa koje
danas nazivamo Lijevim bila je upravo proxire�e metoda Galoaove teorije
na teoriju diferencijalnih jednaqina. Ulogu koju u algebarskoj Galoaovoj
teoriji imaju konaqne grupe, u diferencijalnoj imaju Lijeve. Prve rezultate
o nerexivosti nekih diferencijalnih jednaqina dobio je Liuvil.

Danas znamo da samo mali broj diferencijalnih jednaqina mo�emo da
reximo pomo�u kvadratura. Na primer, ve� ako na desnoj strani u (61) imamo
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kvadratni polinom, umesto linearnog, dobijamo jednaqinu kojoj posve�ujemo
slede�i primer.

Primer 10. (Rikatijeva jednaqina) Mo�e da se doka�e da jednaqina

dx

dt
= a(t) + b(t)x+ c(t)x2 (64)

u opxtem sluqaju ne mo�e da se rexi pomo�u kvadratura. Me�utim, ako nam je
poznato jedno �eno rexe�e (,,partikularno rexe�e") u(t), onda opxte rexe�e
mo�emo da dobijemo pomo�u smene

x(t) = u(t) +
1

y(t)

kojim se Rikatijeva jednaqina (64) svodi na linearnu (61). ]

Ako na desnoj strani, umesto linearnog (kao u linearnoj jednaqini) ili
kvadratnog (kao u Rikatijevoj) polinoma imamo polinom vixeg stepena, npr.
ako imamo jednaqinu

dx

dt
= a(t) + b(t)x+ c(t)x2 + d(t)x3,

u opxtem sluqaju nam ni to xto znamo neko partikularno rexe�e ne poma�e
da na�emo opxte.

Rikatijeva jednaqina, razmatrana u Primeru 10, se svodi na linearnu ako
je c ≡ 0, pa mo�e da se smatra �enim uopxte�em. Jox jedno uopxte�e daje
slede�i primer.

Primer 11. (Bernulijeva jednaqina) Jednaqina

dx

dt
+ a(t)x+ b(t)xr = 0 (65)

je, za r ∈ {0, 1} linearna jednaqina (61). Za r /∈ {0, 1}, Bernulijeva jed-
naqina (65) se svodi na linearnu smenom

x = yp, tj.
dx

dt
= pyp−1 dy

dt
,

za pogodno izabrano p. Zaista, posle ove smene jednaqina (65) postaje (posle
skra�iva�a sa yp−1)

p
dy

dt
+ a(t)y + b(t)ypr−p+1 = 0.

Ako izaberemo p tako da je pr−p+1 = 0, tj. p = 1/(1−r), dobili smo linearnu
jednaqinu. ]

2. Simetrije i smene

Mogu�nost da neke jednaqine ipak reximo eksplicitno obiqno se jav	a
kad je u �oj prisutna neka simetrija koja pojednostav	uje problem. Najjed-
nostavniji primer toga su jednaqine kojima smo poqeli ovaj tekst, oblika

dx

dt
= F (t), x(t0) = x0. (66)
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Kao xto znamo, one se rexavaju direktnom primenom Osnovne teoreme inte-
gralnog raquna:

x(t) = x0 +

∫ t

t0

F (s) ds.

Simetrija koja je prisutna u jednaqini (66) je invarijantnost desne strane u
odnosu na vertikalnu translaciju, tj. u odnosu na dejstvo grupe (R,+) na R2

dato sa g · (t, x) := (t, x+ g). Formalizova�emo ovaj pojam slede�om definici-
jom.

Definicija 12. Difeomorfizam ψ : M → M je simetrija vektorskog
po	a F na M ako je ψ∗F = F . ♦

Zadatak 47. Dokazati da je skup simetrija datog vektorskog po	a sa op-
eracijom slaga�a preslikava�a grupa. X

Zadatak 48. Dokazati da simetrija vektorskog po	a slika integralne
krive u integralne krive. X

Definicija 13. Difeomorfizam ψ : M → M je simetrija autonomne
diferencijalne jednaqine

dx

dt
= F (x)

ako je on simetrija vektorskog po	a F na M .
Difeomorfizam ψ : I ×M → I ×M je simetrija neautonomne diferenci-

jalne jednaqine
dx

dt
= F (x, t)

ako je on simetrija autonomne diferencijalne jednaqine:

dt

dτ
= g(t, x)

dx

dτ
= g(t, x) · F (t, x)

na mnogostrukosti I ×M . ♦

Primer 12. Diferencijalna jednaqina
dx

dt
= F (x), x(t0) = x0.

je simetriqna u odnosu na horizontalnu translaciju. Ako je F (x0) 6= 0, u
okolini te taqke ova jednaqina mo�e da se napixe u ekvivalentnom obliku

dt

dx
=

1

F (x)

i rexi primenom Osnovne teoreme integralnog raquna, kao i (66). ]

Primer 12 ilustruje metod rexava�a diferencijalnih jednaqina koji se
nekad naziva i metodom smene promen	ivih. U jednaqini iz tog primera
uoqili smo simetriju (horizontalna translacija) koja nam je pomogla da prob-
lem svedemo na drugi koji ve� znamo da reximo, tj. na jednaqinu (66). To smo
uradili promenivxi uloge koordinatnih osa ravni. �u ostvaruje difeomor-
fizam

R× R→ R× R, (t, x) 7→ (x, t),
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ili, drugaqije reqeno (nekad je ta formulacija zgodnija za praktiqno rexa-
va�e problema) uvo�e�em novih promen	ivih (s, y) umesto starih (t, x) smenom
s = x, y = t.

Razmotrimo opxtiji sluqaj.

Teorema 25. Neka je F (t, x) glatko vektorsko po	e u ravni R × R. Ako
postoji jednoparametarska grupa simetrija koja glatko i netrivijalno de-
jstvuje na R× R, onda je jednaqina

dx

dt
= F (t, x)

eksplicitno rexiva u okolini svake nestacionarne taqke dejstva.

4 Kao u Teoremi 22 na str. 38, mo�emo da na�emo koordinate (s, y) u kojima
je dejstvo elementa ε grupe (R,+) na taqku (s, y) dato sa

(s, y) 7→ (s, y + ε). (67)

Kao i u dokazu spomenute teoreme, biramo za ,,koordinatne ose" orbitu dejstva
i krivu koja je transverzalna na �u.

Poxto je vektorsko po	e F invarijantno u odnosu na dejstvo, u koordi-
natama (s, y) ono je invarijantno u odnosu na vertikalnu translaciju, pa jed-
naqina dobija oblik (66), koji se rexava direktnom primenom Osnovne teoreme
integralnog raquna. 5

Analizom dokaza ove teoreme mo�emo da formulixemo opxti metod smene
promen	ive u prisustvu jednoparametarske grupe glatkih simetrija. Ci	 nam
je da sa koordinata (t, x) pre�emo na nove promen	ive s(t, x) i y(t, x) u kojima je
vektorsko po	e invarijantno u odnosu na translaciju du� y{ose, pa jednaqina
mo�e da se rexi direktnom primenom Osnovne teoreme integralnog raquna.

Diferencira�em mo�emo da pre�emo sa jednoparametarske grupe na kojoj
je definisano dejstvo na vektorsko po	e ξ koje je tangentno na �egove orbite.
Da bi dejstvo u novim koordinatama (s, y) imalo oblik (67), moraju da budu
ispu�ena slede�a dva uslova:

• krive s(t, x) = const su tangentne na ξ;
• krive y(t, x) = const nisu nigde tangentne na ξ.

Ovi uslovi su ispu�eni ako va�i

ξ · ∇s = 0, ξ · ∇y = 1. (68)

Ovo je sistem parcijalnih jednaqina po s i y. Na prvi pogled, ovime smo
dobili komplikovaniji problem, ali poxto je potrebno na�i samo neko �egovo
rexe�e, nekad mo�emo da pomo�u �ega na�emo tra�enu smenu.

Sem toga, zahtevi da nivoi funkcije s budu tangentni, a funkcije y
transverzalni na ξ su ispu�eni i ako je, umesto (69), ispu�en slabiji uslov

ξ · ∇s = 0, ξ · ∇y 6= 0. (69)

Primer 13. (Homogena jednaqina) Diferencijalna jednaqina

dx

dt
= F (t, x)
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se naziva homogenom ako je F homogena funkcija, tj. ako je F (eεt, eεx) =
F (t, x). Diferencira�em familije homotetija

(t, x) 7→ (eεt, eεx)

po ε dobijamo vektorsko po	e ξ(t, x) = ti+xj koje je tangentno na orbite dejstva.
Uslov (69) u ovom sluqaju je

t
∂s

∂t
+ x

∂s

∂x
= 0, t

∂y

∂t
+ x

∂y

∂x
6= 0

i zadovo	ava ga, za t > 0, smena s(t, x) = x/t, y(t, x) = t (ili y = log t ako
�elimo da bude zadovo	en jaqi uslov (68)). ]

Zadatak 49. Rexiti homogenu jednaqinu

dx

dt
=
x2 + tx

t2
,

za t > 0 smenom x = st iz prethodnog primera. X

Zadatak 50. (Kvazihomogena jednaqina) Funkcija F (t, x) je kvaziho-
mogena sa te�inama α i β ako va�i

F (eαεt, eβεx) = e(β−α)εf(t, x).

Ako je F takva funkcija,
dx

dt
= F (t, x)

se naziva kvazihomogenom jednaqinom. Dokazati da se kvazihomogena jed-
naqina rexava smenom s = xα/tβ , t = y. X

Zadatak 51. Koriste�i qi�enicu da je jednaqina

dx

dt
= tλ−1F

( x
tλ

)
invarijantna u odnosu na dejstvo

(t, x) 7→ (eεt, eλεx)

grupe (R,+), dokazati da se ona smenom s = x/tλ, y = log t svodi na jednaqinu

dy

ds
=

1

F (s)− λs
koja razdvaja promen	ive. X

Primer 14. (Linearna jednaqina) Ve� smo videli vixe naqina za
rexava�e linearne jednaqine

dx

dt
= a(t)x+ b(t). (70)

Poka�imo kako mo�emo da je reximo i korix�e�em simetrija. Jednaqina (70)
je invarijantna u odnosu na dejstvo grupe (R,+) zadato sa

(t, x) 7→ (t, x+ εe
∫
a(t) dt).

Vektorsko po	e

ξ = (0, e
∫
a(t) dt)

je tangentno na orbite ovog dejstva, pa jednaqine (68) postaju

∂s

∂x
= 0,

∂y

∂x
e
∫
a(t) dt = 1.
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Odatle sledi da se smenom

s = t, y = xe−
∫
a(t) dt

jednaqina (70) svodi na jednaqinu koja razdvaja promen	ive. Zaista, ako u (70)
uvrstimo smenu

x = ye
∫
a(t) dt,

dobijamo dobro poznatu formulu za rexe�e linearne jednaqine. Proveru os-
tav	amo qitaocu kao zadatak. X





DODATAK: Tehnike rexava�a

diferencijalnih jednaqina

Kao xto je qitalac primetio, u ovom tekstu se nismo mnogo bavili tehni-
kama rexava�a onih diferencijalnih jednaqina koje je mogu�e eksplicitno
rexiti. Vixe pa��e smo posvetili opisu nekih metoda koji nam omogu�avaju
da analiziramo rexe�a, bez obzira na to da li mo�emo da na�emo ,,formulu
rexe�a" ili ne. Naravno, nekada je va�no na�i upravo takvu formulu.
Tehnike rexava�a nekih konkretnih diferencijalnih jednaqina mogu da se
na�u u raznim priruqnicima. Na primer, predla�emo qitaocu da pogleda
sajt

http://eqworld.ipmnet.ru/index.htm

na kome su izlo�eni postupci rexava�a velikog broja jednaqina, ne samo
diferencijalnih.
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