
ANALIZA NA MNOGOSTRUKOSTIMA 2005{2006

1. Pita�a
♣ Postoja�e i jedinstvenost rexe�a diferencijalnih jednaqina; glatka

zavisnost od poqetnih uslova (str. 16 i str. 95).
♣ Glatke mnogostrukosti: definicije i primeri.

{ Karte, atlas, glatka struktura (str. 63{66)
{ Topoloxka svojstva (str. 70{72)
{ Regularne krive i povrxi, euklidski prostori, sfere, projek-

tivni prostori, matriqne grupe (str. 3{9, 10{11, 101{105)
{ Lijeve grupe, dejstvo grupe na skupu, jednoparametarske podgrupe

(str. 107{110)
{ Teorema 1 na str. 110, Teorema 2 na str. 111 i Teorema 3 na str.

112; primeri: Primeri 25 i 26, Zadaci 14{19 (str. 114{115)
{ Glatka preslikava�a (str. 72{73)

♣ Tangentni prostori i tangentna rasloje�a.
{ Tri definicije tangentnog vektora (str. 73{80)
{ Primer: tangentna ravan povrxi (str. 25{26)
{ Komutator i Lijev izvod (str. 80{81)
{ Frobenijusova teorema (str. 95{99)
{ Rimanova metrika, du�ina krive (str. 115{116, 342{347)

♣ Regularne taqke i regularne vrednosti. Podmnogostrukosti.
{ Diferencijal preslikava�a (str. 81{82)
{ Regularne i singularne taqke i vrednosti (str. 83{84)
{ Imerzije i ulaga�a; dve vrste podmnogostrukosti (str. 84)
{ Teorema o implicitnoj funkciji i podmnogostrukosti (Tvr�e�e

1, str. 84)
{ Sardova teorema (str. 85)
{ Vitnijeve teoreme (Teorema 4 na str. 89 i Teorema 5 na str. 91)

♣ Transverzalnost.
{ Definicija i primeri (str. 88{89)
{ Zaxto je Teorema 2 na str. 89 uopxte�e Tvr�e�a 1 na str. 84?
{ Tomova Teorema o transverzalnosti (Teorema 3 na str. 89)
{ Zaxto je Tomova teorema o transverzalnosti uopxte�e Sardove?

♣ Diferencijalne forme.
{ Forme u Rn, spo	ax�i proizvod ∧, diferencijal (str. 131{132)
{ Dualni objekti dx i ∂

∂x ; kotangentno rasloje�e
{ Diferencijalne forme kao vixelinearna preslikava�a
{ Diferencijalne forme na mnogostrukostima
{ Diferencira�e formi: spo	ax�e, unutrax�e, Lijevo (str. 151{

152); Tvr�e�e 3 na str. 152
{ f∗ ◦ d = d ◦ f∗, d2 = 0
{ Simplektiqke forme (str. 219{220)
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♣ Vektorska rasloje�a (str. 191{196).
{ Definicija i primeri
{ Izomorfizam rasloje�a, operacije sa rasloje�ima
{ f ' g ⇒ f∗E ∼= g∗E
{ Orijentabilnost rasloje�a
{ Teorema o cevastoj okolini
{ Teorema o aproksimaciji neprekidnog preslikava�a glatkim

♣ Integracija na mnogostrukostima.
{ Smena promen	ivih u vixestrukom integralu na jeziku diferen-

cijalnih formi u Rn

{ Orijentacija mnogostrukosti { tri definicije
{ Integral diferencijalne forme na mnogostrukosti (Definicija

4 i Tvr�e�e 5 na str 173; primer: Zadatak 8 na str 174)
{ Mnogostrukost sa krajem (str. 174{175)
{ Stoksova teorema i primeri iz kurseva Analize (str. 176{178)

♣ De Ramove kohomologije.
{ Definicija (str. 155)
{ Homotopska invarijantnost (str. 157{159)
{ Kohomologije sa kompaktnim nosaqem (str. 160{162)
{ Poenkareove leme (str. 159 i 162)
{ Majer{Vijetorisov niz (str. 162{163)
{ Kinetova formula (Teorema 4 na str. 167)
{ Poenkareova dualnost (str. 182{183)
{ Pojam singularne homologije (str. 180{182,461{465)

♣ Stepen preslikava�a.
{ Definicija i osobine (str. 183{184)
{ Primeri (str. 185{187)
{ Stepen i integral: uopxte�e Teoreme o smeni promen	ive u in-

tegralu (str. 187)
♣ Indeks preseka.

{ Definicija (str. 188{189)
{ Zaxto je indeks preseka uopxte�e stepena?
{ Indeks preseka i Poenkareova dualnost (Teorema 6 na str. 189)

♣ Tomov izomorfizam i Ojlerova klasa (str. 448{455).
{ Tomova i Ojlerova klasa, osobine; Tomov izomorfizam
{ Veza sa Poenkareovim dualom i indeksom preseka
{ Lefxecova teorema o fiksnim taqkama
{ Ekvivalentnost tri definicije Ojlerove karakteristike

♣ Elementi Morsove teorije.
{ Morsove funkcije i Morsova lema (str. 154, 409)
{ Morsova homologija (str. 406{408, 422{429)
{ Primene u simplektiqkoj topologiji (str. 440{446) i Rimanovoj

geometriji (str. 436{437, Teorema 6 na str. 389, Posledica 2 na
str. 390 i komentar iza �e, Teorema 3 na str. 489)

♣ Pramenovi i Qehova kohomologija (str. 499{506).
{ Motivacija: Mitag{Leflerov problem u Kompleksnoj Analizi
{ Uopxte�e Majer{Vijetorisovog niza
{ Primeri i primene
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2. Zadaci
Napomena: Sve mnogostrukosti, preslikava�a, vektorska po	a, difer-

encijalne forme, krive itd. koji se pojav	uju u zadacima smatraju se C∞

glatkim.
(1) U zavisnosti od parametra λ ∈ R ispitati koji od slede�ih skupova

su glatke mnogostrukosti:
• {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 = λ}
• {(x, y) ∈ R3 | x2 − y2 = λ}
• {(x, y) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = λ}
• {z ∈ C | |z2 − 1| = λ}.

(2) Dokazati da je otvoren podskup mnogostrukosti povezan ako i samo ako
je putno povezan.

(3) Dokazati da je kriva C zadata jednaqinom x3 = |y| u R2 glatka mno-
gostrukost sa glatkom strukturom za koju je inkluzija C → R2 glatko
preslikava�e. Da li je C glatka podmnogostrukost u R2?

(4) Ispitati transverzalnost preseka
• xy{ravni i z{ose u R3.
• Prostora Rn × {0} i dijagonale u Rn ×Rn.
• Prostora simetriqnih i prostora kososimetriqnih matrica u pro-
storu svih kvadratnih matrica datog reda.

• Povrxi x2 + y2 − z2 = 1 i x2 + y2 + z2 = r2 u R3u zavisnosti od r.
(5) Odrediti integralne krive vektorskog po	a

• y ∂
∂x − x ∂

∂y u R2

• y ∂
∂x − x ∂

∂y u R3

• xi + yj + zk u R3

• x2i + y2j + z2k u R3

i na�i �ihovu parametrizaciju.
(6) Izraqunati du�inu luka slede�ih krivih, u odnosu na standardnu

Rimanovu metriku (euklidski skalarni proizvod) u R3:
• x = t− sin t, y = t− cos t, z = 4 cos t

2 izme�u dva uzastopna preseka
sa xz{ravni;

• x3 = 3y2, 2xz = 1 izme�u taqaka preseka sa ravnima y = 1
3 , y = 9;

• x = sin3 t, y = cos3 t, z = cos 2t u ukupnoj du�ini.
(7) Odrediti ugao pod kojim se seku krive u + v = 0 i u − v = 0 na po-

vrxi x = u cos v, y = u sin v, z = v, u odnosu na Rimanovu metriku
indukovanu skalarnim proizvodom u R3.

(8) Dato je preslikava�e
f : R2 → R2, (s, t) 7→ (st, 1).

Izraqunati f∗(dx + dy) i f∗(xdy + ydx).
(9) Dati su diferencijalna forma i vektorsko po	e

ζ = xdx ∧ dy + y2dy ∧ dz, X = y
∂

∂x
+ yz

∂

∂y
+ z

∂

∂z

u R3. Izraqunati Lijev izvod LXζ.
(10) Neka su X i Y vektorska po	a na mnogostrukosti M takva da svaka ta-

qka x ∈ M ima okolinu U , takvu da je LXf = LY f za svako f ∈ C∞(U).
Dokazati da je X = Y .
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(11) Xta je geometrijski smisao integrala
∫

C
y dx po zatvorenoj glatkoj

krivoj C ⊂ R×R?
(12) Neka je ϕt : M → M jednoparametarska familija difeomorfizama, X

vektorsko po	e na M definisano sa
d

dt
ϕt(x) = X(ϕt(x))

i ψ : M → M difeomorfizam. Dokazati da je ψ∗X = X ako i samo
ako je ψ ◦ ϕt = ϕt ◦ ψ.

(13) Neka je ψt jednoparametarska familija difeomorfizama euklidskog
prostora generisana vektorskim po	em X. Dokazati da ψt quva za-
preminu ako i samo ako je div(X) = 0. Da li ovaj rezultat mo�e da se
uopxti na mnogostrukosti?

(14) Neka su X i Y vektorska po	a u euklidskom prostoru. Dokazati da je
div[X, Y ] = X(divY )−Y (divX). Da li to va�i i na mnogostrukostima?

(15) Neka je M zatvorena mnogostrukost. Dokazati formulu
∫

M

(LXα) ∧ β = −
∫

M

α ∧ (LXβ).

(16) Neka je θ zatvorena 1{forma na M . Dokazati da je preslikava�e

π1(M) → R, [γ] 7→
∫

γ

θ

homomorfizam grupa. Xta mo�e da se ka�e o �egovom jezgru?
(17) Neka je G Lijeva grupa, g ∈ G i Lg, Rg : G → G leva i desna transla-

cija, tj. preslikava�a definisana sa
Lg(x) = g · x, Rg(x) = x · g.

• Dokazati da je Rg−1 ◦Lg difeomorfizam Lijeve grupe G koji slika
jedinicu u jedinicu.

• Neka je g = TeG Lijeva algebra Lijeve grupe G i Adg : g → g izvod
preslikava�a Rg−1 ◦Lg u jedinici. Dokazati da je Ad : G× g → g
dejstvo grupe G na g.

(18) Neka je U ⊂ Rk otvoren skup i f : U → Rn glatko preslikava�e.
Dokazati da je f(U) skup mere nula ako je k < n. Izvesti kao posledicu
da je πk(Sn) = 0 za k < n.

(19) Neka su M i N povezane mnogostrukosti i p, q ∈ N regularne vrednosti
glatkog preslikava�a f : M → N . Dokazati:
• f−1(p) i f−1(q) su kobordantne mnogostrukosti, tj. �ihova dis-
junktna unija je kraj mnogostrukosti dimenzije ve�e za 1.

• Ako je M kompaktna i dimM = dimN onda je f−1(p) konaqan skup.
• Ako je dimM = dimN i ako je broj taqaka skupa f−1(p) neparan,
onda je f NA.

(20) Dokazati da antipodalno preslikava�e sfere parne dimenzije nije
homotopno identitetu. Xta je sa sferama neparne dimenzije?

(21) Izraqunati kohomoloxki prsten torusa.
(22) Izraqunati povrxinu torusa u odnosu na formu povrxine indukovanu

iz R3, gde je torus realizovan kao rotaciona povrx. Izraqunati zatim
povrxinu torusa u odnosu na formu povrxine indukovanu ulaga�em
torusa u R4 kao Dekartovog proizvoda S1 × S1.
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(23) Dokazati da forma

ω =
n+1∑

k=1

(−1)k−1xkdx1 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxn+1

definixe netrivijalnu klasu u Hn
dR(Sn). Izraqunati

∫
Sn ω.

(24) Izraqunati povrxinu n{dimenzione jediniqne sfere i zapreminu n{
dimenzione jediniqne lopte. Qemu te�e ove veliqine kad n → ∞? U
kojoj dimenziji su one najve�e?

(25) Neka su ψt i φt Hamiltonovi difeomorfizmi generisani Hamiltoni-
janima G i H sa kompaktnim nosaqem i neka su XG i XH �ihova
Hamiltonova vektorska po	a.
• Dokazati da je ψt ◦ φt = φt ◦ ψt ako i samo ako je ω(XG, XH) = 0.
• Na primeru funkcija G(p, q) = p, H(p, q) = q (ili nekih drugih)
pokazati da jedna od implikacija u prethodnom tvr�e�u ne va�i
bez pretpostavke o kompaktnosti nosaqa. Xta je sa drugom imp-
likacijom?

(26) Neka je Π ⊂ TM distribucija hiperravni lokalno zadata 1{formom
ζ, kao Π = ker(ζ). Dokazati da je Π integrabilna (u smislu Frobeni-
jusove teoreme) ako i samo ako je ζ ∧ dζ = 0.

(27) Neka je N orijentabilna mnogostrukost i f : M → N preslikava�e
koje je lokalni difeomorfizam. Dokazati da je M orijentabilna.

(28) Dokazati da je tangentno rasloje�e svake mnogostrukosti M orijenta-
bilna mnogostrukost.

(29) Dokazati da je orijentabilno rasloje�e nad orijentabilnom mnogo-
strukox�u orijentabilna mnogostrukost. Da li postoji orijentabilno
rasloje�e koje je neorijentabilna mnogostrukost? Da li postoji neori-
jentabilno rasloje�e koje je orijentabilna mnogostrukost?

(30) Neka je f : Rn → R glatko preslikava�e kome je 0 regularna vred-
nost. Dokazati da je jednaqinom f(x1, . . . , xn) = 0 zadata orijentabilna
glatka mnogostrukost.

(31) Neka je π : M̃ → M natkriva�e orijentisane kompaktne mnogostruko-
sti M .
• Dokazati da je mnogostrukost M̃ orijentabilna i da forma za-
premine na M indukuje kanonsku formu zapremine na M̃ .

• Na�i vezu izme�u zapremina mnogostrukosti M i M̃ (u odnosu na
prethodno spomenute forme) u terminima �ihovih fundamental-
nih grupa.

• Da li neorijentabilna mnogostrukost mo�e da ima orijentabilno
natkriva�e?

(32) Dokazati da za kompaktnu povezanu Lijevu grupu G dimenzije n va�i
Hn

dR(G) = R.
(33) Dokazati da je RP 3 fibracija nad S2 sa vlaknom S1.
(34) Dokazati da na sferi postoji vektorsko po	e koje nije nigde nula ako

i samo ako je dimenzija sfere neparan broj.
(35) Neka je ψ difeomorfizam torusa S1 × S1 indukovan difeomorfizmom

cilindra S1 × [0, 2π] qija je restrikcija na jednu graniqnu kru�nicu
identiqko preslikava�e, a na drugu rotacija za 2π. Dokazati da je ψ
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preslikava�e stepena 1 koje nije homotopski ekvivalentno identitetu.
Uporediti ovaj rezultat sa Hopfovom teoremom (str. 535).

(36) Dokazati da svako preslikava�e f : Sn → Sn stepena d 6= (−1)n+1 ima
fiksnu taqku.

(37) Neka je f : Sn → Sn preslikava�e koje nije NA. Dokazati da f ima
fiksnu taqku i da postoji taqka x takva da je f(x) = −x.

(38) Dokazati da svako preslikava�e f : S2n → S2n ili ima fiksnu taqku,
ili postoji taqka x takva da je f(x) = −x. Da li ovo va�i i za sfere
neparne dimenzije?

(39) Dokazati da svako preslikava�e h : RP 2n → RP 2n ima fiksnu taqku.
Da li ovo va�i i za projektivne prostore neparne dimenzije?

(40) Dokazati da grupa koja slobodno i glatko dejstvuje na sferi parne
dimenzije ima najvixe dva elementa.

(41) Neka je R → Sn trivijalno rasloje�e ranga 1.
• Dokazati da je rasloje�e TSn ⊕R trivijalno.
• Dokazati da je tangentno rasloje�e mnogostrukosti Sn1 ×· · ·×Snk

(k > 1) trivijalno ako je bar jedan od brojeva n1, . . . , nk neparan.
• Da li je T (S2 × S2) trivijalno rasloje�e?
• Dokazati da je TS3 trivijalno rasloje�e.

(42) Dokazati da je C2 funkcija f : M → R Morsova ako i samo ako je �en
diferencijal df transverzalan na nulto seqe�e u T ∗M .

(43) Neka je f : Sn → R Morsova funkcija koja je invarijantna u odnosu
na antipodalno preslikava�e. Dokazati da za svako k ∈ {0, 1, · · · , n}
f ima najma�e dve kritiqne taqke indeksa k.

(44) Neka je M zatvorena glatka mnogostrukost, X glatko vektorsko po	e
i φt : M → M familija difeomorfizama definisana kao rexe�e
diferencijalne jednaqine

d

dt
φt(x) = X(φt(x)), φ0(x) = x.

• Dokazati da broj fiksnih taqaka difeomorfizma φ1 nije ma�i od
Ojlerove karakteristike χ(M).

• Ako je uz to X = ∇f za neku Morsovu funkciju f : M → R,
dokazati da broj fiksnih taqaka difeomorfizma φ1 nije ma�i od
zbira Betijevih brojeva mnogostrukosti M .

(45) Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije n, f : M → R Morsova
funkcija i ck(f) broj kritiqnih taqaka funkcije f indeksa k.
• Dokazati da je ck(f) = cn−k(−f).
• Dokazati da je Ojlerova karakteristika zatvorene mnogostrukosti
neparne dimenzije jednaka nuli.

(46) Neka su λ0, λ1, . . . , λn me�usobno razliqiti pozitivni brojevi.
• Dokazati da je sa

[z0, z1, . . . , zn] 7→
∑n

k=0 λk|zk|2∑n
k=0 |zk|2

dobro definisana funkcija f : CPn → R.
• Dokazati da je f Morsova i da ima po jednu kritiqnu taqku in-
deksa k za svako k ∈ {0, 2, 4, . . . , 2n}.
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• Koriste�i ova svojstva funkcije f izraqunati homologiju kom-
pleksnih projektivnih prostora.

(47) Dokazati da Morsova funkcija na Rimanovoj povrxi roda g ima naj-
ma�e 2g + 2 kritiqnih taqaka. Da li postoji Morsova funkcija na
Rimanovoj povrxi roda g koja ima taqno 2g + 2 taqaka?

(48) Dokazati da na svakoj mnogostrukosti postoji Morsova funkcija koja
u razliqitim kritiqnim taqkama ima razliqite vrednosti.

(49) Neka je f : M → R glatka funkcija i Φ funkcional

γ 7→ 1
2

∫ +∞

−∞

(∣∣∣∣
dγ

dt

∣∣∣∣
2

+ |∇f(γ)|2
)

dt

na skupu glatkih krivih γ : R → M sa graniqnim uslovima γ(−∞) =
x, γ(+∞) = y.
• Dokazati da je Φ(γ) = 1

2

∫ +∞
−∞ |dγ

dt +∇f(γ)|2 dt + const.
• Dokazati da su rexe�a gradijentne jednaqine

dγ

dt
= −∇f(γ), γ(−∞) = x, γ(+∞) = y

ekstremale funkcionala Φ.
(50) Neka je N podmnogostrukost mnogostrukosti M i

ν∗N = {ζ ∈ T ∗M |N | (∀X ∈ TN)ζ(X) = 0}
(ovo rasloje�e naziva se konormalnim rasloje�em podmnogostrukosti
N). Neka je θ = pdq Liuvilova forma na T ∗M i H : T ∗M × [0, 1] → R
glatka funkcija. Dokazati da su ekstremale funkcionala dejstva

AH(γ) =
∫ 1

0

γ∗θ −H(γ(t), t) dt

na prostoru puteva γ : [0, 1] → T ∗M sa graniqnim uslovima γ(0) ∈ OM ,
γ(1) ∈ ν∗N Hamiltonovi putevi za Hamiltonijan H.


