
Globalna analiza 2010. Sedmi doma�i zadatak

(1) Neka je f : S2n−1 → Sn glatko preslikava�e i [η] generator koho-
mologije Hn

dR(Sn).
(a) Dokazati da je f∗η = dω za neku (n− 1){formu ω na S2n−1.
(b) Dokazati da integral

H(f) =
∫

S2n−1
ω ∧ dω

ne zavisi od izbora forme ω. H(f) je tzv. Hopfova invarijanta
preslikava�a f .

(v) Dokazati da je za neparno n Hopfova invarijanta trivijalna.
(g) Dokazati da homotopski ekvivalentna preslikava�a imaju istu

Hopfovu invarijantu, tj. da je H preslikava�e
H : π2n−1(Sn) → R.

(d) Interpretirati Hopfovu invarijantu za n = 2 (tj. Hopfovu in-
varijantu preslikava�a f : S3 → S2) preko koeficijenta ulan-
qava�a kru�nica f−1(p) i f−1(q) za regularne vrednosti p i q
preslikava�a f .

(�) Izraqunati H(π) za Hopfovu fibraciju π : S3 → CP 1 ∼= S2.
(2) Neka je Ω∗(Sn)I vektorski prostor diferencijalnih formi na sferi

Sn koje su invarijantne u odnosu na antipodalno preslikava�e
a : Sn → Sn, a(x) := −x.

(a) Dokazati da je (Ω∗(Sn)I , d) diferencijalni kompleks (ko-lanqasti
kompleks) i da je �ime dobro definisana invarijantna de Ramova
kohomologija H∗

dR(Sn)I .
(b) Dokazati da je prirodno preslikava�e H∗

dR(Sn)I → H∗
dR(Sn) in-

jektivno. Da li je ono surjektivno?
(v) Dokazati da je H∗

dR(Sn)I ∼= H∗
dR(RPn).

(g) Dokazati da je generator kohomologije Hn(Sn) netrivijalna in-
varijantna kohomoloxka klasa ako i samo ako je n neparan broj.

(d) Koriste�i ovaj zadatak izraqunati H∗
dR(RPn).

(3) Neka Morsova funkcija f : Sn → R zadovo	ava f(−x) = f(x). Doka-
zati da f ima bar dve kritiqne taqke svakog indeksa k ∈ {0, 1, . . . , n}.

(4) Dokazati da Morsova funkcija na kompaktnoj povrxi roda g ima naj-
ma�e 2g + 2 kritiqnih taqaka.

(5) Neka je M kompaktna mnogostrukost bez granice i f : M → R Morsova
funkcija koja ima 3 kritiqne taqke.
(a) Dokazati da je dim M paran broj.
(b) Izraqunati homologiju mnogostrukosti M .

(6) Neka je M kompaktna mnogostrukost bez granice, dim M = n, f : M →
R Morsova funkcija i ck(f) broj �enih kritiqnih taqaka indeksa k.
(a) Dokazati da je ck(f) = cn−k(−f).
(b) Zak	uqiti iz (a) da, ako je n neparan, onda je χ (M) = 0.
(v) Ako je za neko k ck+1(f) = ck−1(f) = 0, dokazati da je ck(f) =

βk(M), gde je βk(M) := dimHk(M ;R) k-ti Betijev broj mnogostru-
kosti M .
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