
Globalna analiza 2010. Qetvrti doma�i zadatak

(1) (a) Neka su F, G ⊂ Sn zatvoreni disjunktni podskupovi, takvi da
ni jedan od �ih ne razdvaja sferu na komponente povezanosti.
Dokazati da ni F∪G ne razdvaja sferu na komponente povezanosti.

(b) Neka su U, V ⊂ Sn otvoreni i povezani podskupovi, takvi da je
U ∪ V = Sn. Dokazati da je U ∩ V povezan.

(2) Neka je M kompaktna mnogostrukost bez granice. Dokazati da iden-
tiqko preslikava�e id : M → M nije homotopno konstantnom pre-
slikava�u. Da li isto va�i bez pretpostavke o kompaktnosti mno-
gostrukosti M? Da li isto va�i ako je M kompaktna, a ∂M 6= ∅?

(3) Neka je SX := S1 ∧X := S1 ×X/S1 ∨X suspenzija prostora X i Sf :
SX → SY suspenzija preslikava�a f : X → Y .
(a) Dokazati da je SSn ∼= Sn+1.
(b) Dokazati da je deg f = deg Sf .
(v) Indukcijom po n dokazati Hopfovu teoremu: Preslikava�a

f, g : Sn → Sn su homotopski ekvivalentna ako i samo ako imaju
isti stepen.

(g) Neka je F : S1× [0, 1] → S1× [0, 1] difeomorfizam cilindra koji je
identitet na krugu S1×{0}, a rotacija za 2π na krugu S1×{1} (npr.
F (θ, t) = (θ + 2tπ, t)). Dokazati da F indukuje difeomorfizam
f : T2 → T2 torusa i da je deg f = deg id, ali nije f ' id (uporediti
ovaj rezultat sa (v)).

(4) Neka je A ⊂ B ⊂ X. Dokazati da inkluzija ı : A ↪→ B indukuje
izomorfizam Hk(A; Λ) ∼= Hk(B; Λ) za svako k ako i samo ako indukuje
izomorfizam Hk(X, A; Λ) ∼= Hk(X,B; Λ) za svako k.

(5) Neka je A ⊂ X i neka je A retrakt prostora X. Dokazati da je
Hk(X; Λ) ∼= Hk(A; Λ) ⊕ Hk(X, A; Λ). Ako je A deformacioni retrakt
prostora X, dokazati da je Hk(X, A; Λ) = 0.

(6) Neka je X putno povezan i ε : C0(X; Λ) → Λ homomorfizam definisan
sa

∑
λjsj 7→

∑
λj za singularne simplekse sj i koeficijente λj ∈ Λ i

neka je H̃k(X; Λ) homologija lanqastog kompleksa

· · · ∂→ Ck(X; Λ) ∂→ Ck−1(X; Λ) ∂→ · · · ∂→ C0(X; Λ) ε→ Λ

(tzv. redukovana homologija prostora X).
(a) Dokazati da je H̃k(X; Λ) = Hk(X; Λ) za k > 0 i H̃0(X; Λ) = 0.
(b) Dokazati da je Hk(X, ∗; Λ) = H̃k(X; Λ).

(7) Neka je X CW { kompleks. Dokazati:
(a) Ako A ⊂ X nema dve taqke u istoj otvorenoj �eliji, onda je A

zatvoren i diskretan.
(b) Svaki kompaktan podskup K ⊂ X je sadr�an u konaqnoj uniji

otvorenih �elija.
(v) Svaka zatvorena �elija u X je sadr�ana u konaqnom podkompleksu.
(g) Svaki kompaktan podskup K ⊂ X je sadr�an u konaqnom podkom-

pleksu.
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