
Globalna analiza 2010. Nulti doma�i zadatak(1) Ovo je odlomak iz priqe Ser A. K. Dojla Samostanska xkola:{ Kao xto vidite, ovaj trag je ostavio za sobom biikl koji jedolazio od xkole.{ A zar biikl nije mogao da ide prema xkoli?{ Ne, ne, dragi moj Votsone. Zna se da zad�i toqak, na kojem jete�ixte qitavog tereta, ostav	a dub	e tragove. Sigurno steprimetili da je zad�i toqak, prexavxi na nekoliko mesta prekotraga pred�eg toqka, potpuno zatro �egove tragove koji su pli�i.To nesum�ivo dokazuje da je biiklista dolazio od xkole.(a) Ima li smisla ovo xto govori Xerlok Holms?(b) Nartati par linija koje mogu da budu trag biikla (dr�e�i jednuolovku, koja igra ulogu pred�eg toqka, izmeÆu pala i ka�iprsta,a drugu, koja igra zad�i toqak, izmeÆu ka�iprsta i sred�eg prsta)i par proizvo	nih linija, dati rte� drugim studentima kojirade ovaj doma�i zadatak, i tra�iti da pogode koje linije jesu, akoje nisu trag biikla. Isto uraditi sa �ihovim rte�ima.(v) Mo�e li da se odredi smer kreta�a biikla na osnovu �egovogtraga?[Opxirnije o biiklizmu videti u Geometrija i maxta, Konvej, Dojl,Gilman, Trston.℄(2) U no�i bez meseqine uqenik stoji na tor�u visokom y metara, a �egovuqite	 kjudoa (umetnosti rukova�a lukom i strelom) smireno stojiuda	en x metara od tor�a, sa povezom preko oqiju. U trenutku kaduqenik baa jabuku sa tor�a, uqite	 odapi�e strelu poqetnom brzinom
v0 pod uglom α := arctan(y/x) i pogaÆa jabuku u letu. Da li je ovoposledia:(a) sluqajno dobro izabrane poqetne brzine v0(b) uqite	eve intuiije i vextine konentraije(v) niqega od ponuÆenih odgovora?(3) Projektili se ispa	uju s povrxine zem	e istom poqetnom brzinom
v0 > 0 pod promen	ivim uglom 0 < α < π
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. Dokazati da maksimalnevisine koje oni dosti�u le�e na elipsi x2 + 4(y −
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4g2 .(4) Ispitati funkiju y = f(x) zadatu impliitno sa y3 = x2 i skiirati�en grafik. Da li je taj grafik(a) glatka kriva?(b) glatka mnogostrukost?(v) glatka podmnogostrukost mnogostrukosti R × R?(5) Neka je M mnogostrukost. Dokazati da je otvoren podskup V ⊂ Mpovezan ako i samo ako je putno povezan.(6) Neka je R ∋ t 7→ A(t) ∈ GL(n, R) put u mnogostrukosti GL(n, R) in-vertibilnih n×n realnih matria. Dokazati da je vektor brzine puta
t 7→ A−1(t)
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A−1(nekomutativno uopxte�e formule (1/x)′ = −1/x2).1



2 (7) Dokazati da je svako preslikava�e f : S
1 → S

2 homotopno konstantnompreslikava�u. Da li je svako preslikava�e f : S
2 → S

1 homotopnokonstantnom?(8) Povrxina kruga polupreqnika r je πr2, a obim kru�nie koja ga ogra-niqava je 2rπ, xto je d
dr

(πr2). Zapremina trodimenzione lopte polu-preqnika r je 4

3
r3π; izvod ovog izraza je 4r2π, xto je povrxina dvodi-menzione sfere istog polupreqnika.(a) Dokazati da je, za svako n, izvod zapremine n{dimenzione loptepolupreqnika r jednak povrxini sfere koja je ograniqava. Da lise ovo mo�e interpretirati kao posledia dualnosti ,,operatora"

d i ∂, ustanov	ene Stoksovom teoremom?(b) Neka je Vn zapremina n{dimenzione lopte polupreqnika 1: V1 = 1,
V2 = π, V3 = 4π/3 itd. Primetimo da je V1 < V2 < V3. Da li seova zapremina i da	e pove�ava sa dimenzijom (tj. da li je niz Vnrastu�i)?(v) Izraqunati max

n∈N

Vn i lim
n→∞

Vn.(g) Neka je Pn mera n{dimenzione jediniqne sfere: P1 = 2π, P2 = 4πitd. Izraqunati max
n∈N

Pn i lim
n→∞

Pn.(d) Dokazati da je, za veliko n, skoro sva zapremina n{dimenzionelopte skonentrisana u ε{okolini �ene granie (i usput preiznoformulisati ovaj iskaz).(9) Dokazati da se u Freneovom koordinatnom sistemu (T,N,B) ubrza�e
a mo�e napisati kao

a = aTT + aNNza aT = d
dt
‖v‖, aN = κ‖v‖2, gde je κ krivina trajektorije i izvestislede�e zak	uqke:(a) Ubrza�e uvek le�i u ravni (T,N) i ne sadr�i informaiju otome koliko puta�a odstupa te od ravni.(b) Tangentna komponenta ubrza�a meri promenu intenziteta brzine.(v) Normalna komponenta ubrza�a meri promenu prava kreta�a (pro-menu prava vektora brzine).(g) Te�e je ostati u sedlu motoikla u krivini ako je krivina ox-tra (veliko κ) ili brzina velika, jer veliqina ta dva parametraodreÆuje veliqinu entripetalne sile.(10) Neka je er = cos θi + sin θj, eθ = − sin θi + cos θj pokretni polarnikoordinatni sistem i er, eθ, k pokretni ilindriqni koordinatnisistem. Dokazati da se brzina i ubrza�e izra�avaju sa

v = ṙer + rθ̇eθ + żk, a = (r̈ − rθ̇2)er + (rθ̈ + 2rṙθ̇)eθ + z̈k.(11) Planeta mase m se kre�e oko Suna mase M . Uvedimo koordinatnisistem tako da je Sune smexteno u koordinatni poqetak i da se pla-neta u poqetnom polo�aju nalazi u ravni x0y. Po �utnovom zakonugravitaije, kreta�e se odvija pod dejstvom gravitaione sile
F = −

GmM
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r

‖r‖
.



3(a) Dokazati da je r× v = c za neki konstantan vektor c i zak	uqitida se kreta�e odvija u jednoj ravni.(b) Dokazati da je c = r2θ̇k, gde je c vektor iz (a) i zak	uqiti da je
r2θ̇ konstantno.(v) Dokazati da je povrxina zahva�ena vektorima polo�aja planete utrenuima t0 i t1 i orbitom planete jednaka ∫ t1

t0

1

2
r2 dθ.(g) Izvesti iz (b) i (v) Drugi Keplerov zakon: Radijus vektorod Suna do planete zahvata jednake povrxine u jednakim vre-menima.(d) Pretpostavimo da merimo vreme tako da je planeta najbli�a Sunukad je t = 0 (i time ṙ(0) = 0, kao prvi izvod funkije u �enomminimumu) i da je koordinatni sistem izabran tako da je θ = 0kad je t = 0. Izvesti iz (b) da je tada r2θ̇ ≡ r0v0, gde su r0 i v0poqetno rastoja�e od Suna i poqetna brzina planete.(Æ) Izvesti iz (d) i Drugog �utnovog zakona da va�i
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i smenom u = 1

r
svesti ovu jednaqinu na

du
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= ±
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(u0 − h)2 − (u − h)2, gde je u0 :=
1

r0

. (♣)(�) Dokazati da je ṙ ≥ 0 za dovo	no malo t ≥ 0, i iz toga zak	uqitida je
0 ≤

ṙ

θ̇
=
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du

dθ
,zbog qega jednaqinu (♣) treba razmatrati sa negativnim znakom.(z) Uzimaju�i u obzir da iz poqetnih uslova sledi da je u = u0 za

θ = 0 i da je u dobijeno smenom u = 1

r
, dokazati da je rexe�ejednaqine (♣)
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− 1,xto je formulaija Prvog Keplerovog zakona: Puta�a plane-te oko Suna je konusni presek sa jednim fokusom u Sunu i saeksentritetom r0v2
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4 (i) Neka je T period revoluije planete oko Suna. Izvesti iz (v)i (d) izraz za povrxinu elipse po kojoj se planeta kre�e: P =
1

2
Tr0v0.(j) Koriste�i (i) i poznatu formulu za povrxinu elipse P = abπdokazati Tre�i Keplerov zakon: Odnos kvadrata perioda rev-oluije planete i kuba velike poluose elipse je isti za svakuplanetu u sistemu i iznosi
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GM
.(12) Neka je U ⊂ R

3 otvoren skup, F vektorsko po	e a f funkija na U ,
dV := dx∧dy∧dz standardna forma zapremine, 〈·, ·〉 i (·, ·, ·) euklidskiskalarni i mexoviti proizvod. Definiximo forme

η0

f := f, η1

F
:= 〈F, ·〉, η2

F
:= (F, ·, ·), η3

f := f dV.(a) Dokazati η1

F
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= η3

〈F,G〉.(b) Dokazati da su sa
η1

∇f := dη0

f , η2

∇×F
:= dη1

F
, η3

∇·F := dη2

Fdobro definisana vektorska po	a gradijent ∇f i rotor ∇ × Fi skalarno po	e divergenija ∇ · F, i da se �ihov zapis u euk-lidskim koordinatama izraqunava po pravilu tri mno�e�a vek-tora (skalarnog i vektorskog proizvoda vektora i mno�e�a vek-tora skalarom) vektorom ∇ := i ∂
∂x

+ j ∂
∂y

+ k ∂
∂z
.(v) Dokazati da je ω3

∇·F×G
= ω3

G·∇×F−F·∇×G
i izvesti zak	uqak da je

div F× G = G · rotF − F · rotG.(g) Po ugledu na (v) dokazati da va�i rot (fF) = grad f × F + f rotFi div (fF) = F · gradf + f div F.(d) Dokazati da je rot grad f = 0 i div rotF = 0.(Æ) Dokazati da va�i
∫
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f dS,

∫

V
∇ ·F dV =
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F · dS,

∫

V
∇× F dV = −

∫

∂V
F× dS,

∫

V
∇f dV =

∫

∂V
f dS.(e) Laplasijan ∆ definixe se kao ∆ := div◦grad. Dokazati Grinovuformulu

∫

V

(g∆f − f∆g) dV =

∫

∂V

(g∇f − f∇g) · dS.(13) Neka su X i Y normirani vektorski prostori.(a) Neka su L1 : X → Y i L2 : X → R linearni operatori za kojeva�i KerL1 ⊂ KerL2. Dokazati da postoji linearni operator
λ : Y → R, takav da je L2 = λL1.(b) Neka su f : X → R i g : X → Y glatke funkije i neka je, zaneko y0 ∈ Y , S := g−1(y0) glatka povrx u X . Dokazati slede�ebeskonaqno{dimenziono uopxte�e Lagran�eve teoreme o us-lovnim ekstremumima: Ako je x0 ∈ S taqka ekstremuma re-strikije f |S, onda postoji linearni operator λ : Y → R takavda je f ′(x0) = λg′(x0). Izvesti kao poslediu klasiqan Lagran�evmetod za uslovne ekstremume.


