
Teorija Morsa 2007/08. Komentari, uputstva i potpita�a

Prvi doma�i zadatak
(1) Lako je videti da je dijagonala ∆ ⊂ N ×N glatka podmnogostrukost.

Grafik preslikava�a f u M × N je (f × id)−1(∆). Da li je f × id
transverzalno na ∆?

(2) Da li je presek grafika preslikava�a f i g podmnogostrukost u M×N
ako je f transverzalno na g?

(3) Ako se R i S seku transverzalno, dokazati da je ν(R ∩ S) = νR ⊕ νS.
Da li va�i obrnuto?

(4) Poxto je tvr�e�e (a) lokalnog karaktera, mo�emo da primenimo Teo-
remu o rangu iz Rn (u svakoj lokalnoj karti) i odatle zak	uqimo (a).
Ostala tvr�e�a su opxta topologija. U vezi sa (d) prelistati str.
91{95 u ,,Analizi na mnogostrukostima".

(5) PD(X) ∧ PD(Y ) = (−1)dimX·dimY PD(Y ) ∧ PD(X) (antikomutativnost
spo	ax�eg mno�e�a ∧), pa je X · Y = (−1)dimX·dimY Y ·X.

(6) (b) Zbog dimenzija mno�e�e ∧ : Hr(T2) ⊗ Hs(T2) → Hr+s(T2) se lako
opisuje za sve r, s sem r = s = 1; da bismo ga opisali u tom sluqaju
mo�emo da iskoristimo PD(R ∩ S) = PD(R) ∧ PD(S) i pre�emo sa
kohomologije na homologiju, gde se stvari vide geometrijski, i isko-
ristimo vezu Poenkareovog duala i indeksa preseka i raqun iz (a).
(v) Prvi naqin: primetiti da iz taqnog niza homotopskih grupa tri-
vijalnog rasloje�a F × B sledi πk(F × B) = πk(F ) ⊕ πk(B). Drugi
naqin: Iz taqnog niza homotopskih grupa natkriva�a (tj. rasloje�a
sa diskretnim slojem) M̂ → M sledi πk(M̂) = πk(M) za k > 1, a torus
se natkriva sa R2.

(7) Da li id mo�e da bude homotopno nekom preslikava�u koje nije surjek-
cija? Xta je stepen preslikava�a koje nije surjektivno?

Drugi doma�i zadatak
(1) Da li skup regularnih vrednosti mora da bude otvoren?
(2) Da li skup kritiqnih taqaka mo�e da bude gust? Ako mo�e, kakav je

�egov komplement?
(3) Poxto je tvr�e�e lokalnog karaktera, mo�emo lokalno da primenimo

Teoremu o rangu.
(4) Izraqunati χ(Sn). Sfera neparne dimenzije 2n− 1 se nalazi u R2n ∼=

Cn, a u kompleksnom prostoru mno�e�e sa i je rotacija za π
2 , tako da

je i ∂
∂r ∈ TS2n−1. Ovo mo�e da se iskoristi i za (a) i za (b).

(5) f∗ na Hn(Sn) je opisano pomo�u stepena, pa ovde mo�emo da primenimo
Lefxecovu teoremu o fiksnim taqkama.

(6) Ovo je zadatak o Majer { Vijetorisovom nizu.
(7) Ovaj zadatak mo�e (i treba!) da se uradi na dva naqina:

Prvi: Neka je p ∈ ∂M regularna taqka nesu�ene retrakcije r. Skup
r−1(p) je jednodimenziona1 mnogostrukost sa granicom mnogostruko-
sti M . Jedan �en kraj je taqka p. Gde je drugi? Ovaj zadatak je

1Poxto je dim ∂M = dim M −1. Obratiti pa��u na ovo, ∂M nije isto xto i topoloxka
granica; npr. disk D = {z ∈ C | |z| ≤ 1} je mnogostrukost sa granicom, dok probuxeni disk
D \ {0} (qija je topoloxka granica {0} ∪ S1) nije (videti str. 174{175.)
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dokazan (kao lema) na ovaj naqin u Milnorovoj k�izi ,,Topologija sa
diferencijabilne taqke gledixta".
Drugi: Pogledati Lemu 2 na 165. strani u ,,Analizi na mnogostru-
kostima". Argument iz �enog dokaza mo�e da se uopxti na ono xto
ovde dokazujemo, uz pomo� Teoreme 3 na 537. strani (ako M nije ori-
jentabilna ona i da	e va�i, samo sa Z2 koeficijentima), taqnog niza
para (M,∂M) i Teoreme 13 na 480. strani.

(8) Opxta topologija.
(9) (a) Dokazati da odavde sledi da Lijeva grupa ima trivijalno tangentno

rasloje�e. Mnogostrukosti koje imaju trivijalno tangentno rasloje�e
nazivaju se paralelizabilnim mnogostrukostima.
(b) Ako je E → S1 ranga 1, onda je ono ili cilindar ili Mebijusova
traka (ili je trivijalno ili nije). Ako je E ranga k > 1, onda je
dim E > dimS1 + dim S1, pa iz Teoreme o transverzalnosti sledi da
postoji seqe�e s : S1 7→ E takvo da je s(S1) u transverzalnom polo�aju
(qitaj: disjunktno) sa nultim seqe�em. Odatle, uz pomo� (a), sledi
da je E direktna suma trivijalnog rasloje�a ranga 1 i rasloje�a E1

ranga k − 1. Ako je k − 1 > 1 ponovimo ovaj postupak. Zak	uqiti na
kraju: svako rasloje�e nad S1 je ili trivijalno, ili direktna suma
trivijalnog i Mebijusove trake.

(10) (a) i (b) Rasloje�a ranga 1 je orijentabilno ako i samo ako je trivi-
jalno. Za mnogostrukosti ranga ve�eg od 1 ovo nije taqno (dati kon-
traprimer), mada (naravno) va�i smer ,,ako".
(v) ν({x | f(x) = y0}) 3 ∇f 6= 0.
Komentar o orijentabilnosti: Trebalo bi, nezavisno od ovog za-
datka, znati i razumeti slede�e qi�enice (dokazane na raznim mes-
tima u k�izi { u §4 i §6 u Tre�oj glavi, u Teoremi 13 na str. 480...):
{ Orijentabilno rasloje�e nad orijentabilnom bazom je orijenta-

bilna mnogostrukost.
{ (Ko)tangentno rasloje�e je orijentabilna mnogostrukost (ali ne

uvek orijentabilno rasloje�e!).
{ Slede�e definicije orijentabilnosti n{dimenzione mnogostru-

kosti N su ekvivalentne:
♠ postoji n{forma Ω na N koja nigde nije nula (ova forma

zove se formom orijentacije ili zapremine);
♦ postoji atlas (Uλ, ψλ) na N , takav da (ψλ1 ◦ ψ−1

λ2
)∗ quva

orijentaciju u Rn (tj. ima pozitivan jakobijan).
♥ TN → N je orijentabilno rasloje�e;

Ako je N kompaktna i povezana, onda su ♠,♦,♥ ekvivalentni i sa
♣R Hn

DR(N) = R;
♣Z Hn(N ;Z) = Z;
♣Z Hn(N ;Z) = Z.

{ Orijentacija je neophodna za integraciju;
{ Svaka mnogostrukost ima orijentabilno dvolisno natkriva�e.
{ Kraj ∂M orijentabilne mnogostrukosti M je orijentabilna mno-

gostrukost (u opxtem sluqaju, kraj ne mora da bude orijentabilna
mnogostrukost, iako postoje motivi da se posum�a na to { videti
Zadatak 29 i diskusiju pre �ega na str. 540{541).
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Zadatak: Dokazati da je

Ω =
n+1∑

k=1

(−1)k+1xkdx1 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxn+1

(oznaka ̂ , tzv. uzimalica, oznaqava da je qlan pod �om ispuxten iz
izraza) forma zapremine na sferi Sn ⊂ Rn+1.

(11) (a) Iz postoja�a f sledi da M i N imaju istu dimenziju. Iskoristiti
adut ♠ iz komentara Zadatka 10. Xta je f∗Ω?
(b) Ako zapreminu baze merimo formom Ω, a zapreminu natkriva�a
formom π∗Ω, onda je �ihov odnos jednak broju slojeva (Teorema o vezi
stepena i integrala), a on se mo�e izraziti u terminima fundamen-
talnih grupa (videti §4 u Tre�oj glavi).
Varijacija na temu (b): realni projektivni prostor je baza natkri-
va�a

Z2 → Sn

↓
RPn.

Za koje n je RPn orijentabilna mnogostrukost? Da li za te n pos-
toji prirodna forma zapremine na RPn, i kolika je zapremina pro-
jektivnog prostora merena tom formom?
Kompleksna analogija ovog primera je rasloje�e

S1 → S2n+1

↓
CPn.

Standardna euklidska metrika na sferi je invarijantna u odnosu na S1

dejstvo, pa indukuje metriku na CPn. Ako zapremine merimo formama
saglasnim sa tom metrikom (videti Zadatak 8 na str. 174), iz Fubini-
jeve teoreme sledi Vol(S2n+1) = 2πVol(CPn). Specijalno, Vol(CP 1) = π
(xto smo mogli i da oqekujemo, imaju�i u vidu Zadatak 16g).

(12) Uporediti sa 4. zadatkom u Prvom doma�em.
(13) Ovo je zadatak iz taqnih nizova homotopskih grupa rasloje�a (videti

Teoremu 2 na str. 487 i primere iza �e).
(14) (a) je najlakxe izraqunati koriste�i CW dekompoziciju projektivnih

prostora i teoremu o homologiji CW kompleksa; (b-g) je ve�ba taqnih
nizova homotopskih grupa rasloje�a.

(15) Majer - Vijetorisov niz, Kinetova formula, taqni nizovi homotopskih
grupa rasloje�a (ovde samo trivijalnih, tj. πk(F×B) = πk(F )⊕πk(B)).

(16) (a) i (b) Nije texko izraqunati homoloxke i (do odre�ene dimenzije)
homotopske grupe projektivnih prostora i Dekartovih proizvoda osu-
m�iqenih da su im homotopski ekvivalentni; pita�e je samo xta br�e
vodi do (negativnog) odgovora. Nije loxe probati i jedno i drugo u
svakom sluqaju (qak i ako prvi pokuxaj vodi do rexe�a). Rezultat
pod (b) pokazuje da fibracija iz Zadatka 13a nije trivijalna.
(v) i (g) Pogledati str. 113-114.
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(d) RP 3 mo�e da se shvati kao trodimenziona lopta preqnika π sa
identifikovanim antipodalnim taqkama graniqne sfere. Tako se ta-
qke mnogostrukosti RP 3 mogu shvatiti kao taqke du�i [−π, π] na pra-
vama kroz koordinatni poqetak, pri qemu −π i π odgovaraju istoj
taqki. Bax kao xto se i rotacije (tj. elementi grupe SO(3) mogu
shvatiti kao par (osa rotacije, ugao iz intervala [−π, π]), pri qemu
nema razlike izme�u rotacije za π i −π.

(17) Iskoristiti Teoremu 2 na 111. strani. Pogledati Primere 25 i 26 i
Zadatke 14, 16{19 na str. 114-115.

(18) (a) Va�i i obrnuto, tj. va�i ekvivalencija. Ako je inkluzija ı kofi-
bracija, dokazati da iz definicije kofibracije sledi da postoji pres-
likava�e r takvo da dijagram

A× [0, 1] ∪X × {0} id→ A× [0, 1] ∪X × {0}
↓ ↗ r

X × [0, 1]

komutira. Time je dokazano postoja�e retrakcije r.
Obrnuto, neka je r : X × [0, 1] → A × [0, 1] ∪ X × {0} retrakcija.

Ako je f : X → Y neprekidno preslikava�e i H : A × [0, 1] → Y
homotopija takva da je f = H(·, 0), dokazati da je sa F := (H ∪ f) ◦ r
dobro definisano preslikava�e F : X× [0, 1] → Y i zak	uqiti odatle
da je inkluzija ı : A → X kofibracija.
(b) Posmatrati cilindar Cı preslikava�a ı. Dokazati da ne postoji
retrakcija Hausdorfovog prostora na nezatvoren potprostor, a zatim
iskoristiti (a).
(v) Dokazati da je projekcija π : X → X/A homotopska ekvivalencija.

(19) Jeste; mo�e da se iskoristi ekvivalencija iz Zadatka 18a.
(20) (a) Iskoristiti Zadatak 18a i centralnu projekciju cilindra Dn ×

[0, 1] nad zalep	enom loptom na �egovu bazu Dn × {0}, gde je centar
projekcije centar kruga Dn × {2}.
(b) Indukcijom svesti na (a).

(21) Poxto je f̃(±x) = f̃(x), funkcija f̃ natkriva funkciju f na RPn =
Sn/Z2. Projektivni prostor RPn je pokriven otvorenim skupovima
Uj = {[x0 : x1 : · · · : xn] | xj 6= 0} sa kartama

φj : Uj → Rn, φj([x0 : x1 : · · · : xn]) = (t0, t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn),

gde je tk = |xj |
xj

xk. Iskoristiti

t2k = x2
k za k 6= j i x2

j = 1−
∑

k 6=j

t2k,

odakle sledi zapis funkcije f u lokalnoj karti Uj

f(t1, . . . , tn) = j +
∑

k 6=j

(k − j)t2k

i �enog diferencijala df(t1, . . . , xn) = 2
∑
k 6=j

(k−j)tkdtk i zak	uqiti da

je pj = [0 : · · · : 0 : 1 : 0 : · · · : 0] jedina kritiqna taqka u Uj . Dokazati
da je matrica drugog izvoda u pj dijagonalna matrica sa dijagonalnim
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elementima 0 − j, 1 − j, . . . , n − j. Odatle sledi sve xto se tra�i u
zadatku.
Zadatak: Da li funkcija Cn+1 ⊃ S2n+1 → R, z 7→

n∑
k=1

k|zk|2 defin-

ixe Morsovu funkciju na CPn = S2n+1/S1? Ako je odgovor potvrdan,
na�i indekse �enih kritiqnih taqaka.

Tre�i doma�i zadatak
(1) (b) Stepen je ,,broj elemenata" skupa f−1(y0) za regularnu vrednost y0;

uz pomo� Sardove teoreme to y0 mo�emo zgodno da izaberemo, tako da
je (uz malu zloupotrebu notacije) (Sf)−1(y0) = f−1(y0).
(v) Ovde mo�e da bude od koristi Frojdentalova teorema: Suspenzija
indukuje preslika va -�e S∗ : πk(X) → πk+1(SX) koji je izomorfizam
za k ≤ 2n i epomorfizam za k = 2n. Indukcijom, uz primenu (b),
vidimo da je dovo	no dokazati tvr�e�e za n = 1. Shvatiti presli-
kava�e S1 → S1 kao periodiqno preslikava�e R → R i evocirati
uspomene na Analizu 1...
(g) Gde generatore grupe H1(T2) (ili π1(T2)) preslikava f∗, a gde id∗?

(2) Ovaj zadatak je sliqan 5. zadatku iz Drugog doma�eg; od koristi mo�e
da bude i Hopfova teorema iz prethodnog zadatka.

(3) Iskoristiti taqne nizove parova i 5{lemu.
(4) Zahva	uju�i postoja�u retrakta taqan homoloxki niz para se raspada

na vixe kratkih taqnih nizova koji se razdvajaju (videti 469. stranu).
Ova ideja u drugom kontekstu (homotopskih grupa) jav	a se u Primeru
10 na 489. strani.

(5) Ovde sve sledi direktno iz definicija.
(6) Konus je uvek kontraktibilan.
(7) (a) sledi iz Sardove teoreme, deo (b) iz (a) i Teoreme 2 na 196. strani,

a za drugi deo mo�e da bude od koristi Hopfova teorema iz 1. zadatka,
ili Hureviqeva teorema na str. 482 (nije loxe za kondiciju mo�danih
vijuga izvesti zak	uqak iz obe); (v) i (g) su, opet, ve�ba iz taqnih
nizova homotopskih grupa rasloje�a.

(8) Primer mo�e da se na�e i za realne funkcije jedne realne promen	ive.
(9) Za n > 2 kritiqne taqke nisu izolovane.

(10) Presek horizontalnih pravih sa paraboloidom z = f(p)− x2 − y2 daje
Morsove koordinate u okolini taqke maksimuma p. Za ostale kritiqne
taqke postupiti sliqno.

(11) Iskoristiti qi�enicu da ako je A matrica sa neprekidnim elemen-
tima, skup detA > 0 je otvoren.

(12) Pita�e (a) je lokalno, pa mo�e da se svede na raquna�e matrice izvoda
preslikava�a x 7→ df(x) = (x, f ′(x)) u koordinatama. Za (b) iskoris-
titi (a) i prethodni zadatak pod (g). Svaka taqka ima okolinu sa
trivijalnom kohomologijom (npr. kontraktibilnu), pa je u (v) lokalno
η = df za neku Morsovu funkciju f .

(13) Zadatak 12 (a) mo�e da pomogne da se jasnije vidi o qemu se ovde govori.
(14) (a) Ako je M ⊃ U

φ→ Rn Morsova koordinatna karta, definisati
metriku g na U sa g := φ∗〈·, ·〉, gde je 〈·, ·〉 euklidska metrika. Van
Morsovih koordinata definisati g proizvo	no. Iskoristiti razbi-
ja�e jedinice, sliqno kao u Teoremi 1 na 116. strani.
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(b) U Morsovim koordinatama jednaqina dγ
dt = −∇f(γ) mo�e eksplic-

itno da se rexi, ako je ∇ definisano pomo�u metrike iz (a). Rexi-
ti je i odatle videti da su delovi (ne)stabilne mnogostrukosti koji
le�e u tim koordinatnim kartama zaista mnogostrukosti. Za globalni
zak	uqak dokazati da jednoparametarska familija difeomorfizama
ϕt : M → M generisana gradijentnom jednaqinom slika (ne)stabilne
mnogostrukosti na (ne)stabilne mnogostrukosti i da okolinu proizvo-
	ne taqke p ∈ M difeomorfizam ϕt za dovo	no veliko |t| preslikava
u Morsovu kartu. Iskoristiti zatim eksplicitan opis (ne)stabilnih
mnogostrukosti u Morsovim kartama i qi�enicu da je difeomorfna
slika podmnogostrukosti i sama podmnogostrukost. Videti str. 410{
411.

Qetvrti doma�i zadatak
(1) Pogledati Primer 2 na str. 208 i dovesti ga u vezu sa (b). Kao test

razumeva�a ove fiziqke interpretacije, rexiti Zadatak 6 na 209.
strani.

(2) Pogledati str. 82.
(3) Diferencirati po t i primeniti Teoremu o jedinstvenosti rexe�a.
(4) Pogledati str. 144.
(5) Kao i Primer 8 na 96. strani, ovaj zadatak je (malo netrivijalnija)

manifestacija posledice nekompaktnosti na produ�e�e rexe�a (Tvr-
�e�e 2 na 96. strani).

(6) Ovaj zadatak je ilustracija tzv. metoda karakteristika u teoriji
parcijalnih diferencijalnih jednaqina. Primetimo da se ovde govori
samo o egzistenciji rexe�a.
Komentar o jedinstvenosti: Dokazati Gronvalovu nejednakost: ako
su f, g : [a, b) → R neprekidne nenegativne funkcije i

f(t) ≤ A +
∫ t

a

f(s)g(s) ds, A ≥ 0, (z)

tada je
f(t) ≤ Aexp

( ∫ t

a

g(s) ds
)

(Γ)

za t ∈ [a, b). (Uputstvo: pretpostaviti prvo da je A > 0. Tada je
h(t) := A +

∫ t

a
f(s)g(s) ds > 0, pa je h′(t)

h(t) = f(t)g(t)
h(t) ≤ g(t), jer je po

pretpostavci (z) f(t) ≤ h(t). Odatle integracijom zavrxiti dokaz za
sluqaj A > 0. Ako je A = 0, zameniti A sa ε za proizvo	no ε > 0 i
zak	uqiti da je h, a samim tim i f , jednako nuli.)
Neka su f1, f2 dva rexe�a i neka je E(t) =

∫
Rn |f1(x, t) − f2(x, t)|2 dx.

Dokazati da, pod odre�enim pretpostavkama o f1, f2, va�i dE
dt ≤ λE za

pogodno izabranu konstantu λ. Na osnovu Gronvalove nejednakosti (Γ)
zak	uqiti E = 0, tj. f1 = f2. Spomenute ,,odre�ene pretpostavke" (koje
omogu�avaju raquna�e dE

dt ) definixu klasu funkcija u kojoj mo�emo
da govorimo o jedinstvenosti rexe�a.

(7) Pogledati str. 95{99.


