
Teorija Morsa 2007/08. Sedmi doma�i zadatak

(1) Neka je
F → P

π ↓
B

glatko rasloje�e i f : B → R Morsova funkcija. Dokazati da je
π∗f : P → R Mors{Botova funkcija.
Definicija. Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije n. Morsov
polinom Morsove funkcije f : M → R je

Mt(f) :=
n∑

j=0

cj(f)tj ,

gde je cj broj kritiqnih taqaka indeksa j. Poenkareov polinom mno-
gostrukosti M je

Pt(M) :=
n∑

j=0

βj(M)tj ,

gde su βj(M) Betijevi brojevi.
Teorema 1. Neka je M kompaktna mnogostrukost i f : M → R Mors{
Botova funkcija. Pretpostavimo da je

Crit (f) =
k⊔

j=1

Cj ,

gde su Cj disjunktne povezane komponente kritiqne podmnogostru-
kosti. Neka su sve mnogostrukosti Cj orijentabilne i neka je

MBt(f) :=
k∑

j=1

Pt(Cj)tλj ,

gde je λj Mors{Botov indeks kritiqne podmnogostrukosti Cj, a P (Cj)
�en Poenkareov polinom. Tada postoji polinom R(t) sa nenegativnim
celobrojnim koeficijentima takav da je

MBt(f) = Pt(M) + (1 + t)R(t).

Specijalno, ako je f Morsova, onda je
Mt(f) = Pt(M) + (1 + t)R(t)

za neki polinom R sa pozitivnim celobrojnim koeficijentima.
(2) Proveriti Teoremu 1 za slede�e sluqajeve:

(a) M = T2 je le�e�i torus, f je funkcija visine.
(b) M = T2 je uspravni torus, f je funkcija visine.
(v) M = Sn je sfera, f je funkcija visine.
(g) M = Sn je sfera, f je kvadrat funkcije visine.
(d) M je proizvo	na mnogostrukost, f ≡ c je konstantna funkcija.
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(3) Dokazati da je, uz oznake iz Teoreme 1,

χ(M) =
k∑

j=1

(−1)λj χ(Cj),

gde su λj Morsovi indeksi kritiqnih mnogostrukosti Cj a χ Ojlerova
karakteristika.

(4) (a) Neka je
F → P

↓
B

kompaktno glatko rasloje�e. Dokazati da je χ(P ) = χ(F )χ(B).
(b) Izraziti Ojlerovu karakteristiku kompaktnog glatkog k{lisnog

natkriva�a preko Ojlerove karakteristike baze.
(5) Dokazati da je za Morsovu funkciju f : M → R Teorema 1 ekviva-

lentna Morsovim nejednakostima:
∑k

j=0(−1)j+ncj(f) ≥ ∑k
j=0(−1)j+nβj(M), k = 0, 1, . . . , n;

∑n
j=0(−1)j+ncj(f) =

∑n
j=0(−1)j+nβj(M).

(6) Neka je f : M → R Mors{Botova funkcija i neka su Cj kao u Teoremi
1. Neka je, za svako j, fj Morsova funkcija na Cj i Nj cevasta okolina
mnogostrukosti Cj . Proxirimo fj na Nj definixu�i je tako da bude
konstantna du� vlakana (tj. konstantna u pravcu normalnom na Cj ,
uz identifikaciju Nj

∼= νCj). Neka je, za svako j, ρj glatka funkcija
jednaka 1 u okolini Cj i jednaka 0 van Nj . Definiximo funkciju

g := f + ε

k∑

j=1

ρjfj .

(a) Dokazati da je, za dovo	no malo ε > 0, g Morsova funkcija na M .
(b) Dokazati da je

Crit (g) =
k⋃

j=1

Crit (fj).

(v) Ako je x ∈ Cj kritiqna taqka funkcije fj , dokazati da je
mx(g) = mx(fj) + dim Cj ,

gde je mx(·) Morsov indeks funkcije u �enoj kritiqnoj taqki x.
(g) Dokazati da u proizvo	noj okolini svake Mors{Botove funkcije

postoji Morsova funkcija.
(7) Neka je (P, ω) zatvorena (tj. kompaktna bez granice) simplektiqka

mnogostrukost dimenzije 2n.
(a) Dokazati da Morsova funkcija f : P → R ima najma�e n kriti-

qnih taqaka.
(b) Da li je ocena broja kritiqnih taqaka Morsove funkcije u (a)

stroga?
(v) Da li tvr�e�e (a) va�i za proizvo	nu (ne obavezno Morsovu)

glatku funkciju f : P → R?


