
Teorija Morsa 2007/08. Xesti doma�i zadatak

(1) Neka je M kompaktna mnogostrukost i f : M → R glatka funkcija.
(a) Ako je F familija podskupova u M , takva da za svaku jednoparame-

tarsku familiju difeomorfizama ψt : M → M va�i implikacija
F ∈ F ⇒ ψ1(F ) ∈ F ,

dokazati da je broj
minimax (f,F) := inf

F∈F
sup
x∈F

f(x)

kritiqna vrednost funkcije f .
(b) Dokazati da je inf

[F ]∈Hk(M ;Z)
sup
x∈F

f(x) ∈ Crit(f). Ilustrovati ovu qi-
�enicu na primeru funkcije visine na torusu.

(2) Neka je f : M → R glatka funkicija, takva da skup Crit(f) �enih
kritiqnih taqaka sadr�i podmnogostrukost S ⊂ M pozitivne kodi-
menzije. Neka je na M data Rimanova metrika g i neka je

νg
pS := {Xp ∈ TpM | (∀Yp ∈ TpS) g(Xp, Yp) = 0}.

Dokazati da Hesijan Hp(f)(V, W ) := Vp(W̃f) (gde su Vp,Wp ∈ TpM , a W̃
proizvo	no vektorsko po	e koje u taqki p ima vrednost Wp) indukuje
simetriqnu bilinearnu formu Hν

p (f) na νg
pS.

Definicija: Glatka funkcija f : M → R se naziva Mors{Botovom
funkcijom ako je skup Crit(f) disjunktna unija povezanih mnogostru-
kosti i ako je na svakoj povezanoj komponenti S ⊂ Crit(f) bilinearna
forma Hν

p (f) iz Zadatka 2 nedegenerisana za sve p ∈ S.
(3) (a) Dokazati da je Morsova funkcija Mors{Botova.

(b) Da li je konstantna funkcija Mors{Botova?
(v) Dokazati da je kvadrat funkcije visine na sferi Mors{Botova

funkcija.
(g) Dokazati da je funkcija visine na le�e�em torusu Mors{Botova.
(d) Dokazati da je trag matrice Mors{Botova funkcija na SO(n).
(�) Da li je trag matrice Mors{Botova funkcija na U(n)?

(4) Koriste�i dokaz Morsove leme Mozerovim metodom deformacije, doka-
zati Mors{Botovu lemu: Neka je f : M → R Mors{Botova funkcija
i S povezana komponenta skupa Crit(f). Za svako p ∈ S postoje lokalna
karta U ⊂ M (p ∈ U) i lokalna dekompozicija νpS = ν−p S ⊕ ν+

p S koja
svaku taqku x ∈ U identifikuje sa jedinstvenom trojkom (s, ζ−, ζ+) ∈
S×ν−p S×ν+

p S, tako da f ima lokalni zapis f(x) = f(p)−‖ζ−‖2+‖ζ+‖2.
(5) Neka je f : M → R Mors{Botova funkcija. Dokazati da je indeks

forme Hν
p (f) lokalno konstantan i opravdati slede�u definiciju.

Definicija: Neka su f , p i S kao u Zadatku 5. Indeks forme Hν
p (f)

naziva se Mors{Botovim indeksom funkcije f povezane komponente
S ⊂ Crit(f).

(6) Izraqunati Mors{Botove indekse funkcija iz Zadatka 3.
(7) Da li gradijentne linije Mors{Botove funkcije polaze i zavrxavaju

se u kritiqnim taqkama (kao xto je sluqaj sa gradijentnim linijama
Morsove funkcije)?
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