
Teorija Morsa 2007/08. Peti doma�i zadatak

(1) Neka je f : M → N glatka funkcija, γ gradijentna linija koja spaja
kritiqne taqke p = γ(−∞) 6= γ(+∞) = q i h : t 7→ f(γ(t)).
(a) Dokazati da je h difeomorfizam R→ (f(p), f(q))
(b) Dokazati da je f(γ(h−1(t))) ≡ t.
(v) Dokazati da je ζ := γ ◦ h−1 : (f(a), f(b)) → M rexe�e diferenci-

jalne jednaqine
dζ

ds
=

∇f(ζ(s))
‖∇f(ζ(s))‖2 .

(2) Neka je M Rimanova mnogostrukost, f : M → R glatka funkcija,
N ⊂ M Rimanova podmnogostrukost i p ∈ N .
(a) Dokazati da je gradijent ∇(f |N )(p) restrikcije f na N slika gra-

dijenta ∇f(p) pri ortogonalnoj projekciji TpM → TpN .
(b) Ako je dim N = 1, dokazati da je ∇(f |N ) = ∇f ako i samo ako

je N gradijentna trajektorija. Izvesti zak	uqak da je gradijent
,,pravac najbr�eg rasta funkcije".

(v) Ako je dim N = f−1(t0), dokazati da je ∇f⊥N .
(3) Dokazati da Morsova funkcija na kompaktnoj povrxi roda g ima naj-

ma�e 2g + 2 kritiqnih taqaka.
(4) Neka Morsova funkcija f : Sn → R zadovo	ava f(−x) = f(x). Doka-

zati da f ima bar dve kritiqne taqke svakog indeksa k ∈ {0, 1, . . . , n}.
(5) Neka je M kompaktna mnogostrukost.

(a) Ako je ∂M = ∅, dokazati da postoji Morsova funkcija na M koja
u svim kritiqnim taqkama ima razliqite vrednosti.

(b) Ako je ∂M = ∅ dokazati da postoji Morsova funkcija na M takva
da je f(p) = mp (gde je mp Morsov indeks) za svaku kritiqnu ta-
qku p. (Ovakva funkcija naziva se samoindeksiraju�om Morsovom
funkcijom.)

(v) Ako je ∂M = N0 ∪ N1, gde su N0 i N1 disjunktne i kompaktne
mnogostrukosti, dokazati da postoji Morsova funkcija f : M →
[0, 1] takva da je f−1(k) = Nk, koja nema kritiqnih taqaka u nekoj
okolini ∂M .

(6) Neka je M kompaktna mnogostrukost bez granice i f : M → R Morsova
funkcija koja ima 3 kritiqne taqke.
(a) Dokazati da je dim M paran broj.
(b) Izraqunati homologiju mnogostrukosti M .

(7) Neka je M kompaktna mnogostrukost bez granice, dim M = n, f : M →
R Morsova funkcija i ck(f) broj �enih kritiqnih taqaka indeksa k.
(a) Dokazati da je ck(f) = cn−k(−f).
(b) Zak	uqiti iz (a) da, ako je n neparan, onda je χ (M) = 0.
(v) Ako je za neko k ck+1(f) = ck−1(f) = 0, dokazati da je ck(f) =

βk(M), gde je βk(M) := dimHk(M ;R) k-ti Betijev broj mnogostru-
kosti M .
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