
Teorija Morsa 2007/08. Tre�i doma�i zadatak

(1) Neka je SX := S1 ∧X := S1 ×X/S1 ∨X suspenzija prostora X i Sf :
SX → SY suspenzija preslikava�a f : X → Y .
(a) Dokazati da je SSn ∼= Sn+1.
(b) Dokazati da je deg f = deg Sf .
(v) Indukcijom po n dokazati Hopfovu teoremu: Preslikava�a

f, g : Sn → Sn su homotopski ekvivalentna ako i samo ako imaju
isti stepen.

(g) Neka je F : S1× [0, 1] → S1× [0, 1] difeomorfizam cilindra koji je
identitet na krugu S1×{0}, a rotacija za 2π na krugu S1×{1} (npr.
F (θ, t) = (θ + 2tπ, t)). Dokazati da F indukuje difeomorfizam
f : T2 → T2 torusa i da je deg f = deg id, ali nije f ' id (uporediti
ovaj rezultat sa (v)).

(2) (a) Dokazati da svako preslikava�e f : S2n → S2n koje je homotopno
identiqkom ima fiksnu taqku. Da li postoji preslikava�e f :
S2n+1 → S2n+1 koje je homotopno identiqkom, a nema fiksnu ta-
qku?

(b) Neka je f : S2n → S2n. Dokazati da ili f ima fiksnu taqku, ili
f slika neku taqku u antipodalnu, a f ◦ f ima fiksnu taqku. Da
li isto va�i za sfere neparne dimenzije?

(v) Grupa G slobodno dejstvuje na S2n. Dokazati da je G = {e} ili
G = Z2. Da li isto va�i za sfere neparne dimenzije?

(3) Neka je A ⊂ B ⊂ X. Dokazati da inkluzija ı : A ↪→ B indukuje
izomorfizam Hk(A; Λ) ∼= Hk(B; Λ) za svako k ako i samo ako indukuje
izomorfizam Hk(X, A; Λ) ∼= Hk(X,B; Λ) za svako k.

(4) Neka je A ⊂ X i neka je A retrakt prostora X. Dokazati da je
Hk(X; Λ) ∼= Hk(A; Λ) ⊕ Hk(X, A; Λ). Ako je A deformacioni retrakt
prostora X, dokazati da je Hk(X, A; Λ) = 0.

(5) Neka je X putno povezan i ε : C0(X; Λ) → Λ homomorfizam definisan
sa

∑
λjsj 7→

∑
λj za singularne simplekse sj i koeficijente λj ∈ Λ i

neka je H̃k(X; Λ) homologija lanqastog kompleksa

· · · ∂→ Ck(X; Λ) ∂→ Ck−1(X; Λ) ∂→ · · · ∂→ C0(X; Λ) ε→ Λ

(tzv. redukovana homologija prostora X).
(a) Dokazati da je H̃k(X; Λ) = Hk(X; Λ) za k > 0 i H̃0(X; Λ) = 0.
(b) Dokazati da je Hk(X, ∗; Λ) = H̃k(X; Λ).

(6) Neka je A zatvoren podskup u X i inkluzija i : A ↪→ X kofibracija.
Dokazati da preslikava�e h : Ci = X ∪ CA

π→ (X ∪ CA)/CA
≈→ X/A,

gde je Ci cilindar preslikava�a i, indukuje homotopsku ekvivalenciju
parova (Ci,CA) ' (X/A, ∗). Izvesti zak	uqak da iz Aksiome izrezi-
va�a sledi da za kofibraciju (i, specijalno, CW { par) (X, A) va�i
Hk(X, A; R) ∼= Hk(X/A, ∗; R) ∼= H̃k(X/A; Λ) (Aksioma faktorizacije).

(7) (a) Ako je k < n, dokazati da ne postoji surjektivno glatko preslika-
va�e s : Sk → Sn.

(b) Dokazati da je πk(Sn) = 0 za k < n i πn(Sn) = Z.
(v) Za koje k, n ∈ N je πk(RPn) = πk(Sn)?
(g) Kakva je veza izme�u πk(CPn) i πk(S2n+1)?
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(8) Dati primer funkcije koja ima izolovane kritiqne taqke, ali nije
Morsova.

(9) Neka je Mn×n(R) skup n× n matrica nad R. Dokazati da je, za n = 2,
determinanta det : M2×2(R) → R Morsova funkcija i na�i Morsove
indekse �enih kritiqnih taqaka. Da li je determinanta Morsova
funkcija za n > 2?

(10) (a) Dokazati da je funkcija visine na sferi S2 Morsova i opisati
Morsove koordinate oko �enih kritiqnih taqaka.

(b) Dokazati da je funkcija visine na torusu T2 Morsova i opisati
Morsove koordinate oko �enih kritiqnih taqaka.

(11) Osobina glatkih preslikava�a f : M → N naziva se stabilnom ako
za svako f : M → N koje ima tu osobinu i za svaku glatku homotopiju
H : M × [0, 1] → N , H(·, 0) = f postoji ε > 0 takvo da ft := H(·, t) ima
tu osobinu za t < ε. Ako je M kompaktna mnogostrukost, dokazati da
su slede�a svojstva stabilna:
(a) svojstvo ,,biti imerzija"
(b) svojstvo ,,biti submerzija";
(v) svojstvo ,,biti lokalni difeomorfizam";
(g) transverzalnost na datu zatvorenu podmnogostrukost S ⊂ N .
Ako M nije kompaktna, dokazati da su navedena svojstva lokalno sta-
bilna (definixu�i usput taj pojam :-), a da ne moraju da budu stabilna.

(12) (a) Dokazati da je funkcija f : M → R Morsova ako i samo ako je �en
diferencijal df : M → T ∗M transverzalan na nulto seqe�e.

(b) Dokazati da je klasa Morsovih funkcija na kompaktnoj mnogo-
strukosti stabilna (a na nekompaktnoj lokalno stabilna) u smislu
Zadatka 11.

(v) Neka je η ∈ Ω1(M) Morsova forma, tj. zatvorena 1{forma η : M →
T ∗M transverzalna na nulto seqe�e. Dokazati da svako p ∈ M za
koje je η(p) = 0 ima otvorenu okolinu U sa lokalnim koordinatama
u kojima je η = −x1dx1− · · · − xkdxk + xk+1dxk+1 + · · ·+ xndxn, gde
je n = dim M .

(13) (a) Neka su f0, f1 : M → R dve Morsove funkcije. Dokazati da postoji
glatka homotopija H : M × [0, 1] → R takva da je H(·, i) = fi za
i ∈ {1, 2} i da je ft := H(·, t) Morsova funkcija za svako t ∈ [0, 1] \
{t1, . . . , tk}, gde je {t1, . . . , tk} konaqan skup taqaka.

(b) Da li se dve Morsove funkcije mogu povezati glatkom homotopijom
koja je Morsova funkcija za svako t (tj. da li je u (a) neophodno
izbaciti skup {t1, . . . , tk})?

(14) Neka je f : M → R Morsova funkcija.
(a) Dokazati da postoji Rimanova metrika na M iMorsove koordinate

oko kritiqnih taqaka koje su lokalne izometrije u odnosu na tu
metriku i standardnu euklidsku metriku u RdimM .

(b) Dokazati da su stabilna i nestabilna mnogostrukost proizvo	ne
kritiqne taqke u odnosu na metriku iz (a) (zaista, qime je oprav-
dano �ihovo ime) glatke mnogostrukosti.

[Napomena: Tvr�e�e (b) va�i i za svaku Rimanovu metriku.]

Slede�i qas je 21. februara 2008. u 2 sata.


