
Teorija Morsa 2007/08. Drugi doma�i zadatak

(1) Dokazati da je skup regularnih taqaka glatkog preslikava�a f : M →
N otvoren u M .

(2) Da li postoji funkcija koja ima gust skup kritiqnih vrednosti? (Od-
govor: da. Uporediti ovaj zadatak sa Sardovom teoremom.)

(3) Neka je f : M → N glatko preslikava�e i neka je y0 ∈ N . Ako je
izvod f∗ konstantnog ranga u nekoj okolini skupa f−1(y0), dokazati da
je f−1(y0) ili podmnogostrukost u M dimenzije dim M − rang f∗ ili
prazan skup.

(4) (a) Dokazati da na sferi Sn postoji vektorsko po	e koje nigde nije
jednako nuli ako i samo ako je n neparan broj.

(b) Dokazati da je identiqko preslikava�e id : Sn → Sn homotopno
antipodalnom preslikava�u a : Sn → Sn, x 7→ −x ako i samo ako
je n neparan broj.

(5) Dokazati da svako glatko preslikava�e f : Sn → Sn koje nije surjek-
tivno ima fiksnu taqku.

(6) (a) Neka su F, G ⊂ Sn zatvoreni diskunktni podskupovi, takvi da
ni jedan od �ih ne razdvaja sferu na komponente povezanosti.
Dokazati da ni F∪G ne razdvaja sferu na komponente povezanosti.

(b) Neka su U, V ⊂ Sn otvoreni i povezani podskupovi, takvi da je
U ∪ V = Sn. Dokazati da je U ∩ V povezan.

(7) Dokazati da ne postoji retrakcija lopte na �enu graniqnu sferu. Da
li postoji retrakcija r : M → ∂M za neku kompaktnu mnogostrukost
M? Da li postoji nekompaktna mnogostrukost M sa krajem ∂M i
retrakcija r : M → ∂M?

(8) Neka je X CW { kompleks. Dokazati:
(a) Ako A ⊂ X nema dve taqke u istoj otvorenoj �eliji, onda je A

zatvoren i diskretan.
(b) Svaki kompaktan podskup K ⊂ X je sadr�an u konaqnoj uniji

otvorenih �elija.
(v) Svaka zatvorena �elija u X je sadr�ana u konaqnom podkompleksu.
(g) Svaki kompaktan podskup K ⊂ X je sadr�an u konaqnom podkom-

pleksu.
(9) (a) Dokazati da je vektorsko rasloje�e π : E → M ranga k trivijalno

ako i samo ako ima k seqe�a sj : M → E, j = 1, . . . , k koja su
linearno nezavisna u svakoj taqki x ∈ M .

(b) Opisati sva vektorska rasloje�a π : E → S1.
(10) (a) Dokazati da je hiperpovrx S ⊂ Rn orijentabilna ako i samo ako

je normalno rasloje�e νS trivijalno.
(b) Da li postoji mnogostrukost M i podmnogostrukost S ⊂ M takva

da je νS trivijalno rasloje�e, a S neorijentabilna?
(v) Neka je f : Rn → R glatka funkcija i y0 ∈ R �ena regularna

vrednost. Dokazati da je skup rexe�a jednaqine f(x1, . . . , xn) = y0

orijentabilna mnogostrukost.
(g) Dati primer mnogostrukosti M i funkcije f : M → R takve da je

skup {x ∈ M | f(x) = y0} neorijentabilna mnogostrukost.
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(11) Neka je M orijentabilna mnogostrukost.
(a) Ako postoji surjekcija f : N → M koja je lokalni difeomorfizam

(tj. (∀x ∈ M)(∃U 3 x) takav da je f |U : U → f(U) difeomorfizam),
dokazati da je N orijentabilna mnogostrukost.

(b) Ako je π : M̃ → M natkriva�e, dokazati da je M̃ orijentabilna
mnogostrukost. Na�i odnos zapremina mnogostrukosti M i M̃ u
terminima �ihovih fundamentalnih grupa.

(12) Neka je M kompaktna povezana mnogostrukost bez granice i N povezana
mnogostrukost. Dokazati da ako postoji submerzija f : M → N , onda
je N kompaktna, a M Serova fibracija nad bazom N sa projekcijom f .

(13) (a) Dokazati da je RP 3 fibracija nad S2 sa slojem S1. Izraqunati
π3(S2) i π2(RP 2).

(b) Dokazati da je Klajnova flaxa fibracija sa bazom S1 i slojem S1.
Izraqunati homotopske i homoloxke grupe Klajnove flaxe.

(14) Izraqunati
(a) homologije projektivnih prostora CPn i RPn;
(b) π1(RPn) i π1(CPn);
(v) π2(RP 3) i π3(RP 2);
(g) π2(CPn).

(15) (a) Dokazati da prostori RPn × Sm i RPm × Sn za m 6= n i m,n > 1
imaju iste homotopske, a razliqite homoloxke grupe.

(b) Dokazati da prostori S1× S1 i S1 ∨ S1 ∨ S2 imaju iste homoloxke,
a razliqite homotopske grupe.

(16) (a) Dokazati S2 × S4 \ {∗} ' S2 ∨ S4. Da li je S2 × S4 ' CP 3?
(b) Da li je S1 × S2 ' RP 3? (Uporediti sa Zadatkom 13.)
(v) Dokazati Sn−1 ≈ O(n)/O(n− 1) ≈ SO(n)/SO(n− 1).
(g) Dokazati RP 1 ≈ S1, CP 1 ≈ S2, HP 1 ≈ S4;
(d) Dokazati RP 3 ≈ SO(3), SU(2) ≈ S3.

(17) Dokazati da skup svih k { dimenzionih koordinatnih sistema u Rn

ima strukturu glatke mnogostrukosti i na�i �enu dimenziju.
(18) Neka je A ⊂ X i neka je inkluzija ı : A ↪→ X kofibracija. Dokazati:

(a) A × [0, 1] ∪ X × {0} je retrakt prostora X × [0, 1]. Da li va�i i
obrnuto tvr�e�e?

(b) Ako je X Hausdorfov onda je A zatvoren u X.
(v) Ako je A zatvoren u X i kontraktibilan, onda je X ' X/A.
(g) Preslikava�e ı : A → ı(A) je homeomorfizam.

(19) Da li je kompozicija dve (ko)fibracije (ko)fibracija?
(20) (a) Neka je prostor X dobijen lep	e�em �elija na prostor A. Doka-

zati da je inkluzija ı : A ↪→ X kofibracija.
(b) Neka je X CW { kompleks i A ⊂ X �egov CW { podkompleks.

Dokazati da je inkluzija ı : A ↪→ X kofibracija.
(21) Neka je 0 < λ0 < λ1 < · · · < λn. Dokazati da funkcija

f̃ : Sn → R, (x0, x1, . . . , xn) 7→
n∑

k=0

λkx2
k

natkriva funkciju f : RPn → R. Dokazati da je f Morsova funkcija,
na�i �ene kritiqne taqke i izraqunati �ihove Morsove indekse.

Slede�i qas je 17. januara 2008. u 2 sata.


