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Biostatistika

Uvod

Uvod

Statistiqke metode dele se na

deskriptivne (opisne)

metode statistiqkog zak	uqiva�a

Definicija

Populacija u statistiqkom smislu je grupa objekata o kojima

treba doneti nekakav zak	uqak.

Uzorak je deo (ili podskup) objekata izvuqen iz populacije.



Biostatistika

Uvod

Definicija

Sluqajna promen	iva je promen	iva qije se vrednosti

odre�uju ishodom sluqajnog eksperimenta.

Sluqajna promen	iva definisana na objektima populacije

naziva se i obele�jem te populacije.

Definicija

Neprekidna sluqajna promen	iva je sluqajna promen	iva,

koja, pre izvedenog eksperimenta, mo�e uzeti bilo koju

vrednost iz nekog intervala realnih brojeva.

Diskretna sluqajna promen	iva je sluqajna promen	iva,

koja mo�e uzeti najvixe konaqno ili prebrojivo beskonaqno

mnogo razliqitih vrednosti.
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Uvod

Definicija

Parametar populacije je neka opisna mera sluqajne

promen	ive (obele�ja) posmatrane na celoj populaciji.

Statistika je opisna mera sluqajne promen	ive (obele�ja)

posmatrane samo na uzorku.
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Uvod

Koraci u statistiqkoj analizi

Odrediti populaciju koja se prouqava

Postaviti pita�a u vezi populacije na koja �elimo

odgovor

Odrediti sluqajne promen	ive (obele�ja) qije �e

prouqava�e pomo�i da do�emo do odgovora

Odrediti parametre populacije koji su od va�osti

Izvu�i uzorak iz populacije

Odrediti statistike kojima �e se proceniti vrednosti

nepoznatih parametara

Primeniti tehnike statistiqkog zak	uqiva�a i

odgovoriti na postav	ena pita�a



Biostatistika

Deskriptivna statistika

Analiza podataka

Starost dece kad je prime�en prvi znak autizma

1 6 8 3 2 3 14 24 7 4

Snaga zem	otresa u Kaliforniji po Rihterovoj skali
1.0 8.3 3.1 1.1 5.1
1.2 1.0 4.1 1.1 4.0
2.0 1.9 6.3 1.4 1.3
3.3 2.2 2.3 2.1 2.1
1.4 2.7 2.4 3.0 4.1
5.0 2.2 1.2 7.7 1.5

Zanima nas:

Kakav je oblik raspodele? Da li vrednosti sluqajne

promen	ive qine neku prepoznat	ivu strukturu?

Koji je polo�aj podataka, tj. oko koje centralne vrednosti

su oni raspore�eni?

Koliko ima odstupa�a me�u podacima? Da li su oni

priliqno rasejani ili zgusnuti oko centralne vrednosti?
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Deskriptivna statistika

Dijagram Stablo-lix�e

Konstrukcija dijagrama:

Odabrati pogodne brojeve za stabla. Potrebno je imati

najma�e pet stabala. Obiqno se za stabla uzimaju prve

ili prve dve cifre podataka.

Obele�iti redove izabranim stablima

Upisati svaki list na odgovaraju�e stablo

Na osnovu dijagrama odgovoriti na pita�a

Da li se listovi gomilaju na nekim stablima ili se
ravnomerno raspore�uju po svima?
Da li se listovi gomilaju na jednom od krajeva dijagrama
(do�em ili gor�em)?
Ako bi se povukla kriva pored desnih krajeva listova,
kakvog je ona oblika? Simetricna, asimetriqna, ravna?
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Deskriptivna statistika

Dijagram Stablo-lix�e

Snaga zem	otresa u Kaliforniji po Rihterovoj skali
1.0 8.3 3.1 1.1 5.1
1.2 1.0 4.1 1.1 4.0
2.0 1.9 6.3 1.4 1.3
3.3 2.2 2.3 2.1 2.1
1.4 2.7 2.4 3.0 4.1
5.0 2.2 1.2 7.7 1.5

Slika : dijagram stablo-lix�e - podaci o zem	otresima
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Deskriptivna statistika

Dijagram Stablo-lix�e

Obim glave novoro�enqadi
33.1 33.4 34.8 33.8 34.7 34.3 35.6
34.5 34.6 34.1 33.9 33.6 34.6 35.2
33.7 35.8 34.2 34.0 34.7 35.2 34.3
33.4 36.0 34.5 36.1 35.1 35.1 34.6
33.7 34.9 34.2 34.2 34.2 35.3 34.2

Slika : dijagram stablo-lix�e - podaci o novoro�enqadi
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Deskriptivna statistika

Oblici raspodela

Slika : simetriqna raspodela
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Deskriptivna statistika

Definicija

Za raspodelu se ka�e da je pomerena udesno ukoliko ima

dugaqak rep na desnoj strani. Ukoliko je taj rep na levoj

strani, ka�e se da je pomerena ulevo.

Slika : raspodele pomerene udesno i ulevo



Biostatistika

Deskriptivna statistika

Definicija

Histogram frekvencija (uqestalosti) je grafik takav da je

visina svakog stuba jednaka broju elemenata iz uzroka u

kategoriji koju predstav	a.

Konstrukcija histograma

Odrediti broj klasa (stubova)

Odrediti najma�i i najve�i element u uzorku; Na�i

uzoraqki raspon je jednak �ihovoj razlici

Na�i minimalnu xirinu stuba de	e�em raspona s brojem

stubova

Na�i stvarnu xirinu stuba zaokru�iva�em minimalne

xirine na gore, na onoliki broj decimala koliki imaju i

podaci

Odrediti levu granicu prvog stuba, koja je za pola

jedinice ma�a od najma�eg elementa uzorka

Odrediti ostale granice i nacrtati stubove
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Deskriptivna statistika

Histogram

Broj odsutnih radnika s posla

15 9 15 5 16 16
30 7 12 9 23 15
21 16 17 13 20 18
2 31 11 12 27 22
15 14 10 6 19 14

Slika : Histogram broja odsustava
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Deskriptivna statistika

Histogram

Definicija

Histogram relativnih frekvencija je grafik takav da je

visina svakog stuba jednaka udelu (procentu) elemenata iz

kategorije koju predstav	a u celom uzorku.
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Deskriptivna statistika

Histogram

Cene leka u apotekama
12.00 11.98 11.48 12.99 11.20 12.06 11.98 11.20
12.50 13.02 11.75 12.05 11.71 11.10 11.82 11.80
11.75 11.17 12.25 11.90 12.03 11.89 12.15 11.96
11.87 10.95 12.20 11.85 11.70 11.92 13.00 12.40
12.03 12.75 12.69 12.03 11.90 11.72 12.60 12.11

Slika : Histogram cene leka
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Mere polo�aja

Tri va�na parametra populacije koji odre�uju polo�aj

raspodele su:

sred�a vrednost populacije

medijana populacije

moda populacije

Oni se nazivaju i parametri polo�aja ili mere centralne

tendencije.
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Sred�a vrednost

Sred�a vrednost populacije µ { nepoznati parametar

Proce�ujemo ga (pribli�no) statistikom koju nazivamo

uzoraqkom sred�om vrednox�u ili, kra�e, uzoraqkom

sredinom.

Definicija

Neka su x1, x2, . . . , xn, n vrednosti sluqajne veliqine X
dobijene u uzorku. Uzoraqkom sredinom nazivamo x̄,
aritmetiqku sredinu tih vrednosti, tj.

x̄ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
=

∑
x

n
.

Kada raqunamo uzoraqku sredinu, obiqno je zaokru�ujemo na jednu
decimalu vixe nego xto su podaci. Ukoliko su podaci celi brojevi,
onda je zaokru�ujemo na jednu ili dve decimale.
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Uzoraqka sredina { primeri

Broj upam�enih reqi za dva minuta

8 2 4 9 7 2 12 5 5 7

x̄ =

∑
x

n
=

8 + 2 + 4 + 9 + 7 + 2 + 12 + 5 + 5 + 7

10
=

61

10
= 6.1.

Kombinova�e vixe uzoraqkih sredina

Broj hitnih sluqajeva u jednoj bolnici je x̄1 = 3 za n1 = 5, a u
drugoj bolnici x̄2 = 15 za n2 = 100.

x̄ =
n1x̄1 + n2x̄2

n1 + n2
=

5 · 3 + 100 · 15

5 + 100
=

1515

105
= 14.4.
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Medijana

Medijana populacije - nepoznata vrednost od koje je pola

populacije ve�e, a pola ma�e

Proce�ujemo je (pribli�no) statistikom koju nazivamo

uzoraqkom medijanom.

Definicija

Neka je x1, x2, . . . , xn uzorak pore�an po veliqini od najma�e

do najve�e vrednosti. Ukoliko je n neparan broj, uzoraqka

medijana je broj taqno na sredini niza. Ukoliko je n paran

broj, uzoraqka medijana je aritmetiqka sredina dva broja na

sredini niza.
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Medijana - primeri

Godine starosti kupaca u jednoj prodavnici garderobe
�ene muxkarci

12 27 17

15 30 29

17 35 37

20 42 40

24 60 72
Medijana starosti �ena je (24 + 27)/2 = 25.5, a muxkaraca je
37 godina.

Na ve�im uzorcima raqunamo preko polo�aja medijane

(n+ 1)/2.
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Sred�a vrednost i medijana

Uzorak tr�ixne vrednosti (u hi	adama dolarima) deset ku�a

u jednom nase	u

82 91 78.5 86 80.5 85 82.5 80 77 850

Kakav je ovo kraj?

Sred�a vrednost je 159.25, a medijana je 82.25.

Iz vrednosti x̄ izvlaqimo pogrexan zak	uqak o vrednosti

ku�a u kraju, medijana nam daje mnogo bo	u informaciju. To

je zbog uticaja neuobiqajene vrednosti 850 koju nazivamo

autlajerom (engl. outlier - onaj koji se tu nalazi ali ne

pripada).
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Moda

Moda populacije { nepoznata vrednost koja je najqex�a u

populaciji

Proce�ujemo je (pribli�no) statistikom koju nazivamo

uzoraqkom modom, vrednox�u koja se najvixe puta pojav	uje u

uzorku.

Ukoliko je raspodela simetriqna, tada se sred�a vrednost,

medijana i moda populacije poklapaju. Odgovaraju�e

statistike, naravno ne�e se poklapati, ali �e imati bliske

vrednosti.
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Mere raseja�a

Tri va�a parametra populacije koji opisuju raseja�e

raspodele

raspon populacije

disperzija (varijansa) populacije σ2

standardno odstupa�e (devijacija) populacije σ



Biostatistika

Deskriptivna statistika

Raspon

Raspon je razlika najve�eg i najma�eg elementa populacije

Proce�ujemo ga (pribli�no) uzoraqkim rasponom.

Definicija

Uzoraqki raspon je razlika izme�u najve�eg i najma�eg

elementa uzorka.

nije posebno dobar kao mera raseja�a
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Primer: rezultati studenata na ispitu u dva semestra
prvi semestar drugi semestar

obim uzorka 23 26

sred�i broj poena x̄ 75 75

medijana broj poena 75 75

raspon 50 (od 50 do 100) 50 (od 50 do 100)

Stvarna raspodela poena
prvi semestar drugi semestar
50 50 50 50 50 50 50
60 60 65 65
70 70 70 70 70
75 74 74 74 74
80 80 75 75 75 75 75 75
85 85 85 76 76 76 76
100 100 100 100 100 100 80 80 80

85 85
100
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Disperzija

Parametar populacije { sred�e kvadratno odstupa�e sluqajne

veliqine X od svoje sred�e vrednosti µ
Pribli�no je proce�ujemo uzoraqkom disperzijom

Definicija

Neka je x1, . . . , xn uzorak od n elemenata. Uzoraqka

disperzija definixe se kao

s2 =

∑
(x− x̄)2

n− 1
.

Prilikom raquna�a zaokru�ujemo je na dve decimale

vixe od podataka
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Raquna�e disperzije

Formule za raquna�e uzoraqke disperzije

s2 =
n
∑
x2 − (

∑
x)2

n(n− 1)
ili s2 =

1

n− 1

∑
x2 − n

n− 1
x̄2.

Podaci o du�ini traja�a telefonskih razgovora

10 20 6 12 15 8 4 9 3 12

s2 =

∑
(x− x̄)2

9
=

(10− 10)2 + · · ·+ (13− 10)2

9
=

244

9
= 27.11

x̄ = 10 minuta;
∑

x = 100;
∑

x2 = 1244

s2 =
10 · 1244− 1002

10 · 9
= 27.11 ili s2 =

1

9
· 1244− 10

9
· 102 = 27.11.
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Standardno odstupa�e

Parametar populacije { kvadratni koren iz disperzije

Proce�ujemo ga (pribli�no) uzoraqkim standardnim

odstupa�em

Definicija

Uzoraqko standardno odstupa�e jednako je kvadratnom

korenu iz uzoraqke disperzije, tj. s =
√
s2.

Standardno odstupa�e raqunamo na jednu decimalu vixe

od podataka.
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Standardno odstupa�e { primer

Podaci o dnevnoj temperaturi

2◦C 5◦C 8◦C 0◦C 10◦C 20◦C −10◦C

s2 = 86.33, a s =
√

86.33 = 9.3◦C.
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Boksplot

Boksplot (engl. box - kutija) je dijagram koji nam vizuelno

objedi�uje mere polo�aja, raseja�a i stepen pomerenosti

raspodele i omogu�ava nam otkriva�e autlajera.

Za konstrukciju boksplota potrebni su uzoraqki kvartili.

Prvi je vrednost od koje je 1/4 uzorka ma�e, a 3/4 ve�e.

Drugi kvartil (medijana) je vrednost od koje je 2/4 uzorka ma�e, a
2/4 ve�e.

Tre�i kvartil je vrednost od koje je 1/4 uzorka ma�e, a 3/4 ve�e.

Preko kvartila se definixe jox jedna mera raseja�a {

me�ukvartilno rastoja�e { raspon u kom se nalazi sred�ih

50% uzorka.
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Me�ukvartilno rastoja�e

Me�ukvartilno rastoja�e IQR { mera raseja�a neoset	iva na

autlajere za razliku od raspona i disperzije

Odrediti polo�aj uzoraqke medijane, (n+ 1)/2, gde je n obim uzorka.

Odrediti l, najve�i prirodan broj koji nije ve�i od (n+ 1)/2 (mo�e
biti jednak).

Na�i polo�aj kvartila kao q = (l + 1)/2.

Odrediti q1, broj u uzorku koji je q-ti po veliqini poqevxi od
najma�eg. Ako q nije prirodan broj, tada je q1 aritmetiqka sredina
brojeva koji su q − 1/2 i q + 1/2 po redu. Pribli�no 25%
(qetvrtina) uzorka �e biti ma�e od q1, pa se on naziva prvi kvartil
uzorka.

Odrediti q3, broj u uzorku koji je q-ti po veliqini poqevxi od
najve�eg. Ako q nije prirodan broj, tada je q1 aritmetiqka sredina
brojeva koji su q − 1/2 i q + 1/2 po redu. Pribli�no 75% (tri
qetvrtine) uzorka �e biti ma�e od q3, pa se on naziva tre�i kvartil
uzorka.

Izraqunati IQR = q3 − q1.



Biostatistika

Deskriptivna statistika

Crta�e boksplot dijagrama

Odrediti uzoraqku medijanu, uzoraqke kvartile q1 i q3, i
me�ukvartilno rastoja�e IQR

Odrediti taqke f1 i f3, unutrax�e granice, kao

f1 = q1 − 1.5 · IQR i f3 = q3 + 1.5 · IQR.

Odrediti iviqne vrednosti a1 i a3 tako da je a1 najbli�a vrednost
iz uzorka do f1 koja nije ma�a od f1, a a3 najbli�a vrednost iz
uzorka do f3 koja nije ve�a od f3.

Odrediti taqke F1 i F3, spo	ax�e granice, kao

F1 = q1 − 3 · IQR i F3 = q3 + 3 · IQR.

Nacrtati pravougaonik s krajevima u q1 i q3, i unutrax�om linijom
na medijani

Povezati iviqne vrednosti s pravougaonikom. Obele�iti blage
autlajere, tj. sve taqke izme�u unutrax�im i spo	axjih granica,
kao i ekstremne autlajere, tj. sve taqke izvan spo	ax�ih granica.
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Boksplot { primer

Du�ina (u danima) bolniqkog leqe�a pacijenata s amnezijom

0 8
1 2
2 0 7
3 0 2 5 6
4 0 0 0 0 1 2 5 7
5 0 2
6 1
7
8 9
9
10 8
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Xta je verovatno�a?

Verovatno�e su brojevi koji se nalaze izme�u 0 i 1

uk	uquju�i i �ih. Qesto se izra�avaju i u procentima.

Verovatno�e blizu nule ukazuju na to da su male xanse da

se taj doga�aj dogodi. To ne znaqi da se on ne�e dogoditi,

ve� smo da se smatra retkim.

Verovatno�e blizu jedinice ukazuju na to da su velike

xanse da se taj doga�aj dogodi. To ne znaqi da �e se on

dogoditi, ve� smo da se smatra uobiqajenim.

Verovatno�e blizu 1/2 ukazuju na to da doga�aj ima

pribli�ni istu xansu da se dogodi i da se ne dogodi.
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Verovatno�a

Kako dodeliti verovatno�e

1 Subjektivno

2 Klasiqno (matematiqki)

3 Statistiqki
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Verovatno�a

Klasiqna definicija verovatno�e

Definicija

Neka se izvodi eksperiment u kome je svaki od �egovih ishoda

jednako verovatan. Neka je n(A) broj naqina na koje se mo�e
dogoditi doga�aj A, a n ukupan broj ishoda eksperimenta.

Tada je

P (A) =
n(A)

n
.
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Verovatno�a

Statistiqka definicija verovatno�e

Definicija

P (A) =
broj eksperimenata u kojima se doga�aj A dogodio

ukupni broj izvedenih eksperimenata
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Verovatno�a

Klasiqna verovatno�a { dijagrami grana�a

Slo�enije eksperimente mo�emo posmatrati u etapama i

prikazati ih na dijagramu grana�a.

G

G
G, el. ishod GGG

P, el. ishod GGP

P
G, el. ishod GPG

P, el. ishod GPP

P

G
G, el. ishod PGG

P, el. ishod PGP

P
G, el. ishod PPG

P, el. ishod PPP

Slika : Bacaǌe tri novqi�a
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Elementarna genetika { primena klasiqne verovanto�e

Oboje rodite	a imaju alele i za tamne i svetle oqi, tj.

heterozigotni su prema boji oqiju. Alel za tamne oqi B je

dominantan u odnosu na alel za svetle oqi b.
P (dete ima tamne oqi = 3

4).

b
b, bb { svetle

B, bB { tamne

B
b, Bb { tamne

B, BB { tamne

Slika : Ishodi nasle�ivaǌa boje oqiju kod deteta
heterozigotnih roditeǉa
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Verovatno�a

Elementarna genetika { primena klasiqne verovanto�e

Jedna bi	ka ima crvene, roze ili bele cvetove. Aleli za

crvenu boju su R, a za belu r. Crveni cvet ima RR, beli rr, a
heterozigotni su roze. Verovatno�a belog cveta nakon

ukrxta�a dva heterozigotna je 1
4 .

r

r, rr { bela

R, rR { roze

R
r, Rr { roze

R, RR { crvena

Slika : Ishodi ukrxtaǌa dva heterozigotna cveta
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Verovatno�a

Ishodi i doga�aji

Sluqajni eksperiment je bilo koja pojava ili proces

qiji ishod ne mo�emo predvideti sa sigurnox�u.

Skup elementarnih ishoda Ω je skup mogu�ih ishoda

sluqajnog eksperimenta. Svaki �egov qlan naziva se

elementarni ishod.

Svaki podskup skupa elementarnih ishoda naziva se

doga�aj.

Sam skup Ω naziva se siguran doga�aj. Prazan skup

naziva se nemogu� doga�aj.
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Ishodi i doga�aji

Skup elementarnih ishoda Ω prilikom baca�a dve kocke

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

A { zbir je 7; P (A) = 6
36

B { zbir je 12; P (B) = 1
36

C { zbir je 13; P (C) = 0

D { oba broja su ma�a od 7; P (D) = P (Ω) = 1
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Primeri skupova ishoda

Izvlaqi se jedna karta iz standardog xpila od 52 karte (bez


okera). Potencijalni skupovi el. ishoda:

Ω1 = {crvena, crna}
Ω2 = {♣,♦,♥,♠}
Ω3 = {A♣, A♦, A♥, A♠, . . . ,K♣,K♦,K♥,K♠} (svaka
karta ponaosob)

Ω4 = {slika (kra	, dama, �andar), nije slika}
Ω5 = {slika, karta s brojem}
Ω6 = {slika, as, nije slika}

Ω1,Ω2,Ω3,Ω4 jesu skupovi ishoda; Ω5 nije { nema ishoda koji

odgovara asu; Ω6 nije { asu odgovara vixe od jednog ishoda.
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Operacije nad doga�ajima

Unija dva doga�aja A ∪B sadr�i sve elementarne ishode

koji se nalaze u bar jednom od doga�aja A ili B, tj. u A, u
B, ili u oba.

Presek dva doga�aja A ∩B, ili kra�e AB sadr�i sve

elementarne ishode koji se nalaze i u A i u B.

Komplement Ā doga�aja A sadr�i sve elementarne ishode

koji se ne nalaze u A.

Definicija

Za dva doga�aja, A i B, ka�emo da su me�usobno isk	uqiva
ukoliko se ne mogu istovremeno dogoditi, tj. ako im je presek

nemogu� doga�aj AB = ∅.



Biostatistika

Verovatno�a

Operacije nad doga�ajima

Unija A ∪B

A B

\u A ili u B"

Presek A ∩B (AB)

A B

\u A i u B"

Komplement Ā

A B

\ne u A"

A B

Me�usobno isk	uqivi doga�aji



Biostatistika

Verovatno�a

Neke osobine verovatno�e

Osnovna svojstva verovatno�e (aksiome)

P (Ω) = 1

P (A) ≥ 0 za svaki doga�aj A.

Ako su doga�aji A1, A2, A3, ... me�usobno isk	uqivi, onda

je

P (A1 ∪A2 ∪A3 · · · ) = P (A1) + P (A2) + P (A3) + · · ·

Jox svojstava verovatno�e

P (∅) = 0

P (Ā) = 1− P (A)

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB)



Biostatistika

Verovatno�a

Primer

Organizuje se studentski referendum o izgrad�i novog

terena. Pre glasa�a, 50% su za (Z) tu izgrad�u. Na glasa�e
(G) je izaxlo samo 40% studenata. Ukupno je 32% studenata

glasalo \za" (GZ).
Verovatno�a da je sluqajno izabrani student glasao ili bio za

je P (G ∪ Z) = P (G) + P (Z)− P (GZ) = 0.4 + 0.5− 0.32 = 0.58

0.08 0.18

0.42

0.32

Glasali(G) Za(Z)
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Verovatno�a

Uslovna verovatno�a

Kolika je verovatno�a da je broj dobijen na kockici ma�i

od 4?

Kolika je verovatno�a da je broj dobijen na kockici ma�i

od 4 ako se zna da je neparan?

Definicija

Neka su A i B doga�aji takvi da je P (B) > 0. Uslovna
verovatno�a doga�aja A, pod uslovom ostvarenog doga�aja B je

koliqiniku verovatno�e da se oba doga�aja ostvare i

verovatno�e da se ostvari uslov B:

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
.
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Verovatno�a

Uslovna verovatno�a

Kolika je verovatno�a da je broj dobijen na kockici ma�i od 4 ako
se zna da je neparan?
B = {1, 3, 5}, AB = {1, 3}, P (A|B) = P (AB)

P (B)
= n(AB)

n(B)
= 2

3
.

U parlamentu, u ci	u suzbija�a inflacije, 55% poslanika je za

sma�e�e odre�enih poreza, 30% za sma�e�e bu
eta, a 25% za obe

mere. Kolika je verovatno�a da je sluqajno izabrani poslanik za

sma�e�e bu
eta, ako znamo da je on za sma�e�e poreza? A kolika da

je za sma�e�e poreza ako znamo da je protiv sma�e�a bu
eta?

0.30 0.05

0.40

0.25

Porez(P ) Bu
et(B)

P (P |B) =
P (PB)

P (B)
=

0.25

0.55
=

5

11

P (P |B̄) =
P (PB̄)

P (B̄)
=

0.30

0.70
=

3

7



Biostatistika

Verovatno�a

Nezavisnost doga�aja

Dva doga�aja smatramo nezavisnim ukoliko ostvare�e jednog

od �ih nema nikakav uticaj na verovatno�u drugog doga�aja.

Definicija

Neka su A i B doga�aji takvi da je P (B) > 0. Za doga�aje A i

B ka�emo da su nezavisni ukoliko za �ih va�i da je

P (A|B) = P (A).

Bacaju se plava i crvena kockica. Dati su doga�aji: A { dobijeni su
isti brojevi; B { na crvenoj je dvojka ili trojka.

P (A) = 6
36
, P (B) = 12

36
, P (AB) = 2

36
, P (A|B) = 2/36

12/36
= 2

12
.

P (A|B) = P (A), pa su doga�aji A i B nezavisni.
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Verovatno�a

Nezavisnost doga�aja

Teorema

Ako su A i B nezavisni, tada je

P (AB) = P (A)P (B).

U Americi oko 46% 	udi ima krvnu grupu O, a oko 39%
negativan Rh-faktor. Ova dva obele�ja smatraju se
nezavisnim. Kolika je verovatno�a da sluqajno izabrani

Amerikanac ima krvnu grupu O−?

N { doga�aj da on ima negativan Rh-faktor

P (O−) = P (O∩N) = P (O)·P (N) = 0.46·0.39 = 0.179 ≈ 18%.



Biostatistika

Verovatno�a

Verovatno�a preseka zavisnih doga�aja

Teorema

Neka su A i B doga�aji takvi da je P (B) > 0. Tada va�i

P (AB) = P (A|B)P (B).

U Americi oko 46% 	udi ima krvnu grupu O, a u registrima je 4%
onih koji imaju O grexkom zabele�eno kao A. Kolika je verovatno�a
da sluqajno izabrani Amerikanac stvarno ima O, ali su mu
zabele�ili A?

O { ima O krvnu grupu; A { zabele�eno mu je A. Dato nam je
P (O) = 0.46 i P (A|O) = 0.04.

P (O ∩A) = P (O) · P (A|O) = 0.46 · 0.04 = 0.018 ≈ 2%.
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Verovatno�a

Formula potpune verovatno�e

Test na jednu bolest je takav da 95% bolesnih ima pozitivan
rezultat, a 90% zdravih ima negativan rezultat. Ako 20%
pacijenata ima tu bolest, kolika je verovatno�a da �e sluqajno
izabranom pacijentu test biti pozitivan?

Z

N , P (ZN) = 0.8 · 0.9 = 0.72

0.9

P , P (ZP ) = 0.8 · 0.1 = 0.080.1
0.8

B

N , P (BN) = 0.2 · 0.05 = 0.01

0.05

P , P (BP ) = 0.2 · 0.95 = 0.190.95

0.2

P (P ) = 0.19 + 0.08 = 0.27 xto je dobijeno kao

P (P ) = P (B)P (P |B) + P (Z)P (P |Z)
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Verovatno�a

Formula potpune verovatno�e

Teorema (Formula potpune verovatno�e)

Neka su A1, ... ,An me�usobno isk	uqivi doga�aji qija je unija

skup Ω i neka je B bilo koji doga�aj. Tada je

P (B) = P (A1) · P (B|A1) + · · ·+ P (An) · P (B|An).

Ispitanik baca novqi� i ako padne pismo, odgovara na pita�e A)
\Da li ste ro�eni parne godine?", a ako padne glava, odgovara na
pita�e B) \Da li ste probali drogu?" Od 500 ispitanika 350 je
odgovorilo da. Proceniti procenat onih koji su probali drogu.

Znamo da je P (A) = 1
2
, P (B) = 1

2
, P (D|A) = 1

2
i P (D) ≈ 350

500
= 7

10
.

P (D) = P (A)P (D|A) + P (B)P (D|B)

7

10
=

1

2
· 1

2
+

1

2
· P (D|B) ⇒ P (D|B) =

9

10
= 90%.
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Verovatno�a

Bajesova formula

Test na retku bolest koju ima 0.1% populacije je takav da 99%
bolesnih ima pozitivan rezultat, a 95% zdravih ima negativan
rezultat. Ako je neko pozitivan na testu, kolika je verovatno�a da je
bolestan?

P (B|P ) =
P (BP )

P (P )
=

P (B)P (P |B)

P (B)P (P |B) + P (Z)P (P |Z)

=
0.001 · 0.99

0.001 · 0.99 + 0.999 · 0.05
=

0.00099

0.05094

= 0.01943 ≈ 2%

Teorema (Bajesova formula)

Neka su A1, ... ,An me�usobno isk	uqivi doga�aji qija je unija

skup Ω i neka je B bilo koji doga�aj. Tada je za svaki Ai

P (Ai|B) =
P (Ai) · P (B|Ai)

P (A1) · P (B|A1) + · · ·+ P (An) · P (B|An)
.
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Verovatno�a

Prebrojava�e

Za raquna�e klasiqne verovatno�e treba znati ukupan

broj ishoda i broj naqina realizacije doga�aja

Za eksperimente s velikim brojem ishoda postoje metodi

za prebrojava�e ishoda tra�enih doga�aja

Ako se eksperiment mo�e podeliti u etape, onda je broj

ishoda jednak proizvodu broja ishoda u svakoj etapi

Student treba da izabere tri izborna predmeta. Prvi bira od tri
ponu�ene prirodne nauke, drugi od qetiri druxtvene nauke, a tre�i
od pet sportova. Na koliko naqina on to mo�e da uradi?

3 · 4 · 5 = 60.

Prilikom baca�a pet kockica na koliko naqina se mo�e dobiti
ishod s najma�e dva razliqita broja?

6 · 6 · 6 · 6 · 6− 6 = 7770.



Biostatistika

Verovatno�a

Permutacije

Definicija

Permutacije su nizovi objekata u odre�enom redosledu.

Na koliko naqina se 8 sprintera mo�e postaviti na

startnu liniju?

To je broj permutacija od 8 elemenata. Prvi ima 8 mesta,

drugi preostalih 7, itd.

8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 8! = 40320

n! naziva se n faktorijel

n! = n(n− 1) · · · 2 · 1; 0! = 1.



Biostatistika

Verovatno�a

Permutacije

Koliko ima permutacija reqi BABA?

AABB, ABAB, ABBA, BAAB, BABA, BBAA

Kad bi slova bila razliqita bilo bi 4!. Poxto imamo
dve grupe s po dva ista slova delimo s 2! · 2!.

4!

2!2!
= 6.

Teorema

Imamo n objekata u k grupa, a unutar svake grupe objekti su

identiqni. Neka je nj broj objekata u j-toj grupi, gde je
j = 1, 2, . . . , k i n1 + n2 + · · ·+ nk = n. Broj permutacija
takvih n objekata je

n!

n1!n2! · · ·nk!
.



Biostatistika

Verovatno�a

Kombinacije

Definicija

Kombinacije su skupovi objekata bez odre�enog redosleda.

Na koliko naqina mo�emo izabrati 3 volontera od 5 prijav	enih?

Obele�imo ih brojevima od 1 do 5. Mogu�e kombinacije su:

1,2,3 1,2,4 1,2,5 1,3,4 1,3,5
1,4,5 2,3,4 2,3,5 2,4,5 3,4,5

Ima ih 5·4·3
3!

= 60
6

= 10.

Teorema

Broj kombinacija r objekata izabranih od n razliqitih

objekata
(
n
r

)
je (

n

r

)
=

n!

r!(n− r)!
.



Biostatistika

Verovatno�a

Kombinacije

Kolika je verovatno�a da sluqajno pode	enih 5 karata sadr�e taqno
dva asa?

A { 5 pode	enih karata sadr�e taqno dva asa

Treba prebrojati ukupan broj kombinacija od 5 karata, kao i broj
kombinacija koje sadr�e dva asa.

Ukupan broj kombinacija:

n =

(
52

5

)
=

52!

5!47!
=

52 · 51 · 50 · 49 · 48 · 47!

5 · 4 · 3 · 2 · 1 · 47!
= 2598960.

Dva asa (od 4 mogu�a) mo�emo dobiti na
(

4
2

)
naqina. Preostale tri

karte nisu asovi i mo�emo ih dobiti na
(

48
3

)
naqina.

n(A) =

(
4

2

)(
48

3

)
= 6 · 17296 = 103776,

P (A) =
n(A)

n
=

103776

2598960
.



Biostatistika

Verovatno�a

Sluqajne promen	ive

Sluqajna promen	iva je promen	iva qije se vrednosti

odre�uju ishodom sluqajnog eksperimenta. Obele�avamo ih

slovima X,Y, Z, . . .

Baca�e dve kockice | X - zbir dobijenih brojeva

Rulet (38 po	a, od toga 18 crvenih, 18 crvenih i 2

zelena) - igraq igra svaki put na zeleno | Y - broj igara

do dobitka

Policijska stanica | Z - vreme prvog poziva izme�u

7:30 i 8:00 ujutru

W - du�ina izvrxava�a odre�enog raqunarskog programa



Biostatistika

Verovatno�a

Diskretne i neprekidne sluqajne promen	ive

Diskretne sluqajne promen	ive su sluqajne promen	ive koje

mogu uzeti konaqno ili prebrojivo beskonaqno mnogo mogu�ih

vrednosti.

Zbir brojeva na kockicama X mo�e biti 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12
| konaqno mnogo vrednosti

Broj igara do dobitka na ruletu Y mo�e biti 1, 2, 3, 4, . . . (nije
ograniqeno) | prebrojivo beskonaqno mnogo vrednosti

Neprekidne sluqajne promen	ive su sluqajne promen	ive koje

mogu uzeti vrednosti s nekog intervala realnih brojeva, a

verovatno�a da uzmu konkretnu vrednost je nula.

Vreme prvog poziva u policiji Z mo�e uzeti bilo koju vrednost iz
intervala (7:30, 8:00)

Du�ina izvrxava�a raqunarskog programa W mo�e uzeti bilo koju
vrednost iz intervala (0, t), gde je t vreme za koje se program
sigurno izvrxava



Biostatistika

Verovatno�a

Diskretne sluqajne promen	ive

Definicija

Neka je X diskretna sluqajna promen	iva. �ena raspodela

verovatno�e je

f(x) = P{X = x} za svaku vrednost x.

Teorema (Svojstva raspodele)

Svaka diskretna raspodela mora da zadovo	ava

1) f(x) ≥ 0 za svaki realan broj x

2)
∑
f(x) = 1.



Biostatistika

Verovatno�a

Diskretne sluqajne promen	ive

Trgovac na berzi posmatra odre�enih 5 deonica. Neka je

X broj deonica kojima �e sutra porasti cena. Raspodela

za X je
x 0 1 2 3 4 5

P{X = x} = f(x) ? 0.30 0.20 0.10 0.05 0.01
Kolika je verovatno�a da �e ve�ini deonica sutra

porasti cena?

Da bi ukupan zbir verovatno�a bio 1, mora biti P{X = 0} = 0.34.
Ve�ina deonica znaqi 3, 4 ili 5 deonica.
P{X ≥ 3} = P{X = 3}+ P{X = 4}+ P{X = 5} =
0.10 + 0.05 + 0.01 = 0.16.

Primetimo da je
P{X > 3} = P{X = 4}+ P{X = 5} = 0.06 6= P{X ≥ 3}
Kod diskretnih raspodela mora se paziti da li je granica uk	uqena

ili ne (> nije isto xto i ≥)!
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Verovatno�a

Diskretne sluqajne promen	ive

U igri \kreps" bacaju se kockice i igraq pobe�uje u

prvom baca�u ukoliko dobije zbir 7 ili 11. Kolika je

verovatno�a da on pobedi u prvom baca�u?
Raspodela za X, zbir dobijenih brojeva je

X :

(
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

)
Kra�e se mo�e zapisati kao

f(x) =

{
x−1
36
, ako je x = 2, 3, 4, 5, 6, 7

13−x
36

, ako je x = 8, 9, 10, 11, 12.

Iz raspodele imamo da je

P (pobeda u prvom baca�u) = f(7) + f(11) =
6

36
+

2

36
=

8

36
=

2

9
.
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Verovatno�a

Nezavisnost sluqajnih promen	ivih

Definicija

Za sluqajne promen	ive X i Y ka�emo da su nezavisne

ukoliko je svaki doga�aj vezan za X nezavisan od svakog

doga�aja vezanog za Y , odnosno ako va�i

P{X = x|Y = y} = P{X = x} za svako x i svako y.



Biostatistika

Verovatno�a

Mere polo�aja i raseja�a

Parametri populacije

sred�a vrednost populacije µ

disperzija populacije σ2

standardno odstupa�e populacije σ

Kako ih povezujemo sa sluqajnom promen	ivom?

µ = EX matematiqko oqekiva�e sluqajne promen	ive X

σ2 = DX disperzija sluqajne promen	ive X

σ =
√
DX standardno odstupa�e sluqajne promen	ive X



Biostatistika

Verovatno�a

Matematiqko oqekiva�e

Matematiqko oqekiva�e ili oqekivana vrednost EX,

sluqajne promen	ive X predstav	a dugoroqnu teoretsku

proseqnu vrednost za X.

Baca se jedna kockica i X je broj dobijen na �oj. Recimo

da smo ponav	ali eksperiment n puta i dobili npr.

slede�e vrednosti:

1, 3, 2, 5, 2, 1, 1, 6, 5, 4, 2, 3, 6, 4...

Ako posle svakog baca�a raqunamo dotadax�i prosek

dobijamo niz proseka

1, 2, 2, 2.75, 2.6, 2.33, 2.14, 2.63, 2.89, 3.0, 2.91, 2.92, 3.15, 3.21...

Ako nastavimo vrednosti �e biti sve pribli�nije jednake

EX.
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Verovatno�a

Matematiqko oqekiva�e

Ako bacamo kockicu veliki broj puta n, pribli�no u
jednoj xestini od n baca�a dobi�emo 1, isto va�i i za

ostale brojeve. Tako da �e prosek biti pribli�no jednak
n
6 · 1 + n

6 · 2 + n
6 · 3 + n

6 · 4 + n
6 · 5 + n

6 · 6
n

=
1

6
· 1 +

1

6
· 2 +

1

6
· 3 +

1

6
· 4 +

1

6
· 5 +

1

6
· 6

=3.5

Definicija

Neka je X diskretna sluqajna promen	iva. Tada je

EX =
∑

xf(x).
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Verovatno�a

Matematiqko oqekiva�e

Raquna�e matematiqkog oqekiva�a sluqajnih promen	ivih

g(X) koje su funkcije od X (npr. X2, X + 1, (3X − 2)2, itd.)

Eg(X) =
∑

g(x)f(x).

Raqunamo matematiqko oqekiva�e kvadrata broja

dobijenog na kockici

EX2 =
∑

x2f(x)

= 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
91

6
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Verovatno�a

Disperzija

Definicija

Neka je X diskretna sluqajna promen	iva. �ena disperzija

DX je

DX = E(X − EX)2.

Teorema

Formula za raquna�e disperzije

DX = EX2 − (EX)2.
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Verovatno�a

Date su sluqajne promen	ive

X :

(
15 45 75
0.4 0.20 0.40

)
i Y :

(
43 44 45 46 47

0.025 0.05 0.85 0.05 0.025

)
.

Mo�emo izraqunati EX = 45, a tako�e i EY = 45. Iako su
oqekiva�a ista, raspodele se drastiqno razlikuju!

Raqunamo disperzije

DX = E(X − EX)2 = E(X − 45)2

= (15− 45)2 · 0.40 + (45− 45)2 · 0.20 + (75− 45)2 · 0.40

= 360 + 0 + 360 = 720.

DY = E(Y − EY )2 = E(Y − 45)2

= (43− 45)2 · 0.025 + (44− 45)2 · 0.05 + (45− 45)2 · 0.85

+ (46− 45)2 · 0.05 + (47− 45)2 · 0.025

= 0.1 + 0.05 + 0 + 0.05 + 0.1 = 0.3.

Disperzije nam ukazuju na suxtinsku razliku u raspodelama
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Verovatno�a

Disperzija

Drugi naqin:

EX2 =
∑

x2f(x)

= 152 · 0.40 + 452 · 0.20 + 752 · 0.40 = 2745

EY 2 =
∑

y2f(y)

= 432 · 0.025 + 442 · 0.05 + 452 · 0.85 + 462 · 0.05

+ 472 · 0.025 = 2025.3

DX = EX2 − (EX)2 = 2745− 452 = 2745− 2025 = 720

DY = EY 2 − (EY )2 = 2025.3− 452 = 2025.3− 2025 = 0.3.
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Verovatno�a

Osobine matematiqkog oqekiva�a i disperzije

Teorema

Osobine matematiqkog oqekiva�a Neka su X i Y sluqajne promen	ive i
neka je c bilo koji realan broj. Tada va�i:

Ec = c;

E(cX) = cEX;

E(X + Y ) = EX + EY .

Teorema

Osobine disperzije Neka su X i Y sluqajne promen	ive i neka je c bilo
koji realan broj. Tada va�i:

Dc = 0;

D(cX) = c2DX.

Ako su X i Y nezavisne sluqajne promen	ive, onda va�i:

D(X + Y ) = DX +DY .
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Verovatno�a

Binomna raspodela

Test s 5 pita�a i po 4 ponu�ena odgovora | Student sluqajno bira
odgovor | X { broj taqnih odgovora

Verovatno�a da zdravo dete dobije zauxke u kontaktu s obolelim
detetom je 10% | 15 zdrave dece doxlo je u kontakt s obolelim |
Y { broj dece koja su se razbolela

20 	udi anketirano je u vezi predloga vlade | u celoj populaciji
70% podr�ava ovaj predlog | Z { broj anketiranih koji podr�avaju
predlog

Eksperiment se sastoji iz fiksnog i poznatog broj etapa n

U svakoj etapi imamo dva ishoda: \uspeh\ i \neuspeh\

Ishod u jednoj etapi ne utiqe na ishod u drugoj, ondosno etape su
nezavisne i verovatno�e uspeha su iste u svakoj etapi

Sluqajna promen	iva od interesa je broj "uspeha" u n etapa



Biostatistika

Verovatno�a

Binomna raspodela

Imamo n eksperimenata i u svakom posmatramo da li se

dogodio odre�eni doga�aj koji nazivamo uspehom.

Eksperimenti su me�usobno nezavisni i verovatno�a

uspeha u svakom od �ih je p. Za sluqajnu promen	ivu koja
predstav	a broj uspeha u n ovakvih eksperimenata ka�emo

da ima binomnu raspodelu s parametrima n i p.

Teorema

Neka sluqajna promen	iva X ima binomnu raspodelu s

parametrima n i p. Tada je �ena raspodela

f(x) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x, za x = 0, 1, 2, . . . , n.



Biostatistika

Verovatno�a

Student odgovara sluqajno da jedan od qetiri ponu�ena

odgovora. Na testu ima pet pita�a. Kolika je

verovatno�a da �e imati taqno tri taqna odgovora?

Kolika je da �e imati najvixe tri taqna odgovora? A

kolika da �e imati bar qetiri taqna odgovora?

Neka je X broj taqnih odgovora. Raspodela za X je

f(x) =

(
5

x

)(1

4

)x(3

4

)5−x
, x = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

P{X = 3} = f(3) =

(
5

3

)(1

4

)3(3

4

)2

= 10 · 1

64

9

16
=

90

1024
≈ 9%

P{X ≤ 3} = f(0) + f(1) + f(2) + f(3) =
1008

1024
≈ 98.4%

P{X ≥ 4} = 1− P{X < 4} = 1− P{X ≤ 3} =
16

1024
≈ 1.6%.



Biostatistika

Verovatno�a

Binomna raspodela

Teorema

Neka sluqajna promen	iva X ima binomnu raspodelu. Tada

va�i

EX = np, DX = np(1− p).

Anketirano je 20 	udi u vezi s predlogom vlade. Za svakog od �ih
nam je 70% xanse da je \za".

Matematiqko oqekiva�e broja anketiranih koji su \za" je
µ = np = 20 · 0.7 = 14.

Disperzija je σ2 = np(1− p) = 20 · 0.7 · 0.3 = 4.2.

Standardno odstupa�e je σ =
√

4.2 = 2.049.



Biostatistika

Verovatno�a

Puasonova raspodela

Broj doga�aja koji se dogode za neko odre�eno vreme qesto
predstav	amo Puasonovom raspodelom

Primeri: broj automobila koji pro�u kroz naplatnu rampu za sat
vremena, broj 	udi koji u�u u prodavnicu u toku jednog dana, broj
telefonskih poziva u policijskoj stanici u toku od dva sata itd.

Puasonova raspodela ima parametar λ koji predstav	a sred�i
(oqekivani) broj takvih doga�aja za to vreme.

Definicija

Puasonova raspodela Sluqajna promen	iva X ima Puasonovu raspodelu
ako je

f(x) =
e−λλx

x!
, x = 0, 1, 2, . . . ,

gde je e ≈ 2.72.



Biostatistika

Verovatno�a

U policijsku stanicu sti�e u proseku 11 poziva na sat.

Kolika je verovatno�a da u periodu od 7 do 7:15 ujutru

ne�e biti poziva?

λ = 11 · 1
4 = 2.75.

P{X = 0} =
e−2.752.750

0!
= 2.72−2.75 = 0.064.

Ako X ima Puasonovu raspodelu s parametrom λ, tada je
EX = λ, a tako�e i DX = λ.



Biostatistika

Verovatno�a

Raquna�e binomnih verovatno�a preko Puasonovih

Ukoliko je n veliko, a p takvo da je np ≤ 10, binomne
verovatno�e mogu pribli�no da se izraqunaju

korix�e�em Puasonovih(
n

x

)
px(1− p)x ≈ e−np(np)x

x!
.

Kontigent od 2000 flaxa se prevozi, a za svaku flaxu verovatno�a
da se razbije je 0.003. Kolika je verovatno�a da se razbiju dve
flaxe? A bar dve flaxe?

X { broj razbijenih flaxa; n = 2000 { veliko;
np = 2000 · 0.003 = 6 < 10.

P{X = 2} =

(
2000

2

)
0.0032(0.997)1997 ≈ 2.72−662

2!
= 0.044

P{X ≥ 2} = 1− P{X = 0} − P{X = 1} ≈ 1− 2.72−660

0!
− 2.72−661

1!
= 0.98.



Biostatistika

Verovatno�a

Neprekidne sluqajne promen	ive

Neka je X neprekidna sluqajna promen	iva. �ena gustina raspodele f(x) mora
da zadovo	ava

f(x) ≥ 0 za svako x

Ukupna povrxina ispod grafika funkcije f jednaka je 1.

Verovatno�a da X uzme vrednost izme�u bilo koje dve vrednosti a i b,
P{a < X < b} jednaka je povrxini ispod grafika funkcije f od a do b.

Nije bitno da li su kraj�e taqke uk	uqene, verovatno�a je uvek ista, tj.

P{a < X < b} = P{a ≤ X < b}
= P{a < X ≤ b}
= P{a ≤ X ≤ b}

Verovatno�e kod ve�ine raspodela raqunaju se iz tablica (ili
korix�e�em raqunara)



Biostatistika

Verovatno�a

Neprekidne verovatno�e

X { vreme prvog poziva u policijskoj stanici u prvih pola sata radnog
vremena (7:30{8:00). Nijedan period unutar ovih pola sata nije
verovatniji od drugih. Kolika je verovatno�a da prvi poziv bude izme�u
7:35 i 7:45?

Interval kada je poziv mogu� dug je 30 minuta { svaki deo ovog intervala je
jednako verovatan | f(x) = 1

30
. Ovakva raspodela naziva se ravnomernom.

Slika : P{5 < X < 15}

P{5 < X < 15} = 10 ·
1

30
=

1

3
.



Biostatistika

Verovatno�a

Matematiqko oqekiva�e i disperzija

Matematiqko oqekiva�e i disperzija neprekidnih

promen	ivih definixu se kao

EX =

∫
xf(x)dx i DX =

∫
(x− EX)2dx

Matematiqko oqekiva�e ili sred�a vrednost predstav	a

te�ixte raspodele

Kod simetriqnih raspodela matematiqko oqekiva�e je na

sredini i jednako je tako�e i medijani (a qesto i modi)

raspodele

Disperzija odre�uje oblik raspodele, xto je ve�a grafik

je \p	osnatiji", a xto je ma�a grafik je \su�eniji" oko

sred�e vrednosti



Biostatistika

Verovatno�a

Normalna raspodela

Otkrivena u 18. veku kao raspodela grexke astronomskih

osmatra�a

Jedna od najznaqajnijih raspodela u analizi podataka,

naroqito u prirodnim naukama, medicini i in�e�erstvu

Ve�ina statistiqkih metoda prave se za podatke upravo

iz normalne raspodele

Definicija

Sluqajna promen	iva ima normalnu raspodelu N (µ, σ2), s
matematiqkim oqekiva�em µ i disperzijom σ2, ukoliko je

�ena gustina raspodele oblika

f(x) =
1√
2π
e−

1
2

(x−µ
σ

)2
, za svako realno x.



Biostatistika

Verovatno�a

Osobine normalne raspodele

Grafik svake normalne raspodele je simetriqna, zvonasta kriva qija je
sredina jednaka µ

Prevoji krive su u taqkama µ− σ i µ+ σ

Disperzija σ2 odre�uje oblik krive

Povrxina ispod cele krive jednaka je 1

Verovatno�a da je normalna sluqajna promen	iva jednaka nekom broju je 0,
a verovatno�e da uzme vrednost iz nekog intervala (a, b) je povrxina
ispod grafika izme�u a i b

Slika : Normalna raspodela Slika : Razliqite disperzije Slika : P{a < Z < b}

X : N (µX , σ
2
X), Y : N (µY , σ

2
Y ), µX = µY , σ

2
X > σ2

Y



Biostatistika

Verovatno�a

Normalne verovatno�e

Kako raqunamo normalne verovatno�e?

Povrxina ispod grafika jednaka je integralu

P{a < Z < b} =

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a

1√
2π
e−

1
2

(x−µ
σ

)2
dx

Ovaj integral ne mo�e se odrediti, ve� se samo za

konkretne a i b mo�e pribli�no izraqunati

Izraqunate vrednosti su date u tablicama



Biostatistika

Verovatno�a

Standardna normalna raspodela

Definicija

Sluqajna promen	iva koja ima normalnu raspodelu sa

sred�om vrednox�u µ = 0 i disperzijom σ2 = 1 naziva se

standardnom normalnom raspodelom.

Standardna normalna raspodela je tabelirana, tj.

vrednosti raznih verovatno�a date su u tablici

Ako Z ima normalnu raspodelu (ne obavezno standardnu),
na osnovu standardne normalne raspodele obiqno
rexavamo slede�e dve vrste problema:

Za dato x raqunamo verovatno�e oblika P{Z < x},
P{Z > x} i sl.
Za datu verovatno�u α raqunamo vrednosti x tako da je
P{Z < x} = α, P{Z > x} = α i sl.



Biostatistika

Verovatno�a

Qita�e tablica standardne normalne raspodele

Funkcija standardne normalne raspodele P{Z < x}

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Ako je − 4 < x < 4, onda se P{Z < x} qita iz tablice
P{Z < 1.75} = P{Z < 1.7 + 0.05} = 0.9599

P{Z < 0.39} = P{Z < 0.3 + 0.09} = 0.6517

P{Z < x} = 0 ako je x ≤ −4; P{Z < x} = 1 ako je x ≥ 4.



Biostatistika

Verovatno�a

Standardna normalna raspodela

Z { standardna normalna | �elimo da izraqunamo slede�e verovatno�e:
P{Z ≥ 1.52}, P{−1.53 < Z < 1.62}

Slika : P{Z ≥ 1.52}

Slika : P{−1.53 < Z < 1.62}

P{Z ≥ 1.52} = 1− P{Z < 1.52}
= 1− 0.9357

= 0.0643

P{−1.53 < Z < 1.62}
=P{Z < 1.62} − P{Z < −1.53}
=0.9474− 0.0639

=0.8844.



Biostatistika

Verovatno�a

Standardna normalna raspodela

Z { standardna normalna | �elimo da izraqunamo slede�e vrednosti x:
P{Z ≤ x} = 0.59, P{−x < Z < x} = 0.80

Slika : P{Z ≤ x} = 0.59

Slika : P{−x < Z < x} = 0.80

Tra�imo x za koje va�i da je P{Z ≤
x} = 0.59. Unutar tablice tra�imo
broj koji je verovatno�a najbli�a do
0.59. To je 0.23, pa je x = 0.23.

Tra�imo x za koje va�i da je
P{−x < Z < x} = 0.80. Vidimo s
grafika da je onda P{Z < x} = 0.90.
Unutar tablice tra�imo broj za koji
je verovatno�a najbli�a do 0.90. To
je 1.28, pa je x = 1.28.



Biostatistika

Verovatno�a

Normalna raspodela

Kako raqunamo verovatno�e iz normalne raspodele koja

nije standardna?

Teorema (Teorema standardizacije)

Neka sluqajna promen	iva Z ima normalnu raspodelu sa

sred�om vrednox�u µ i disperzijom σ2. Tada sluqajna

promen	iva

Z∗ =
Z − µ
σ

ima standardnu normalnu raspodelu. Z∗ se naziva
standardizacijom sluqajne promen	ive Z.



Biostatistika

Verovatno�a

Normalna raspodela

Masa Z (u kg.) izgub	ena posle jednonede	ne dijete ima normalnu
raspodelu sa µ = 12 i σ2 = 9. Kolika je verovatno�a da neko izgubi ma�e
od 8 kilograma?

Slika : P{Z < 8} Slika : P{Z∗ < −1.33}

P{Z < 8} = P
{
Z∗ <

8− 12

9

}
= P{Z∗ < −1.33} = 0.0918.



Biostatistika

Verovatno�a

Pravila 1σ, 2σ i 3σ

Teorema

Neka sluqajna promen	iva Z ima normalnu raspodelu N (µ, σ2). Tada va�i:

1) Verovatno�a da Z odstupi od svog matematiqkog oqekiva�a najvixe za
jedno standardno odstupa�e je pribli�no 0.68

P{µ− σ < Z < µ+ σ} ≈ 0.68

2) Verovatno�a da Z odstupi od svog matematiqkog oqekiva�a najvixe za dva
standardna odstupa�a je pribli�no 0.95

P{µ− 2σ < Z < µ+ 2σ} ≈ 0.95

3) Verovatno�a da Z odstupi od svog matematiqkog oqekiva�a najvixe za tri
standardna odstupa�a je pribli�no 0.99

P{µ− 3σ < Z < µ+ 3σ} ≈ 0.99

Slika : Pravilo 1σ Slika : Pravilo 2σ Slika : Pravilo 3σ



Biostatistika

Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

X ima binomnu raspodelu gde je n = 5 i p = 0.35

f(x) =

(
5

x

)
0.35x0.655−x

f(0) = 0.1160

f(1) = 0.3124

f(2) = 0.3364

f(3) = 0.1811

f(4) = 0.0488

f(5) = 0.0052 Slika : Grafiqki prikaz f(x)



Biostatistika

Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

Grafiqki prikaz binomnih verovatno�a za p = 0.35

Slika : n = 4, np = 1.4

Slika : n = 12, np = 4.2

Slika : n = 8, np = 2.8

Slika : n = 16, np = 5.6



Biostatistika

Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

X ima binomnu raspodelu gde je n = 20 i p = 0.3. Raqunamo P{X ≤ 5}.

Slika : Binomna verovatno�a

n = 20, p = 0.3

P{X ≤ 5} = 0.0008 + 0.0068 + 0.0279

+ 0.716 + 0.1304 + 0.1789

= 0.4164

Slika : Normalna verovatno�a

µ = np = 6, σ =
√
np(1− p) = 2.05

P{Z ≤ 5.5} = P
{Z − µ

σ
≤

5.5− 6

2.05

}
= P{Z∗ ≤ −0.24} = 0.4052



Biostatistika

Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

Teorema

Neka X ima binomnu raspodelu s parametrima n i p. Ukoliko
je p ≤ 0.5 i np > 5 ili p ≥ 0.5 i n(1− p) > 5, tada, za
prirodne brojeve a i b va�i

P{a ≤ X ≤ b} ≈ P
{a− 0.5− np√

np(1− p)
≤ Z∗ ≤ b+ 0.5− np√

np(1− p)

}
,

gde Z∗ ima standardnu normalnu raspodelu.



Biostatistika

Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

Kolika je verovatno�a da je me�u 49 uqenika �ih 7 ro�eno u

nede	u? A kolika da je takvih uqenika vixe od 10?

X - broj uqenika ro�enih u nede	u ima binomnu raspodelu gde

je n = 49 i p = 1/7.
p < 0.5, np = 7 > 5 - koristimo normalnu aproksimaciju

P{X = 7} = P{7 ≤ X ≤ 7} ≈ P
{6.5− 7√

6
≤ Z∗ ≤ 7.5− 7√

6

}
= P{−0.20 ≤ Z∗ ≤ 0.20} = 0.5793− 0.4207 = 0.1586.

P{X > 10} = P{11 ≤ X} =≈ P
{10.5− 7√

6
≤ Z∗

}
= P{Z∗ ≥ 1.43} = 0.0764.



Biostatistika

Statistika

Vrste statistiqkog zak	uqiva�a

Oce�iva�e nepoznatih parametara

Testira�e statistiqkih hipoteza
Prilikom prouqava�a kriminala populaciju qine sve osobe starije od 16
godina koji su osu�eni zbog nekog kriviqnog dela. Zanima nas:

1) Koliki je sred�i broj godina obrazova�a u toj populaciji?

2) Da li je ve�ina qlanova populacije uhapxena bar jednom pre nego xto je
prvi put osu�ena?

1)- oce�iva�e parametra - prime�uje se kad nemamo prethodna

zna�a o parametru

2) testira�e hipoteze - prime�uje se kada imamo pretpostavku od

pravoj vrednosti nepoznatog parametra { u primeru da je procenat

prethodno uhapxenih ve�i od 50%

Zajedniqko za oba pristupa je

Odre�iva�e populacije

Odre�iva�e sluqajne promen	ive koju prouqavamo

Odre�iva�e parametara od va�nosti

Izvlaqe�e uzorka iz populacije



Biostatistika

Statistika

Uzorak

Pre izvo�e�a statistiqkog zak	uqka treba najpre izvu�i

sluqajni uzorak

Odredimo obim uzorka

Elemente populacije na kojima merimo vrednost sluqajne

promen	ive biramo sluqajno preko tablice sluqajnih

brojeva ili korix�e�em raqunara

Pre izbora elemenata populacije elementi uzorka

X1, . . . , Xn su sluqajne promen	ive, a kad izmerimo

vrednosti dobijamo �ihove realizacije

Definicija

Sluqajni uzorak iz raspodele za X qine sluqajne promen	ive

X1, . . . , Xn, koje su me�usobno nezavisne i imaju istu

raspodelu kao X.



Biostatistika

Statistika

Taqkasta ocena parametra µ

Taqkasta ocena nepoznatog parametra je neka statistika

qije vrednosti daju dobru procenu o vrednosti tog

parametra

Logiqna taqkasta ocena parametra sred�e vrednosti µ je

uzoraqka sredina X̄ =
∑
X
n

Ocena X̄ je sluqajna promen	iva jer za razliqite uzorke

uzima razliqite vrednosti, ona nikad ne�e biti bax

jednaka µ, ali se nadamo da daje dobru procenu
Kvalitetne taqkaste ocene po�e	no je da ispu�avaju neke
uslove:
1) da budu nepristrasne, tj. da je matematiqko oqekiva�e

ocene jednako parametru
2) da im je disperzija mala kad je n veliko

Ocena X̄ ima obe ove osobine, EX = µ i DX = σ2

n , xto

je malo kada je n veliko.



Biostatistika

Statistika

Taqkasta ocena parametra µ

Tra�imo ocenu poseqnog broja prodatih sendviqa u toku jedne nede	e. Na
uzorku obima 16 dobili smo slede�e vrednosti

905 975 783 900
1000 950 1003 789
800 600 850 913
795 925 875 810

Na osnovu ovog uzorka obima 16 dobija se x̄ = 867.1 xto je taqkasta ocena

parametra µ.



Biostatistika

Statistika

Intervali povere�a

Definicija

Za interval (G1, G2) ka�emo da je 100(1− α)% interval

povere�a za parametar θ ukoliko su G1 i G2 statistike takve

da va�i

P{G1 ≤ θ ≤ G2} = 1− α,

bez obzira na pravu vrednost parametra θ.

Za odre�iva�e granica intervala (iz odgovaraju�ih

verovatno�a) treba nam raspodela neke sluqajne

promen	ive



Biostatistika

Statistika

Interval povere�a za µ

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn uzorak obima n iz normalne raspodele s

parametrima µ i σ. Tada X̄ ima normalnu raspodelu qija je

sred�u vredost µ i disperzija σ2/n.

Na osnovu standardizacije Z = X̄−µ
σ

√
n ima standardnu

normalnu raspodelu

Ukoliko uzorak nije iz normalne, nego iz neke druge

raspodele qija je sred�a vrednost µ, a disperzija σ2,

onda Z dobijeno gor�om formulom nema normalnu

raspodelu, ali za veliko n (n > 25) ima pribli�no
normalnu raspodelu



Biostatistika

Statistika

Interval povere�a za µ kad je σ2 poznato

Tra�imo 90% interval povere�a za sred�i broj sendviqa prodatih u toku
nede	e u jednom fast fud restoranu. Pretpostavimo da je disperzija, na osnovu
nekih starih istra�iva�a jednaka 100. U uzorku obima 16 izraqunali smo
x̄ = 867.1.
Poxto Z = X̄−µ

σ

√
n ima normalnu raspodelu, onda va�i da je

P{−1.645 < Z < 1.645} = 0.90

P
{
− 1.645 <

X̄ − µ
σ

√
n < 1.645

}
= 0.90

P
{
X̄ − 1.645

σ
√
n
< µ < X̄ + 1.645

σ
√
n

}
= 0.90,

pa je tra�eni interval povere�a(
X̄ − 1.645

σ
√
n
< µ < X̄ + 1.645

σ
√
n

)
Za nax uzorak dobijamo interval (826.0,908.2). Za druge uzorke dobili bismo

drugaqije intervale.
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Interval povere�a za µ kad je σ2 poznato

Xta znaqi da imamo povere�e od
90%? To znaqi da �e 90% uzoraka
\uhvatiti" vrednost µ, a 10% �e ga
promaxiti. Mi \verujemo" da je nax
uzorak onaj koji \hvata" pravu vred-
nost nepoznatog parametra.

Slika : Intervali povere�a za µ

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak obima n iz normalne raspodele s
parametrima µ i poznatom vrednox�u σ2. 100(1−α)% interval povere�a za µ je(

X̄ − zα/2
σ
√
n
, X̄ + zα/2

σ
√
n

)
,

gde je zα/2 takvo da je P{Z > zα/2} = α
2
(povrxina desno od zα/2 je α

2
).
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Studentova T raspodela

Xta da radimo ako σ nije poznato? Oce�ujemo ga uzoraqkim standardnim
odstupa�em S i onda se raspodela me�a.

Kad ocenimo parametar σ statis-
tikom S, tada

X̄ − µ
S

√
n

ima Studentovu T raspodelu. Slika : Studentove raspodele

Osobine Studentovih raspodela

Svaka Studentova raspodela ima jedan parametar ν, broj stepeni slobode

Studentova raspodela je neprekidna

Grafik je simetriqan oko nule, sred�a vrednost je nula

Parametar ν utiqe na disperziju, xto je on ve�i, disperzija je ma�a

Kada je ν veliko, Studentova raspodela je pribli�na standardnoj
normalnoj
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Tablica Studentovih raspodela

Studentova raspodela - vrednosti x takve da je P{Tν < x} = p

p
ν 0.600 0.667 0.750 0.800 0.875 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

1 0.325 0.577 1.000 1.376 2.414 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.31
2 0.289 0.500 0.816 1.061 1.604 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327
3 0.277 0.476 0.765 0.978 1.423 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215
4 0.271 0.464 0.741 0.941 1.344 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 0.267 0.457 0.727 0.920 1.301 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893
6 0.265 0.453 0.718 0.906 1.273 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
28 0.256 0.435 0.683 0.855 1.175 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408
29 0.256 0.435 0.683 0.854 1.174 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396
30 0.256 0.435 0.683 0.854 1.173 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
55 0.255 0.433 0.679 0.848 1.163 1.297 1.673 2.004 2.396 2.668 3.245
60 0.254 0.433 0.679 0.848 1.162 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232
∞ 0.253 0.431 0.674 0.842 1.150 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090

Tra�imo x takvo da je P{T5 < x} = 0.95 | iz tablice vidimo da je
x = 2.015.
Tra�imo x takvo da je P{T5 < x} = 0.05 | povrxina je ma�a od 1/2, pa
je x negativno P{T5 < −x} = 0.95, pa je x = −2.015.
Tra�imo x takvo da je P{T2 > x} = 0.025 | onda je P{T2 < x} = 0.975,
pa je x = 4.303
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Studentova raspodela

Tra�imo x takvo da je P{−x < T15 < x} = 0.90

Slika : P{−x < T15 < x} = 0.90

Vidimo da je povrxina grafika levo od x jednaka 0.95 pa x tra�imo u tablici
takvo da je P{T15 < x} = 0.95 a to je 1.753.
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Interval povere�a za µ kada se σ2 oce�uje

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak obima n iz normalne raspodele s
parametrima µ i σ2. Tada

X̄ − µ
S

√
n

ima Studentovu T raspodelu s n− 1 stepenom slobode.

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak obima n iz normalne raspodele s
parametrima µ i σ2. 100(1− α)% interval povere�a za µ je(

X̄ − tα/2
S√
n
, X̄ + tα/2

S√
n

)
,

gde je tα/2 takvo da je P{Tn−1 > tα/2} = α
2
(povrxina desno od tα/2 je α

2
).
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Interval povere�a za µ kada se σ2 oce�uje

Posmatra se procentualna promena u broju studenata upisanih na dr�avne
univerzitete. Mo�e li se, na osnovu do�eg uzorka, tvrditi da je, u proseku,
doxlo do pove�a�a broja studenata?

5% 35% -8% 0.3% 5%
-1% -30% 12% 0% 3%
-10% 16% -5% 7% 7%
25% -15% 2% -17% 8%
0% 6% 9% 7% 3%

Slika :

P{−2.064 < T24 < 2.064} = 0.95

Imamo da je x̄ = 2.6, s2 = 170.36, s = 13.1%. Vrednost tα/2 nalazimo tako xto
je povrxina desno jednaka 0.025, a samim tim iz tablice qitamo za
P{T24 < t} = 0.975. Interval povere�a je(
X̄ − 2.064 · S

5
, X̄ + 2.064 · S

5

)
.

Za nax uzorak dobija se (-2.8,8.0). Zak	uqak je da verujemo, s povere�em od 95%
da je procentualno pove�a�e broja upisanih studenata izme�u -2.8 i 8.0%.
Poxto je 0 unutar intervala, a imamo i negativne vrednosti, ne mo�emo
tvrditi da se broj upisanih pove�ava.
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Testira�e statistiqkih hipoteza

Imamo dve hipoteze: nultu i alternativnu

Alternativna (ili istra�ivaqka) hipoteza je ono xto

tvrdimo i �elimo da statistiqki proverimo (obiqno

sadr�i reqi kao ve�e, ma�e, zavisi...)

Nulta hipoteza je suprotna alternativnoj (obiqno sadr�i

reqi jednako, ma�e ili jednako, ne zavisi...)

Testira�e se vrxi u ci	u odbaciva�a nulte hiopteze, tj.

prihvata�a suxtinske alternativne hipoteze
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Problem testira�a

stvarno sta�e optu�enog

odluka porote nije kriv kriv je

kriv grexka prve vrste ispravna odluka

nije kriv ispravna odluka grexka druge vrste

stvarno sta�e stvari

zak	uqak testira�a H0 je taqna H0 je netaqna

odbacujemo H0 grexka prve vrste ispravna odluka

ne odbacujemo H0 ispravna odluka grexka druge vrste
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Problem testira�a

Zak	uqak donosimo na osnovu vrednosti neke statistike, koju nazivamo
test statistikom. Ako ona u naxem uzorku uzme vrednost koja je
neuobiqajena ako va�i H0, onda odbacujemo H0.

Odbaciva�e H0 je statistiqki znaqajna odluka, znaqi da smo skupili
dovo	no dokaza u prilog naxoj alternatvinoj hipotezi

Neodbaciva�e H0 nije statistiqki znaqajan rezultat. To mo�e da znaqi
da stvarno va�i H0, ili da va�i H1 ali da nemamo dovo	no dokaza �oj u
prilog.

Kako doneti odluku? Jedna mogu�nost je zadati unapred vrednost α
(najqex�e 0.05), koji nazivamo merom ili pragom znaqajnosti testa, koji
�e nam fiksirati verovatno�u grexke prve vrste. Ukoliko nam test
statistika uzme vrednost koja pod H0 ima verovatno�u ma�u od α,
odbacujemo H0.

p-vrednost testa je verovatno�a da izvuqemo neki uzorak koji je bo	i
dokaz u korist naxe alternativne hipoteze od onog koji smo ve� izvukli
Ukoliko je ta verovatno�a mala, to znaqi da su naxi dokazi odliqni pa
odbacujemo H0. Granica je ponovo obiqno na 5%.
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Vrste nultih i alternativnih hipoteza

Maxina za postav	a�e qu�eva u kugla�u treba da ima proseqno vreme
postav	a�a od 4 sekunde. Ako je du�e, stvara se nervoz kod takmiqara, a
ako je kra�e, qu�evi se obaraju. Testiramo maxinu da li radi kako treba

H1 : µ 6= 4, H0 : µ = 4

Imamo raqunar na kome je za nax program potrebno 45 sekundi da se
izvrxi. Prilikom kupovine novog raqunara �elimo da budemo sigurni da
je on bo	i. Testiramo

H1 : µ < 45; H0 : µ ≥ 45

Razmatra se otvara�e nove prodavnice i smatra se da je treba otvoriti
ukoliko prihodi budu ve�i od 2$ po muxteriji. Testira se

H1 : µ > 2; H0 : µ ≤ 2
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Definicija

Postoje tri testa o sred�oj vrednosti

H0 : µ = µ0 protiv H1 : µ 6= µ0 (dvostrani)

H0 : µ ≥ µ0 protiv H1 : µ < µ0 (jednostani levi)

H0 : µ ≤ µ0 protiv H1 : µ > µ0 (jednostrani desni)

Test statistika u sva tri sluqaja je

T0 =
X̄ − µ0

S

√
n,

koja, ako je H0 taqno, ima Studentovu raspodelu s n− 1 stepenom slobode.

p-vrednost jednostranog levog testa je povrxina levo od vrednosti t0 koju
statistika T0 uzme u uzorku.

p-vrednost jednostranog desnog testa je povrxina desno od vrednosti t0

p-vrednost dvostranog testa je dvostruka povrxina levo od vrednosti t0,
ako je t0 < 0 ili dvostruka povrxina desno od vrednosti t0, ako je t0 > 0.
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Testiramo H0 : µ ≤ 2$ (prodavnica nije profitabilna) protiv H1 : µ > 2$
(prodavnica je profitabilna)

Uzorak:

2.75 6.25 3.50 3.01 5.10
5.06 4.50 4.17 2.57 3.15
3.98 2.37 2.03 1.02 5.28
1.57 1.00 1.16 1.07 3.12
0.75 0.10 0.25 3.09 4.10

Slika : 0.01 < P{T24 > 2.46} < 0.025

n = 25, T0 = X̄−2
S

√
25 ima Studentovu T24 raspodelu. Iz uzorka raqunamo

x̄ = 2.842, s2 = 1.708, s = 2.918. Vrednost test statistike iz uzorka je
t0 = 2.842−2

2.918

√
25 = 2.46.

Iz tablice vidimo da je 2.46 izme�u 2.064 i 2.492. Prva odgovara p-vrednosti

od 0.025, a drugi od 0.01. Prava p-vrednost testa je dakle izme�u 0.01 i 0.025,

pa zak	uqujemo da treba odbaciti H0 i otvoriti prodavnicu.
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Testiramo H0 : µ ≥ 45 (novi raqunar nije bo	i) protiv H1 : µ < 45 (novi

raqunar je bo	i)

U uzorku obima 30 dobijeno je

x̄ = 44.5, s = 2

Slika : 0.05 < P{T29 < −1.37} < 0.1

n = 30, T0 = X̄−45
S

√
29 ima Studentovu T24 raspodelu. Vrednost test statistike

iz uzorka je t0 = 44.5−45
2

√
29 = −1.37.

Iz tablice vidimo da je -1.37 izme�u -1.699 i -1.311. Prva odgovara p-vrednosti

od 0.1, a drugi od 0.05. Prava p-vrednost testa je dakle izme�u 0.05 i 0.1, pa je

odluka na nama, ako smatramo da je grexka izme�u 5 i 10% velika, zak	uqi�emo

da ne treba odbaciti H0 i ne treba kupiti novi raqunar, a ako mislimo da je

mala, onda �emo kupiti novi raqunar.
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Testiramo H0 : µ = 4 (maxina za qu�eve radi kako treba) protiv H1 : µ 6= 4
(treba joj servis)

Uzorak:

4.1 3.5 3.2 4.1
3.5 4.3 4.0 4.5
2.5 3.8 4.6 3.0
4.1 3.6 3.7 3.9

Slika : 0.05 < P{T24 < −1.60} < 0.1

n = 16, T0 = X̄−4
S

√
16 ima Studentovu T15 raspodelu. Iz uzorka raqunamo

x̄ = 3.78, s = 0.55. Vrednost test statistike iz uzorka je
t0 = 3.78−4

0.55

√
16 = −1.60.

Iz tablice vidimo da je -1.60 izme�u -1.753 i -1.341. Prva odgovara p-vrednosti

od 0.05, a drugi od 0.10. Da je test bio jednostrani, prava p-vrednost testa bi

bila izme�u 0.05 i 0.1, ali poxto je test dvostrani, onda se vrednosti

dupliraju, pa je izme�u 0.1 i 0.2. Takva grexka je prevelika, pa ne odbacujemo

H0 i ne servisiramo maxinu
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Prag znaqajnosti testa

Prag znaqajnosti testa je maksimalna grexka koju tolerixemo pri
odbaciva�u nulte hipoteze

Ako je dat prag α, onda ako je p-vrednost testa ma�a od α odbacujemo
nultu hipotezu, a ako je p-vrednost testa ve�a od α, nemamo dovo	no
dokaza da odbacimo nultu hipotezu

Ka�emo da smo odbacili (ili ne mo�emo da odbacimo) H0 pri pragu α

Ispituje se du�ina pauze izma�u dva uzastopna svetla kod jedne vrste svitaca.
�elimo da potvrdimo naxu pretpostavku da je sred�a du�ina pauze kra�a od 4
sekunde, pa je H0 : µ ≥ 4, a H1 : µ < 4. Posledice grexke nisu katastrofalne pa
dozvo	avamo grexku od α = 10%. Imamo uzorak obima 16 u kome je x̄ = 3.77 i
s = 0.30.
t0 = x̄−4

s

√
16 = −3.06. Raspodela je T15.

p-vrednost je izme�u 0.001 i 0.005. Poxto je p-vrednost ma�a od α = 0.1,
odbacujemo H0 i zak	uqujemo da smo u pravu kad tvrdimo da je sred�a pauza
kra�a od 4 sekunde, pri pragu od 10%.

Drugi naqin: Iz tablice je t za koje je P{T15 < t} = 0.1 jednako t = −1.34. Kako
je t0 < t, to znaqi da je P{T15 < t0} < P{T15 < t} pa odbacujemo H0.
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Hi kvadrat raspodela

Slika : Hi kvadrat raspodela

Osobine hi kvadrat raspodela

Svaka hi kvadrat raspodela ima jedan parametar ν, broj stepeni slobode

Hi kvadrat raspodela je neprekidna

Vrednosti hi kvadrat raspodele uvek su pozitivne

Hi kvadrat raspodela je nesimetriqna

Matematiqko oqekiva�e hi kvadrat raspodele χ2
ν je ν, a disperzija 2ν
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Hi kvadrat raspodela

χ2 raspodela - vrednosti x takve da je P{X2
ν < x} = p

p

ν 0.001 0.005 0.010 0.025 0.050 0.100 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

1 0.000 0.000 0.000 0.001 0.004 0.016 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828
2 0.002 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597 13.816
3 0.024 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838 16.266
4 0.091 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860 18.467
5 0.210 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750 20.515
6 0.381 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548 22.458
7 0.598 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278 24.322
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
20 5.921 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997 45.315
21 6.447 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401 46.797
22 6.983 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796 48.268
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......

Tra�imo x takvo da je P{X2
5 < x} = 0.05 | iz tablice vidimo da je

x = 1.145.

Tra�imo x takvo da je P{X2
20 > x} = 0.025 | onda je

P{X2
20 < x} = 0.975, pa je x = 34.170
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Interval povere�a za σ2 kod normalne raspodele

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak obima n iz normalne raspodele s
parametrima µ i σ2. Tada

(n− 1)S2

σ2

ima χ2 raspodelu s n− 1 stepenom slobode.
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Interval povere�a za σ2 kod normalne raspodele

Tra�imo 90% interval povere�a za disperziju pakova�a jedne vrste qipsa.

Uzorak
17.86 17.42 15.91 14.19
14.52 17.11 18.11 19.25
15.82 13.27 13.71 15.80
14.85 17.38 14.28 16.85

s2 = 3.125 Slika : P{7.26 < X2
15 < 25.0} = 0.9

Poxto
(n−1)S2

σ2 ima χ2
n−1 raspodelu, onda va�i da je

P
{

7.26 <
15S2

σ2
< 25.0

}
= 0.90

P
{15S2

25.0
< σ2 <

15S2

7.26

}
= 0.90,

pa je tra�eni interval povere�a(15S2

25.0
< σ2 <

15S2

7.26

)
Za nax uzorak dobijamo (1.875,6.456). Za druge uzorke su drugaqiji intervali.
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Interval povere�a za σ2 kod normalne raspodele

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak obima n iz normalne raspodele s
parametrima µ i σ2. 100(1− α)% interval povere�a za σ2 je( (n− 1)S2

χ2
1−α

2

,
(n− 1)S2

χ2
α
2

)
,

gde je χ2
1−α/2 takvo da je P{X2

n−1 > χ2
1−α/2} = α

2
(povrxina desno od

χ2
1−α/2 je α

2
), a χ2

α/2 takvo da je P{X2
n−1 < χ2

α/2} = α
2
(povrxina levo od

χ2
α/2 je α

2
)

Interval povere�a za standardno odstupa�e σ je

(√ (n− 1)S2

χ2
1−α

2

,

√
(n− 1)S2

χ2
α
2

)
.
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Interval povere�a za σ2 kod normalne raspodele

Za jedan psiholoxki eksperiment potrebno je da qlanovi populacije koja se
prouqava imaju raznovrsne godine starosti, a �e	eno standardno odstupa�e je 5
godina. Tra�imo 90% interval povere�a za disperziju godina starosti
populacije koju ispitujemo.

Uzorak
31 26 40 37
35 36 39 37
34 37 38 35
26 41 40 41
35 30 42 36

Slika : P{8.91 < X2
19 < 32.9} = 0.9

Imamo da je n = 20, s2 = 21.12. Iz tablice dobijamo da je χ2
0.95 = 32.9, a

χ2
0.05 = 8.91. Interval povere�a za σ2 je

(19S2

32.9
,

19S2

8.91

)
.

Za nax uzorak dobijamo (12.20,45.04). Interval povere�a za standardno
odstupa�e σ je (3.5,6.7). Poxto on obuhvata �e	enu vrednost, mo�emo smatrati
da nam populacija ima zadovo	avaju�u disperziju.
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Testira�e hipoteze o σ2 kod normalne raspodele

Definicija

Postoje tri testa o disperziji σ2

H0 : σ2 = σ2
0 protiv H1 : σ2 6= σ2

0 (dvostrani)

H0 : σ2 = σ2
0 protiv H1 : σ2 < σ2

0 (jednostani levi)

H0 : σ2 = σ2
0 protiv H1 : σ2 > σ2

0 (jednostrani desni)

Test statistika u sva tri sluqaja je

X2
0 =

(n− 1)S2

σ2
0

,

koja, ako je H0 taqno, ima hi kvadrat raspodelu s n− 1 stepenom slobode.

p-vrednost jednostranog levog testa je povrxina levo od vrednosti χ2
0 koju

statistika χ2
0 uzme u uzorku.

p-vrednost jednostranog desnog testa je povrxina desno od vrednosti χ2
0

p-vrednost dvostranog testa je pribli�no dvostruka povrxina levo ili
desno od vrednosti χ2

0, u zavisnosti od toga koja je od tih povrxina ma�a
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Testira�e hipoteze o σ2 kod normalne raspodele

Unutrax�i pritisak standardnih teniskih loptica ima normalnu raspodelu sa
sred�om vrednox�u 28 i disperzijom 0.25. Testiramo da li loptice dobijene
novom tehnikom proizvod�e imaju ma�u disperziju pritiska s pragom
znaqajnosti α = 0.05. Testiramo, dakle,

H0 : σ2 = 0.25 protiv H1 : σ2 < 0.25

Uzorak
28.20 27.31 28.68 27.98 27.99
28.04 27.47 28.57 28.12 28.75
28.36 27.96 28.30 28.29 28.40
27.46 27.99 27.94 27.76 27.91
27.59 27.71 28.60 27.91 27.82 Slika :

0.05 < P{0 < X2
24 < 14.37} < 0.1

Imamo da je n = 25, s2 = 0.1497, χ2
0 = 24·0.1497

0.25
= 14.37.

Iz tablice dobijamo vidimo da je 14.37 izme�u vrednosti 13.8 i 15.7, pa je
p-vrednost testa izme�u 0.05 i 0.1. Poxto je p-vrednost ve�a od α, nemamo
dokaza da odbacimo H0, pa smatramo da nove lopte nemaju ma�i pritisak od
standardnih.



Biostatistika

Statistika

Oce�iva�e nepoznatog procenta p

Imamo populaciju, i svaki qlan klasifikujemo u odnosu na to da li ima
odre�eno svojstvo ili ga nema

Parametar p predstav	a procenat (tj. udeo) populacije koji ima to
svojstvo

Sluqajna promen	iva X uzima vrednost 1 na elementima populacije koji
imaju to svojstvo, a 0 na onim koji ga nemaju

Taqkasta ocena parametra p je p̂ = X̄ =
∑
X
n

, gde je
∑
X, u stvari, broj

elemenata uzorka koji imaju ispitivano svojstvo

Anketirano je 500 osoba telefonom i 285 �ih je protiv predlo�enih poreznih
reformi. Ako je p procenat populacije koji je protiv reformi, ocena tog
procenta je

x̄ =

∑
x

n
=

285

500
= 0.57.

Zak	uqujemo da je 57% populacije protiv reformi. Kada bi populacija bila od

milion stanovnika, procena je da je 570000 protiv.



Biostatistika

Statistika

Oce�iva�e nepoznatog procenta p

Sluqajna promen	iva Y =
∑
X, broj \uspeha" u uzorku obima n, ima

binomnu raspodelu s parametrima n i p

Teorema

Uzoraqka sredina

X̄ =

∑
X

n
=

broj elemenata u uzorku koji imaju odre�eno svojstvo

obim uzorka

nepristrasna je ocena nepoznatog procenta p elemenata populacije koji imaju to
svojstvo. Pored toga va�i

DX̄ =
p(1− p)

n
.



Biostatistika

Statistika

Interval povere�a za p

S obzirom da Y ima binomnu raspodelu, ako je n veliko,

Y − np√
np(1− p)

=
X̄ − p√
p(1−p)
n

ima pribli�no standardnu normalnu raspodelu

Prime�uju�i postupak prav	e�a intervala povere�a dobili bismo, za
nivo povere�a 1− α

(
X̄ − zα/2

√
p(1− p)

n
, X̄ + zα/2

√
p(1− p)

n

)
Ovo nije dobar interval povere�a jer zavisi od nepoznatog parametra p!

Zato umesto p stav	amo �egovu ocenu p̂ = X̄.



Biostatistika

Statistika

Interval povere�a za p

Teorema

Interval povere�a za nepoznati procenat p je

(
X̄ − zα/2

√
X̄(1− X̄)

n
, X̄ + zα/2

√
X̄(1− X̄)

n

)
,

gde je zα/2 takvo da je P{Z > zα/2} = α
2
.

Analiziramo populaciju gojaznih mladi�a (18-24 godine). U uzorku od 25
�ih 20 ima visok pritisak. �elimo 95% interval povere�a za procenat
gojaznih mladi�a kojimimaju visok krvni pritisak.

Imamo da je n = 25,
∑
x = 20, x̄ = 20

25
=

0.80.
Iz tablice dobijamo da je z0.025 = 1.96,
pa je interval povere�a za nax uzorak
(64.3%,95.7%). Prime�ujemo da je inter-
val veoma xirok!

Slika : P{−1.96 < Z < 1.96} < 0.95



Biostatistika

Statistika

Obim uzorka za oce�iva�e p

Kako \skratiti" interval da bi bio smislen?

Jedna mogu�nost je sma�iti nivo povere�a, ali onda gubimo na �egovoj
pouzdanosti

Druga mogu�nost je pove�ati obim uzorka, ali uzorci su skupi pa treba da
izraqunamo koliki je najma�i uzorak koji nam treba

Du�ina intervala povere�a je 2zα/2

√
X̄(1−X̄)

n
. Vrednost X̄(1− X̄) uvek je

ma�a ili jednaka 1/4.
Ukoliko �elimo da interval bude ne du�i od 2d, tada mora da va�i

2zα/2
1
√

4n
≤ 2d,

odnosno

n ≥
z2
α/2

4d2
.



Biostatistika

Statistika

Obim uzorka za oce�iva�e p

Teorema

Potreban obim uzorka za oce�iva�e p intervalom unapred zadate du�ine 2d je

n =
z2
α/2

4d2

U primeru o krvnom pritisku, da bismo imali interval du�ine najvixe 0.02 (2
procenta), treba da imamo

n =
1.962

4 · 0.012
= 9604.

Znaqi, treba da ispitamo 9604 osobe da bismo s povere�em od 95% procenili

procenat gojaznih sa �e	enom preciznox�u.



Biostatistika

Statistika

Testira�e hipoteze o p

Definicija

Postoje tri testa o nepoznatom procentu p

H0 : p = p0 protiv H1 : p 6= p0 (dvostrani)

H0 : p = p0 protiv H1 : p < p0 (jednostani levi)

H0 : p = p0 protiv H1 : p > p0 (jednostrani desni)

Test statistika u sva tri sluqaja je

Z0 =
X̄ − p0√
p0(1− p0)

√
n,

koja, ako je H0 taqno, ima pribli�no standardnu normalnu raspodelu.

p-vrednost jednostranog levog testa je povrxina levo od vrednosti z0 koju
statistika z0 uzme u uzorku.

p-vrednost jednostranog desnog testa je povrxina desno od vrednosti z0

p-vrednost dvostranog testa je dvostruka povrxina levo ili desno od
vrednosti z0, u zavisnosti od toga da li je z0 negativno ili pozitivno



Biostatistika

Statistika

Testira�e hipoteze o p

Procenat ma�inskog stanovnixtva u nekom gradu je 20%. �elimo da ispitamo
da kod radnika u texkoj industriji koji su pripadnici ma�ina postoji
diskriminacija prilikom zapox	ava�a (bilo pozitivna ili negativna).

Testiramo H0 : p = 0.2 protiv H0 : p 6= 0.2.

U uzorku od 100 radnika bilo je 17 pripadnika ma�ina. Vrednost test
statistike je

z0 =
0.17− 0.2
√

0.2 · 0.8
√

100 = −0.75.

Poxto je z0 < 0, gledamo povrxinu levo od z0. Iz tablice standardne normalne
imamo da je P{Z < −0.75} = 0.2266. Poxto je test dvostrani, imamo da je
p-vrednost 2 · 0.2266 = 0.45.

Zak	uqak je da nemamo dokaza o diskriminaciji kod zapox	ava�a radnika.



Biostatistika

Statistika

Oce�iva�e razlike procenata

Qesto treba da uporedimo nepoznate procente p1 i p2 u dve razliqite
populacije

Ispitujemo da li je procenat qlanova koji imaju odre�eno svojstvo ve�i u
nekoj od populacija i za koliko je ve�i

Nepoznati parametar od va�nosti je p1 − p2

Taqkasta ocena je

̂p1 − p2 = p̂1 − p̂2 =

∑
X1

n1
−
∑
X2

n2
= X̄1 − X̄2,

razlika uzoraqkih sredina odgovaraju�ih uzoraka.



Biostatistika

Statistika

Interval povere�a za p1-p2

Teorema

Neka su X̄1 i X̄2 ocene procenata p1 i p2 zasnovane na nezavisnim uzorcima
obima n1 i n2. Ocena X̄1 − X̄2 je nepristrasna, a �ena disperzija je

D(X̄1 − X̄2) =
p1(1− p1)

n1
+
p2(1− p2)

n2

Teorema

100(1− α)% interval povere�a za razliku procenata p1 − p2 je

(
X̄1 − X̄2 ± zα/2

√
X̄1(1− X̄1)

n1
+
X̄2(1− X̄2)

n2

)
,



Biostatistika

Statistika

Interval povere�a za p1-p2

Od 50 	udi 40 je promenilo mix	e�e o umetniqkoj slici na osnovu kritike
Pabla Pikasa, a 30 od 60 na osnovu kritike studenta likovne umetnosti.
Tra�imo 95% interval povere�a za razliku procenata onih na qije mix	e�e
utiqe jaqi, odnosno slabiji, autoritet.

Taqkasta ocena je ̂p1 − p2 = 40
50
− 30

60
= 0.3. Vrednost iz tablice je z0.025 = 1.96,

a interval povere�a na osnovu naxeg uzorka je (0.132,0.468).

Zak	uqak je, s obzirom da je interval pozitivan, da je procenat onih na koji
utiqe jaqi autoritet ve�i, pa autoritet ima uticaja na formira�e mix	e�a.



Biostatistika

Statistika

Testira�e hipoteza o razlici procenata

Definicija

Postoje tri testa o razlici procenata p1 − p2

H0 : (p1 − p2) = (p1 − p2)0 protiv H1 : (p1 − p2) 6= (p1 − p2)0

H0 : (p1 − p2) = (p1 − p2)0 protiv H1 : (p1 − p2) < (p1 − p2)0

H0 : (p1 − p2) = (p1 − p2)0 protiv H1 : (p1 − p2) > (p1 − p2)0

Test statistika u sva tri sluqaja je

Z0 =
(X̄2 − X̄2)− (p1 − p2)0√

X̄1(1− X̄1)/n1 + X̄2(1− X̄2)/n2

,

koja, ako je H0 taqno, ima pribli�no standardnu normalnu raspodelu.

p-vrednost jednostranog levog testa je povrxina levo od vrednosti z0 koju
statistika z0 uzme u uzorku.

p-vrednost jednostranog desnog testa je povrxina desno od vrednosti z0

p-vrednost dvostranog testa je dvostruka povrxina levo ili desno od
vrednosti z0, u zavisnosti od toga da li je z0 negativno ili pozitivno



Biostatistika

Statistika

Testira�e hipoteza o razlici procenata

Prodavci kopir aparata tvrde da �ihova maxina pravi za 10% vixe
kvalitetnih kopija nego konkurencka. Neka je p1 procenat kvalitetnih kopija
�ihove maxine, a p2 konkurencke.

Testiramo H0 : p1 − p2 = 0.10 protiv H1 : p1 − p2 > 0.10.

Reklamirana maxina je od 1000 napravila 900 kvalitetnih, a konkurencka 711
od 900. Taqkaste ocene su p̂1 = x̄1 = 900/1000 = 0.90, p̂2 = x̄2 = 711/900 = 0.79,
̂p1 − p2 = 0.11.

Vrednost test statistike je

z0 =
0.90− 0.79− 0.10√

0.90 · 0.10/1000 + 0.79 · 0.21/900
= 0.604.

Iz tablice vidimo da je povrxina desno od z0, P{Z > z0} = 0.2743.

Poxto je p-vrednost velika, zak	uqak je da nema dokaza da je procenat

kvalitetnih kopija reklamirane maxine ve�i.



Biostatistika

Statistika

Testira�e hipoteza o razlici procenata

Najqex�a primena ovog testira�a je kada je pretpostav	ena razlika
(p1 − p2)0 jednaka nuli, tj. kada je H0 : p1 = p2, a H1 mo�e da bude
p1 6= p2, p1 < p2 ili p1 > p2

Smatra se da je me�u kontrolorima leta, zbog izlo�enosti radaru, ve�a
uqestalost katarakte u odnosu na ostatak populacije. Da to proverimo, dobili
smo uzorke u kojima ima 6 sluqajeva katarakte me�u 100 kontrolora leta, i 7
me�u 200 qlanova ostatka populacije.

Testiramo H0 : p1 = p2 protiv H1 : p1 > p2. Taqkasta ocena razlike je
x̄1 − x̄2 = 0.025. Vrednost statistike z0 je 0.92. Poxto je p-vrednost testa
P{Z > 0.92} = 0.1788, nemamo dovo	no dokaza da je katarakta qex�a kod
kontrolora leta.



Biostatistika

Statistika

Fixerova raspodela

Slika : P{Fν1,ν2 < x} = 0.90

Tablica Fixerove raspodele, p = 0.90

ν2\ν1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 15

1 49.5 53.6 55.8 57.2 58.2 59.1 59.7 60.5 61.0 61.5
2 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 9.39 9.41 9.43
3 5.46 5.39 5.34 5.31 5.28 5.27 5.25 5.23 5.22 5.20
4 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.98 3.95 3.92 3.90 3.87
5 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.30 3.27 3.24
6 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 2.98 2.94 2.90 2.87
7 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.78 2.75 2.70 2.67 2.63
8 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.54 2.50 2.46
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......

Tra�imo x takvo da je F3,5 = 0.9. Iz tablice dobijamo x = 3.62.
Tablice se prave za svaku verovatno�u posebno - ovde je za p = 0.90



Biostatistika

Statistika

Upore�iva�e disperzija dve normalne populacije

Teorema

Neka su X1, . . . , Xn1 i Y1, . . . , Yn2 nezavisni uzorci iz normalnih raspodela
N (µ1, σ2

1) i N (µ2, σ2
2). U sluqaju da va�i σ2

1 = σ2
2 , sluqajna veliqina

S2
1

S2
2

ima Fixerovu Fn1−1,n2−1 raspodelu.



Biostatistika

Statistika

Upore�iva�e disperzija dve normalne populacije

Definicija

Prilikom testira�a hipoteza H0 : σ2
1 = σ2

2 protiv neke od standardnih
alternativa koristi se statistika

F0 =
S2

1

S2
2

.

p-vrednost jednostranog levog testa je povrxina levo od vrednosti f0 koju
statistika F0 uzme u uzorku.

p-vrednost jednostranog desnog testa je povrxina desno od vrednosti f0

p-vrednost dvostranog testa je pribli�no dvostruka povrxina levo ili
desno od vrednosti f0, u zavisnosti od toga koja je od tih povrxina ma�a.



Biostatistika

Statistika

Upore�iva�e disperzija dve normalne populacije

In�e�er hortikulture je napravio eksperiment s dve nove hibridne sorte
zimzelenog �bu�a i va�no mu je da disperzija bude xto ma�a. Na osnovu
posmatra�a ima indicija da sorta A ima ma�u disperziju. Na osnovu uzorka od
12 bi	aka sorte A i 10 bi	aka sorte B dobijeno je s2A = 0.0955 i s2B = 0.1831.

Testira�emo jednakost disperzija protiv alternative σ2
A < σ2

B . Vrednost test

statistike je f0 =
s2B
s2
A

= 0.521.

U tablici za Fixerovu F11,9 raspodelu vidimo da je taqka za koju je povrxina
levo od �e 10% jednaka 0.440. Poxto je naxa vrednost f0 ve�a, znaqi da je
p-vrednost testa ve�a od 10% pa nemamo dokaza za tvrd�u da je disperzija
visine bi	aka sorte A ve�a.



Biostatistika

Statistika

Upore�iva�e sred�ih vrednosti dve normalne

populacije

Imamo dve populacije qija oble�ja imaju normalne raspodele. �elimo da
ocenimo ili testiramo razliku �ihovih sred�ih vrednosti

Taqkasta ocena je ̂µ1 − µ2 = X̄1 − X̄2, razlika uzoraqkih sred�ih
vrednosti

Za odre�iva�e intervala povere�a i testira�e hipoteza razlikujemo dva

osnovna sluqaja

Sluqaj nezavisnih uzoraka
Sluqaj sparenih uzoraka



Biostatistika

Statistika

Sluqaj nezavisnih uzoraka

Izvlaqimo dva uzorka obima n1 iz normalne raspodele N (µ1, σ2
1) sluqajne

veliqine X, i obima n2 iz normalne raspodele N (µ2, σ2
2) sluqajne

veliqine Y . �elimo da intervalno ocenimo ili testiramo parametar
µ1 − µ2.

Raspodela odgovaraju�ih statistika zavisi od toga da li pretpostav	amo
da su disperzije σ2

1 i σ2
2 , iako nepoznate, jednake ili razliqite. Zato je

va�no najpre ispitati jednakost disperzija i prime�ujemo test o
jednakosti disperzija.

Ovde imamo nestandardni sluqaj testira�a hipoteze o jednakosti
disperzija jer je posledica ve�a ako odluqimo da ne odbacimo H0. Stoga
testiramo s neuobiqajeno velikim pragom znaqajnosti α = 0.2, tako da nam
treba p-vrednost testa od bar 20% da bismo zak	uqili da su disperzije
jednake.

Ukoliko zak	uqimo da su disperzije jednake, prime�ujemo proceduru s
oce�iva�em zajedniqke disperzije, a u suprotnom Satervajtovu proceduru.
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Sluqaj jednakih disperzija

Teorema

Neka su X1, . . . , Xn1 i Y1, . . . , Yn2 nezavisni uzorci iz normalnih raspodela
N (µ1, σ2

1) i N (µ2, σ2
2). Ukoliko je σ2

1 = σ2
2 = σ2, sluqajna promen	iva

X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

σ
√

1/n1 + 1/n2

ima standardnu normalnu raspodelu.

Me�utim, σ je nepoznato pa ga oce�ujemo iz uzorka. Poxto je ono jednako u
oba uzorka oce�ujemo da zajedniqkom uzoraqkom disperzijom.

Definicija

Neka su S2
1 i S2

2 uzoraqke disperzije uzoraka obima n1 i n2 iz populacija s
jednakom disperzijom σ2. Zajedniqka uzoraqka disperzija je tada

S2
z =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2
.
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Statistika

Sluqaj jednakih disperzija - interval povere�a

Teorema

Neka su X1, . . . , Xn1 i Y1, . . . , Yn2 nezavisni uzorci iz normalnih raspodela
N (µ1, σ2) i N (µ2, σ2) i neka je Sz zajedniqka uzoraqka disperzija. Tada
sluqajna promen	iva

X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

Sz
√

1/n1 + 1/n2

ima Studentovu raspodelu s n1 + n2 − 2 stepeni slobode.

100(1− α)% interval povere�a za razliku sred�ih vrednosti µ1 − µ2 je

(
X̄1 − X̄2 − tα/2Sz

√
1

n1
+

1

n2
, X̄1 − X̄2 + tα/2Sz

√
1

n1
+

1

n2

)
,

gde je tα/2 vrednost iz Tn1+n2−2 raspodele takvo da je povrxina desno od �ega
jednaka α/2.
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Statistika

Sluqaj jednakih disperzija - interval povere�a

Da bi se ispitao uticaj aspirina na suzbija�e glavobo	e, 22 pacijenta sluqajno
je pode	eno u dve grupe. Prvoj grupi dat je aspirin, a drugoj drugi lek. Zatim
je mereno vreme u minutima do prestanka glavobo	e. Dobijeni su slede�i
rezultati

Aspirin Drugi lek

9.9 8.0 9.5 5.9 8.2 17.3 10.1 10.2
12.2 13.5 9.6 11.5 9.1 10.5 9.7
12.5 9.5 10.3 11.9 9.0 15.2 11.6

Iz uzorka dobijamo da je x̄1 = 10.36, i x̄2 = 11.09. Taqkasta ocena razlike je
̂µ1 − µ2 = 10.36− 11.09 = −0.73.

Testiramo prvo jednakost disperzija, tj. H0 : σ2
1 = σ2

2 protiv H1 : σ2
1 6= σ2

2 s
pragom znaqajnosti od 20%. Imamo da je s21 = 4.475 i s22 = 8.494, a statistika je
s22/s

2
1 = 1.898. U tablici Fixerove raspodele za ν1 = 9 i ν2 = 11 vidimo da je

za taqku 2.274 povrxina desno od �e 10% pa je p-vrednost dvostranog testa ve�a
od 2 · · · 10% = 20%, te zak	uqujemo da su disperzije jednake.

Tra�imo sada 90% interval povere�a za µ1 − µ2. Zajedniqka disperzija je
s2z = 11·4.475+9·8.494

12+10−2
= 6.284, a sz =

√
s2z = 2.51. Iz tablice za Studentovu T20

raspodelu imamo t0.05 = 1.725. Interval povere�a je (-2.58,1.12). S obzirom da
je nula unutar ovog intervala, nemamo dokaza da je aspirin bo	i od drugog leka
za tretman glavobo	e.
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Sluqaj jednakih disperzija - T -test

Studentov ili T -test | jedan od najqex�e korix�enih u prime�enoj statistici

Definicija

Postoje tri hipoteze o razlici sred�ih vrednosti µ1 − µ2

H0 : µ1 = µ2 (µ1 − µ2 = 0) protiv H1 : µ1 6= µ2

H0 : µ1 = µ2 protiv H1 : µ1 < µ2

H0 : µ1 = µ2 protiv H1 : µ1 > µ2

Test statistika u sva tri sluqaja je

T0 =
(X̄2 − X̄2)− 0

Sz
√

1
n1

+ 1
n2

,

koja, ako je H0 taqno, ima pribli�no Studentovu Tn1+n2−2 raspodelu.

p-vrednost jednostranog levog testa je povrxina levo od vrednosti t0 koju
statistika T0 uzme u uzorku.

p-vrednost jednostranog desnog testa je povrxina desno od vrednosti t0

p-vrednost dvostranog testa je dvostruka povrxina levo ili desno od
vrednosti t0, u zavisnosti od toga da li je t0 negativno ili pozitivno
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Sluqaj jednakih disperzija

Proizvedene su dve nove supstance za zaxtitu karoserije od r�e. Sluqajna
promen	iva koja ispituje �ihov kvalitet je broj meseci posle upotrebe pre nego
xto se pojavi r�a. S obzirom da su supstance nove i jox netestirane nemamo
nikakih predzna�a. �elimo da ispitamo da li su u proseku jednako kvalitetne.

Testiramo H0 : µ1 = µ2 protiv µ1 6= µ2. S obe supstance premazano je po
n1 = n2 = 9 automobila i dobijeno je x̄1 = 16, s1 = 10.1, x̄2 = 15, s2 = 10.

Pre nego xto testiramo naxu hipotezu, proveravamo jednakost disperzija.
Imamo da je s21/s

2
2 = 1.02, pa je p-vrednost testa mnogo ve�a od 20%, te

zak	uqujemo da su disperzije jednake i raqunamo zajedniqku disperziju.
Dobijamo da je s2z = 101.005 i sz = 10.05.

Vrednost test statistike t0 = x̄1−x̄2
sz
√

1/n2+1/n2
= 0.199. Kako je ova vrednost, u

tablici za T16 raspodelu, nalazi levo od 0.258, a P{T16 > 0.258} = 0.4
zak	uqujemo da je p-vrednost testa ve�a od 2 · 0.40 = 0.80. Kako je ova vrednost
velika, zak	uqujemo da nemamo dokaze da postoji razlika u kvalitetu tih
supstanci.
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Sluqaj nejednakih disperzija

U sluqaju nejednakih disperzija nema smisla da raqunamo zajedniqku
disperziju pa koristimo promen	ivu

X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√
S2
1
n1

+
S2
2
n2

.

Ona ima pribli�no Studentovu raspodelu gde je broj stepeni slobode

ν =
(
S2
1
n1

+
S2
2
n2

)2

(
S2
1
n1

)2/(n1 − 1) + (
S2
2
n2

)2/(n2 − 1)
.

U praksi ν ne�e biti ceo broj pa vrednost zaokru�ujemo na najbli�i ceo
broj.

Navedeni postupak naziva se Satervajtovom procedurom.
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Sluqaj nejednakih disperzija

Interval povere�a za µ1 − µ2 u sluqaju nejednakih disperzija je

(
X̄1 − X̄2 − tα/2

√
S2

1

n1
+
S2

2

n2
, X̄1 − X̄2 + tα/2

√
S2

1

n1
+
S2

2

n2

)
gde je tα/2 vrednost iz Tν raspodele takva da je povrxina desno od �e
jednaka α2.

Test statistika za testira�e H0 : µ1 = µ2 u sluqaju nejednakih disperzija
je

T0 =
X̄1 − X̄2 − 0√

S2
1
n1

+
S2
2
n2

,

i ima pribli�no Studentovu Tν raspodelu.
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Sluqaj nejednakih disperzija

Sociolozi ispituju razlike u generacijama u jedno od obele�ja od interesa je
starost prilikom kupovine prvog automobila.

Sluqajno su izabrane dve grupe. U prvoj grupi, gde su osobe starosti preko 30
godina, dobijeno je da je proseqna starost bila x̄1 = 22.3 i s21 = 4.52. U drugoj
grupi, gde su osobde starosti do 30 godina dobijeno je x̄2 = 18.7 i s22 = 2.00.

�elimo da testiramo H0 : µ1 = µ2 protiv H1 : µ1 > µ2, tj. da su u starijoj
generaciji kasnije kupovali automobil.

Testiramo najpre jednakost disperzija. Poxto je s21/s
2
2 = 2.26 dobijamo

p-vrednost testa od 0.1, pa shodno prethodnom zak	uqujemo da nisu jednake.

Vrednost test statistike t0 = 7.05, a broj stepeni slobode ν = 42.5 ≈ 42. Kako

je 7.05 ve�i od svih brojeva iz tablice za T42, zak	uqujemo da je p-vrednost

testa ma�a od 0.0005 i zak	uqujemo da mla�a generacija znaqajno ranije kupuje

svoj prvi automobil.
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Sluqaj sparenih uzoraka

Nekada je prirodno da svaki element jednog uzorka ima svoj par u drugom
uzorku

Spariva�e uma�uje uticaj neke spo	ne promen	ive koja nam mo�e smetati
da otkrijemo stvarnu razliku u sred�im vrednostima

Ispitujemo efikanost nove kreme za sunqa�e slede�im eksperimentom.
Svakom pojedincu nama�emo jednu ruku i jednu nogu naxom kremom, a drugu
ruku i drugu nogu konkurentskom. Nakon tri sata izlaga�a jakom suncu,
merimo nivo izgorelosti (koji zavisi od temperature i boje). Ovakav
eksperiment se pravi da bi se neutralisao uticaj razliqitih tipova ko�e.
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Sluqaj sparenih uzoraka

Imamo dva uzorka gde svaki element Xi ima svoj par u uzorku Yi.
Definixemo novu sluqajnu promen	ivu D = X − Y koja predstav	a
razliku promen	ivih koje ispitujemo.

Sred�a vrednost promen	ive D je µD = µ1 − µ2 pa se intervali
povere�a i testira�e hipoteza u vezi parametra µ1 − µ2 svode na
intervale povere�a i testira�e hipoteza u vezi µD.

Sluqajna promen	iva

D̄ − (µ1 − µ2)

SD

√
n

ima Studentovu raspodelu s n− 1 stepenom slobode.
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Sluqaj sparenih uzoraka

Teorema

Neka su X1, . . . , Xn i Y1, . . . , Yn spareni uzorci iz dve populacije qije sluqajne
promen	ive imaju normalnu raspodelu. 100(1− α)% interval povere�a za
razliku µ1 − µ2 je

(
D̄ − tα/2

SD√
n
, D̄ − tα/2

SD√
n

)
,

gde je tα/2 vrednost iz Tn−1 raspodele takva da je povrxina desno od �e
jednaka α2.

Za testira�e hipoteza H0 : µ1 = µ2 protiv H1 : µ1 6= µ2, H1 : µ1 < µ2 ili
H1 : µ1 > µ2 koristi se test statistika

T0 =
D̄

SD

√
n

koja ima Studentovu raspodelu s n− 1 stepenom slobode. Ovaj test poznat
je pod imenom spareni T test.
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Sluqaj sparenih uzoraka

x y d = x− y
1.3 7.1 -5.8
6.0 7.5 -1.5
4.3 2.0 2.3
19.1 19.3 -0.2
7.5 4.3 3.2
2.0 7.5 -5.5
5.0 6.0 -1.0
7.9 8.3 -0.4
8.9 8.7 0.2
9.2 11.3 -2.1
6.2 7.5 -1.3
3.0 2.5 0.5
6.9 7.1 -0.2
7.6 8.3 -0.7
8.2 6.9 1.3
15.3 15.7 -0.4
14.9 13.8 1.1
6.1 7.3 -1.2
7.9 8.3 -0.4
17.5 17.9 -0.4
6.1 7.3 -1.2
5.1 4.9 0.2
13.7 13.5 0.2
14.2 17.1 -2.9
18.1 19.2 -1.1

Meri se stepen izgorelosti prilikom ko-
rix�e�a sredstva X i Y . �elimo da
poka�emo da je X bo	i pa stoga testi-
ramo

H0 : µX = µY protiv µX < µY .

Iz uzorka dobijamo d̄ = −0.69, sd =
1.98, pa je vrednost test statistike t0 =
d̄
sd

√
n = −1.74.

Poxto je −1.74 izme�u −2.064 i −1.711,
iz tablice za T24 dobijamo da je p-
vrednost testa 0.025 < p < 0.05, pa
zak	uqujemo da naxa krema, u proseku,
efikasnije xtiti ko�u od konkurentske.
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Linearna regresija

Uk	uquje dve promen	ive, zavisnu (Y ), i nezavisnu (x)

Zavisna promen	iva (Y ) je ona koju �elimo da ispitamo, a �ena sred�a
vrednost i raspodela zavise od druge promen	ive x

Ci	 nam je da dobijemo linearnu jednaqinu koja nam dobro opisuje tu
zavisnosti

Vrednosti nezavisne promen	ive x (taqke) qesto mo�emo sami da biramo
i onda uzimamo uzorak za Y u tim taqkama

Ispitujemo koncentraciju izvesnog leka (Y ) u zavisnosti od vremena
proteklog od uzima�a leka (x)

Ispitujemo gubitak telesne te�ine (Y ) u zavisnosti od broj qasova
aerobika nede	no (x)

Ispitujemo cenu pxenice (Y ) u zavisnosti od koliqine padavina za vreme
sezone (x)

Ukoliko sami biramo x, to je planirani eksperiment, a ako ne, onda
imamo posmatrani eksperiment
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Linearna regresija

�elimo da za konkretnu vrednost x predvidimo Y . Na primer, kolika je
koncentracija leka posle 5 minuta?

Tra�imo Y |x = 5. S obzirom da 	udi razliqito reaguju na lek, Y |x = 5 je
sluqajna promen	iva. �ena (teoretska) sred�a vrednost je µY |x=5.

Definicija

Neka je x neka promen	iva i neka je Y sluqajna promen	iva. Regresiona kriva
Y na x je grafik funkcije sred�e vrednosti Y za razliqite vrednosti x, tj
grafik funkcije µY |x.
Za regresionu krivu Y na x ka�e se da je linearna ako je

µY |x = α+ βx

za neke realne brojeve α i β. Broj β naziva se nagibom linearne regresije.
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Linearna regresija

Slika : linerna regresiona kriva Slika : nelinearna regresiona kriva
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Linearna regresija

Pre odre�iva�a prave treba se uveriti da se veza Y i x mo�e predstaviti
linearnom funkcijom

U tom ci	u crta se dijagram taqaka (xi, yi)

Slika : Veza je linearna

Slika : Veza nije linearna

Slika : Veza je linearna

Slika : Veza nije linearna
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Linearna regresija

Zatim treba odrediti jednaqinu prave linearne regresije na osnovu
sluqajnog uzorka (x1, Y1), . . . , (xn, Yn). Realizacija ovog uzorka je
(x1, y1), . . . , (xn, yn).

Neka je x broj sati ve�ba�a aerobika nede	no, a Y broj izgub	enih kilograma
za vreme fitnes programa. Dobijeni su slede�i podaci

(1,0.5) (2,0.7) (3,1.1) (4,1.3) (5,1.6)
(1,0.8) (2,0.65) (3,1.2) (4,1.29) (5,1.62)
(1,0.6) (2,0.71) (3,1.0) (4,1.32) (5,1.64)
(1.5,0.7) (2.5,1.0) (3.5,1.0) (4.5,1.2) (5.5,1.7)

Slika : broj izgub	nih kilograma u zavisnosti od broja qasova aerobika
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Metod najma�ih kvadrata

Kako dobiti ocenu prave? Uzimamo onu kojoj su taqke grafika najbli�e.
Merimo vertikalna rastoja�a taqaka od grafika, takozvane reziduale

ei = yi − (a+ bxi),

a ocena prave bi�e za ono a i b za koje je zbir kvadrata reziduala najma�i.

Zbir kvadrata obele�avamo sa

SSE =
∑

e2 =
∑

(y − (a+ bx))2

Slika : broj izgub	nih kilograma u zavisnosti od broja qasova aerobika
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Metod najma�ih kvadrata

Vrednosti a i b za koje je zbir kvadrata reziduala SSE najma�i su

b =
1
n

∑
xy − x̄ȳ

1
n

∑
x2 − x̄2

a = ȳ − bx̄

U naxem sluqaju je x̄ = 3.125, ȳ = 1.0825,
∑
xy = 77.66,

∑
x2 = 236.25, pa

dobijamo

b = 0.25, a = 0.30,

tj.

µ̂Y |x = 0.30 + 0.25x

Ako �elimo da predvidimo koliko se u proseku kilograma izgubi ako se ve�ba
2.1 qas nede	no, dobijamo µ̂Y |2.1 = 0.30 + 0.25 · 2.1 = 0.83. Tolika bi bila
najbo	a procena gubitka telesne te�ine i za konkretnu osobu.
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Metod najma�ih kvadrata

Teorema

Ocene nepoznatih parametara linearne regresije α i β metodom najma�ih
kvadrata su

β̂ = B =
n
∑
xY −

∑
x
∑
Y

n
∑
x2 − (

∑
x)2

=
1
n

∑
xY − x̄Ȳ

1
n

∑
x2 − x̄2

α̂ = A = Ȳ −Bx̄

Predvi�a�e pomo�u regresione linije va�i samo tamo gde su podaci, u
naxem primeru za x izme�u 1 i 5.5. Izvan ovog opsega, nemamo evidenciju
da je veza i da	e linearna pa se ne sme koristiti, a ako bismo je
koristili qesto bismo dobili besmislene ili qak nemogu�e vrednosti.

Metodom najma�ih kvadrata u stvari taqkasto oce�ujemo µY (ili Y ) za
svaku vrednost x0. Ali za intervalne ocene i testira�e treba nam bo	i
model koji pored sred�e vrednosti opisuje i odstupa�a od �e.
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Prost linearni regresioni model

Pretpostav	amo da je sred�a vrednost µY |xi = α+ βxi za svako i
Odstupa�e vrednosti Yi od α+ βxi nazivamo grexkom regresije i
obele�avamo Ei
Pretpostav	amo da svako Ei ima normalnu raspodelu sa sred�om
vrednox�u 0 i nekom disperzijom σ2 i da su me�usobno nezavisni

Slika : Prosta linearna regresija

Definicija

Prost linearni regresioni model je

Y |xi = (α+ βxi) + Ei,

gde su Ei nezavisne sluqajne promen	ive s normalnom N (0, σ2) raspodelom.
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Prost linearni regresioni model

Iz modela Yi zavisi od dve stvari, α+ βX, sred�e vrednosti, i Ei,
neobjax�ene grexke

Model ima tri nepoznata parametra α, β i σ2

α i β oce�ujemo metodom najma�ih kvadrata A i B

Ocena grexke modela Ei u taqki i je rezidual ei

Ocena za σ2 je

σ̂2 =

∑
(Y − (A+Bx))2

n− 2
=

SSE

n− 2
.
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Raqunske formule

Definiximo

Syy =
∑

(y − ȳ)2 =
n
∑
y2 − (

∑
y)2

n
=
∑

y2 − nȳ2

Sxx =
∑

(x− x̄)2 =
n
∑
x2 − (

∑
x)2

n
=
∑

x2 − nx̄2

Sxy =
∑

(x− x̄)(y − ȳ) =
n
∑
xy − (

∑
x)(
∑
y)

n
=
∑

xy − nx̄ȳ

Na osnovu ovoga dobijamo

B =
Sxy

Sxx

SSE = Syy −BSxy ,

pa mo�emo lakxe izraqunati ocene parametara.
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Interval povere�a za µY |x0

�elimo da za konkretno x0 na�emo interval povere�a za sred�u vrednost Y .

Teorema

Sluqajna promen	iva

µ̂Y |x0 − µY |x0
σ̂
√

1
n

+
(x0−x̄)2

Sxx

gde je σ̂ =
√

SSE
n−2

, ima Studentovu raspodelu s n− 2 stepena slobode.

100(1− α)% interval povere�a za µY |x0 je tada

(
µ̂Y |x0 − tα/2σ̂

√
1

n
+

(x0 − x̄)2

Sxx
, µ̂Y |x0 + tα/2σ̂

√
1

n
+

(x0 − x̄)2

Sxx

)
,

gde je tα/2 je vrednost Studentove raspodele s n− 2 stepena slobode tako da je
povrxina desno od �e α/2.
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Interval povere�a za µY |x0

�elimo da intervalno ocenimo sred�i broj izgub	enih kilograma prilikom
2.1 qasova ve�ba�a nede	no.
Iz podataka dobijamo

∑
x = 62.50,

∑
y = 21.63,

∑
xy = 77.66, x̄ = 3.125,∑

x2 = 236.25,
∑
y2 = 26.11, ȳ = 1.0825, n = 20.

Raqunamo Sxx = 40.94, Sxy = 10.07, Syy = 2.72, b =
Sxy
Sxx

= 0.25, a = 0.30,
µY |2.1 = 0.83.

SSE = Syy − bSxy = 0.20, σ̂2 = SSE
n−2

= 0.01

Za 95% interval povere�a iz tablice za T18 dobijamo t0.05 = 2.101, pa je
interval povere�a

(
0.83− 2.101 · 0.1

√
1

20
+

(2.1− 3.125)2

40.94
, 0.83− 2.101 · 0.1

√
1

20
+

(2.1− 3.125)2

40.94

)
= (0.773, 0.887),

pa verujemo s povere�em od 95% da je proseqan broj izgub	enih kilograma onih
koji ve�baju 2.1 sat izme�u 0.773 i 0.887.
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Interval povere�a za µY |x0

Ako napravimo intervale povere�a za svaku vrednost x
dobijamo tzv. traku povere�a.

Slika : Traka povere�a za µY |x

Vidimo da je traka naju�a za x = x̄, pa nam je tada procena

najpreciznija.
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Interval predvi�a�a za Y |x0

�elimo da za konkretno x0 na�emo interval predvi�a�a za vrednost sluqajne
promen	ive Y u toj taqki.

Teorema

Sluqajna promen	iva

Ŷ |x0 − Y |x0

σ̂
√

1 + 1
n

+
(x0−x̄)2

Sxx

gde je σ̂ =
√

SSE
n−2

, ima Studentovu raspodelu s n− 2 stepena slobode.

100(1− α)% interval povere�a za µY |x0 je tada

(
Ŷ |x0 − tα/2σ̂

√
1 +

1

n
+

(x0 − x̄)2

Sxx
, Ŷ |x0 + tα/2σ̂

√
1 +

1

n
+

(x0 − x̄)2

Sxx

)
,

gde je tα/2 je vrednost Studentove raspodele s n− 2 stepena slobode tako da je
povrxina desno od �e α/2.
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Interval predvi�a�a

Tra�imo 95% interval predvi�a�a za broj izgub	enih kilograma osobe koja
namerava ve�bati 2.1 qas nede	no. Dobijamo

(
0.83− 2.101 · 0.1

√
1 +

1

20
+

(2.1− 3.125)2

40.94
, 0.83− 2.101 · 0.1

√
1 +

1

20
+

(2.1− 3.125)2

40.94

)
= (0.612, 1.048),

pa verujemo s povere�en od 95% da �e osoba izgubiti izme�u 0.612 i 1.048
kilograma.

Slika : Traka povere�a za Y |x
Vidimo da je interval predvi�a�a u svakoj taqki xiri nego interval povere�a
za sred�u vrednost.
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Testira�e hipoteze o parametrima regresije

Ukoliko nismo sigurni da li je linearni model primen	iv mo�emo to da
testiramo

Testira se nulta hipoteza
H0 : β = 0, tj. Y je isto za svako x i regresioni model je nepotreban,
protiv
H1 : β 6= 0, tj. linearni regresioni model nam je koristan za predvi�a�e
Y na osnovu x

Test statistika je

T0 =
B

σ̂

√
Sxx,

koja ima Studentovu raspodelu s n− 2 stepena slobode

p-vrednost testa raquna se na isti naqin kao kod svakog dvostranog testa
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Testira�e hipoteze o parametrima regresije

Testiramo da li nam je regresioni model izgub	ene te�ine u odnosu na broj
sati ve�ba�a dovo	no dobar da mo�emo da na osnovu �ega predvi�amo broj
izgub	enih kilograma.

Imamo da je Sxx = 40.94, b = 0.25, σ̂ = 0.1 i n = 20, pa je t0 = 0.25
0.1

√
40.94 = 16.

Na osnovu tablice dobijamo da je p-vrednost testa ma�a od 2 · 0.0005 = 0.001,
xto znaqi da odbacujemo H0, pa nam je linearni model koristan za predvi�a�e.
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Vixestruka linearna regresija

Prost linearni model zasniva se na pretpostavci da vrednost Y zavisi
od jednog faktora x

U stvarnosti ona zavisi od vixe od jednog faktora pa imamo vixestruki
linearni model

µY |x1,...,xp = β0 + β1x1 + · · ·βpxp

Na osnovu uzorka (x11, . . . , xp1, Y1), . . . , (x1n, . . . , xpn, Yn) oce�ujemo
parametre β0, . . . , βp metodom najma�ih kvadrata

Vixestruka linearna regresija najpopularniji je metod u statistiqkoj
analizi

Pored standardnih taqkastih i intervalnih ocena, jedna od najva�nijih
stvari u vixestrukoj regresiji je izbor modela, tj. odrediti koje od xj
treba da postoje u formuli regresije

Poxto nije mogu�e da crtamo vixedimenzione promen	ive, moramo da
dobijemo odgovor testira�em; izaberemo nekoliko x-eva i testiramo
nultu hipotezu da su �ihovi koeficijenti β jednaki nuli, i ako odbacimo
ovu hipotezu, ne treba sve te promen	ive izbaciti iz modela
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Korelacija

U regresionoj analizi posmatrali smo vezu promen	ive x i sred�e
vrednosti µY |x sluqajne promen	ive Y
U korelacionoj analizi, i X i Y su sluqajne promen	ive
Ispitujemo postoji li linearna veza me�u �ima, tj. da li va�i

Y = α+ βX

Definicija

Neka su X i Y sluqajne promen	ive sa sred�im vrednostima µX i µY .
Kovarijacija izme�u X i Y je

Cov(X,Y ) = E(X − µX)(Y − µY ).

Kovarijacija opisuje na koji naqin se X i Y istovremeno odstupaju od
svojih sred�ih vrednosti
Ako su velike vrednosti X kad su velike vrednosti Y , Cov(X,Y ) > 0
Ako su velike vrednosti X kad su male vrednosti Y , Cov(X,Y ) < 0
Ako su velike vrednosti X podjednako povezane i s velikim i s malim
vrednostima Y , Cov(X,Y ) = 0
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Korelacija

Kovarijaciju oce�ujemo uzoraqkom kovarijacijom

̂Cov(X,Y ) =

∑
(X − X̄)(Y − Ȳ )

n− 1
=

Sxy

n− 1
.

Ispituje se veza izme�u gojaznosti i krvnog pritiska kod sredoveqnih
muxkaraca. Dobijeni su podaci (X,Y ) gde je X vixak kilograma, a Y gor�i
krvni pritisak

(5,115) (20,128) (15,120) (10,118) (25,130) (28,135)

Imamo da je
∑
x = 103,

∑
y = 746,

∑
xy = 13145, pa je Sxy = 338.67, a

̂Cov(X,Y ) =
Sxy
n−1

= 67.734.

Poxto je kovarijacija pozitivna, zak	uqujemo da je ve�i stepen gojaznosti u
vezi s vixim krvnim pritiskom.

Me�utim, kovarijacija nam ne meri jaqinu te veze i �enu vrednost ne
mo�emo lako tumaqiti
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Korelacija

Definicija

Neka su X i Y sluqajne promen	ive sa sred�im vrednostima µX i µY , i
disperzijama σ2

X i σ2
Y . Pirsonov koeficijent korelacije izme�u �ih

definixemo kao

ρ =
Cov(X,Y )√

σ2
Xσ

2
Y

.

Teorema

Neka su α i β 6= 0 realni brojevi. Linearna veza X i Y postoji, tj. Y = α+ βX
ako i samo ako je ρ = 1 ili ρ = −1.

ρ = 1 | postoji savrxena linearna veza s pozitivnom korelacijom

ρ = −1 | postoji savrxena linearna veza s negativnom korelacijom

ρ = 0 | sluqajne promen	ive su nekorelisane, pa ako postoji veza me�u
�ima, ona nikako nije linearna
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Korelacija

Slika : ρ = 1

Slika : ρ = 0

Slika : ρ = −1

Slika : ρ = 0
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Korelacija

Pirsonov koeficijent oce�uje se uzoraqkim koeficijentom korelacije.

Definicija

Uzoraqki koeficijent korelacije R definixe se kao

R =
Sxx√
SxxSyy

=
n
∑
XY −

∑
x
∑
y√

(n
∑
X2 − (

∑
x)2)(n

∑
Y 2 − (

∑
y)2)

Vrednosti R bliske 1 (ve�e od 0.75) ili -1 (ma�e od -0.75) smatramo
dobrom linearnom vezom

Vrednosti R izme�u 0.5 i 0.75, odnosno, -0.75 i -0.5, smatramo osred�om
linearnom vezom

Ostale vrednosti R smatramo slabom linearnom vezom
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Korelacija

Kod ispitiva�a veze gojaznosti i krvnog pritiska imamo
∑
x = 103,

∑
y = 746,∑

xy = 13145,
∑
x2 = 2159,

∑
y2 = 93058, pa je

r =
6 · 13145− 103 · 746√

(6 · 2159− 1032)(6 · 93058− 7462)
= 0.98.

Vrednost r je blizu 1 pa postoji sna�na pozitivna linearna veza X i Y , xto
vidimo i na grafiku.
Sna�na linearna veza ne znaqi da gojaznost uzrokuje visok krvni pritisak, ve�
je mogu�e da postoji tre�i zajedniqki uzorqnik.

Slika : krvni pritisak (Y ) u odnosu na vixak kilograma (X)
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Veza regresije i korelacije

Uzoraqki koeficijent korelacije R u tesnoj je vezi s nagibom regresione
prave B

B =

√
Syy√
Sxx

R

Znak koeficijenta korelacije odre�uje nam i znak nagiba regresije: kada
je R > 0, regresiona prava raste kako raste x, a kada je R < 0 opada; kada
je R = 0, nagib je tako�e jednak nuli pa regresioni model nije primen	iv

Tako�e, R je u tesnoj vezi i sa zbirom kvadrata grexaka SSE

R2 =
Syy − SSE

Syy
.

Kako je Syy ukupno odstupa�e Y , a SSE odstupa�e nastalo usled
neobjaxene grexke, R2 nam je procenat objax�enog odstupa�a regresionom
linijom.
R2 nazivamo koeficijentom determinacije.

U naxem primeru o aerobiku r = 0.95, pa je r2 = 0.90. Znaqi da je 90%
odstupa�a koji 	udi imaju u gubitku kilograma prilikom fitnes programa
objax�eno brojem qasova aerobika, xto je odliqo. Ostalih 10% ne znamo da
objasnimo, a nax model ih smatra sluqajnom grexkom.
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Kategoriqki podaci

Ponekad prouqavamo sluqajne promen	ive koje ne uzimaju vrednosti koje
se prirodno izra�avaju brojem (ili uzimaju mali broj razliqitih
vrednosti). U takvim sluqajevima ne mo�emo ispitivati �ihovu
povezanost koeficijentom korelacije.

Takve promen	ive nazivamo kategoriqkim promen	ivim (ili faktorima)
a �ihove vrednosti su kategorije

Primeri su pol (dve kategorije: muxki i �enski), da li je osoba puxaq
(dve kategorije: da ili ne), godix�e doba (qetiri kategorije), itd.

Ako prouqavamo povezanost dve kategoriqke promen	ive X i Y koje imaju
r i k kategorija, onda ceo uzorak mo�emo podeliti u r · k kategorija i
napraviti tabelu kontigencije. Najpre �emo prouqiti tabele
kontigencije 2× 2.

X
Y kategorija x1 kategorija x2

kategorija y1 x1 i y1 x2 i y1

kategorija y2 x1 i y2 x2 i y2
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Tabele kontigencije 2× 2

Ispituje se veza raka plu�a i izlo�enosti azbestu. Sluqajne promen	ive da
neko ima rak plu�a i da je izlo�en azbestu, imaju po dve kategorije: DA i NE.
Elemente uzorka klasifikujemo u qetiri kategorije (DA,DA), (DA,NE), (NE,DA)
i (NE,NE) i u tabelu upisujemo koliko je elemenata uzorka u odgovaraju�oj
kategoriji.

izlo�en azbestu
ima rak plu�a da ne

da n11 n12 n1• = n11 + n12

ne n21 n22 n2• = n21 + n22

n•1 = n11 + n21 n•2 = n12 + n22 n

Neka je ispitano 5000 osoba od kojih 50 ima rak plu�a. Od �ih je 10 bilo
izlo�eno azbestu. Ukupno je, od 5000 osoba, 500 bilo izlo�eno azbestu.
Dobijamo tabelu:

izlo�en azbestu
ima rak plu�a da ne

da n11 = 10 n12 = 40 n1• = 50
ne n21 = 490 n22 = 4460 n2• = 4950

n•1 = 500 n•2 = 4500 n = 5000
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Testira�e veze izme�u dve kategoriqke promen	ive

Razlikujemo dva sluqaja

Test nezavisnosti: ispitujemo da li su neke dve sluqajne promen	ive
nezavisne | izvlaqimo uzorak obima n i svaki element svrstavamo u
odgovaraju�e kategorije, bez prethodnog zna�a koliko �e ih u kojoj
kategoriji biti.

Test homogenosti: ispitujemo da li je kod obe kategorije sluqajne
promen	ive X podjednako zastupa	ena svaka od kategorija sluqajne
promen	ive Y | izvlaqimo uzorak obima n1• i n2• iz svake kategorije
za X (ukupno n), a zatim ih svrstavamo u kategorije za Y .
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Test nezavisnosti

Nulta i alternativna hipoteza su

H0: X i Y su nezavisne; H1: X i Y nisu nezavisne

Ideja testa je da uporedi stvarni broj elemenata uzorka u svakoj
kategoriji s oqekivanim brojem elemenata kada bi X i Y bile nezavisne.

Oce�eni broj elemenata u i-tom redu i j-toj koloni je

Êij =
ni• · n•j

n
;

drugim reqima, on je jednak proizvodu zbira vrednosti i-te vrste i zbira
vrednosti j-te kolone pode	en s ukupnim zbirom.

Test statistika je

X2
0 =

∑
po svim po	ima

(Êij − nij)2

Êij
.

Statistika X2
0 ima χ2 raspodelu s jednim stepenom slobode.

p-vrednost testa raqunamo kao povrxinu desno od χ2
0, vrednosti koju je

statistika X2
0 uzela u uzorku.
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Test nezavisnosti

Ê11 =
50 · 500

5000
= 5; Ê12 =

50 · 4500

5000
= 45

Ê21 =
4950 · 500

5000
= 495; Ê22 =

4950 · 4500

5000
= 4455

izlo�en azbestu
ima rak plu�a da ne

da 10 (5) 40 (45) 50
ne 490 (495) 4460 (4455) 4950

500 4500 5000

χ2
0 =

∑
po svim po	ima

(Êij − nij)2

Êij
=

(5− 10)2

5
+

(45− 40)2

45
+

(495− 490)2

495

+
(4455− 4460)2

4455
= 5.61.

Iz tablice χ2
1 raspodele vidimo da je 5.61 izme�u 3.84 i 6.63, pa je p-vrednost

testa izme�u 0.01 i 0.05. Poxto je ova p-vrednost mala, zak	uqujemo da postoji

veza izme�u izlo�enosti azbestu i raka plu�a.
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izlo�en azbestu
ima rak plu�a da ne

da 10 (5) 40 (45) 50
ne 490 (495) 4460 (4455) 4950

500 4500 5000

Kakva povezanost je u pita�u? Od 500 	udi koji su izlo�eno azbestu, oqekivali
smo da 5 ima rak plu�a. U uzorku smo dobili da ih je 10, tj. duplo vixe, pa je
rak plu�a qex�i kod onih koji su izlo�eni azbestu.

Dovo	no je bilo izraqunati samo jednu od oqekivanih vrednosti, npr Ê11.
Ostale se mogu dobiti iz uslova da zbirovi po redovima i kolonama
moraju biti jednaki vrednostima na marginama. To je povezano s tim xto
χ2 raspodela ima 1 stepen slobode.

Ove testove mo�emo prime�ivati kada je n veliko. Obiqno se uzima da je
n dovo	no veliko ako da je svako Êij > 5. U suprotnom su p-vrednosti
neprecizne.
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Test homogenosti

Razlika je ta xto se vrednosti na jednoj margini fiksiraju, tj. uzorak
delimo u dve grupe (prema jednoj kategoriqkoj promen	ivoj) unapred
odre�ene veliqine

Nulta hipoteza je da isti procenat elemenata ima odre�eno svojstvo
(druga kategoriqka promen	iva) u obe grupe, tj. H0: p11 = p21, a
alternativna je da je taj procenat razliqit H1: p11 6= p21

Test statistika i raquna�e p-vrednosti je identiqno kao kod testa
nezavisnosti
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Test homogenosti

Ispituje se da li je procenat onih koji nisu pre�iveli operaciju isti u dve
vrste bolnica: onim pri istra�ivaqkim institutima i standardnima. Uzet je
uzorak od 139 pacijenata iz istra�ivaqkih i 528 iz standardnih (ukupno 667).

pre�iveli operaciju
vrsta bolnice ne da
istra�ivaqka 32 107 139 (unapred odre�eno)
standardna 62 466 528 (unapred odre�eno)

94 573 667

Raquna�em Êij dobijamo

pre�iveli operaciju
vrsta bolnice ne da
istra�ivaqka 32 (19.6) 107 (119.4) 139
standardna 62 (74.4) 466 (453.6) 528

94 573 667

Vrednost test statistike je χ2
0 = 11.54, pa zak	uqujemo da je p-vrednost testa

ma�a od 0.005 i da procenat onih koji nisu pre�iveli nije isti. Iz tabele

vidimo da je taj procenat ve�i u istra�ivaqkim bolnicama.
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Tabele kontigencije r × k

Pretpostavimo da X ima r kategorija, a Y ima k kategorija. Tada je
tabela kontigencije

Y
X 1 2 · · · k
1 n11 n12 · · · n1k n1•
2 n21 n22 · · · n2k n2•
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
r nr1 nr2 · · · nrk nr•

n•1 n•2 · · · n•k n

Nulte i alternativne hipoteze testova nezavisnosti i homogenosti ostaju
iste

Test statistika je ponovo

X2
0 =

∑
po svim po	ima

(Êij − nij)2

Êij
,

a sada ima χ2 raspodelu s ν stepeni slobode gde je ν = (r − 1)(k − 1).
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Test homogenosti u sluqaju r × k

Ispituje se povezanost qira na dvanaestopalaqnom crevu i krvne grupe
pacijenta. Ranija istra�iva�a ukazuju na to da postoji veza izme�u krvne grupe
O i pojave ove vrste qira. Uzet je uzorak od 1301 pacijenta koji imaju qir i
6313 kontrolne osobe i odre�ena im je krvna grupa.

Raqunamo oqekivane vrednosti u po	ima, npr.
Ê11 = n1•·n•1

n
= 1301·3590

7614
= 613.42.

krvna grupa

O A B AB
pacijent 698 (613.42) 472 (529.18) 102 (114.82) 29 (43.57) 1301 (fiksno)

kontrolna 2892 (2976.58) 2625 (2567.82) 570 (557.18) 226 (211.43) 6313 (fiksno)

3590 3097 672 255 7614

Vrednost test statistike je

χ2
0 =

(613.42− 698)2

613.42
+ · · ·+

(211.43− 226)2

211.43
= 29.12,

pa iz tablice za χ2 raspodelu s (r − 1)(k − 1) = 3 stepena slobode vidimo da je
p-vrednost testa ma�a od 0.001, te zak	uqujemo da postoji povezanost.
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Test homogenosti u sluqaju r × k

krvna grupa

O A B AB
pacijent 698 (613.42) 472 (529.18) 102 (114.82) 29 (43.57) 1301 (fiksno)

kontrolna 2892 (2976.58) 2625 (2567.82) 570 (557.18) 226 (211.43) 6313 (fiksno)

3590 3097 672 255 7614

Kakva je povezanost u pita�u? Iz tabele vidimo da je za O krvnu grupu
stvarni broj pacijenata ve�i od oqekivanog, a za ostale ma�i. Kako je
test ukazao da povezanost postoji, onda je ona u skladu s prethodnim
istra�iva�ima, da je ova vrsta qira qex�a kod 	udi s O krvnom grupom.

Bilo je dovo	no na�i oqekivane vrednosti u 3 po	a (npr. Ê11, Ê12 i Ê13,
ostale se izraqunavaju na osnovu zbirova. To je u skladu s 3 stepena
slobode χ2 raspodele test statistike.

I ovde je test precizan samo za velike uzorke, a n smatramo dovo	no
velikim, ako ni u jednom po	u oqekivani broj nije ma�i od 1 i u barem
80% po	a nije ma�i od 5.
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Jednofaktorska disperziona analiza

Uopxte�e T -testa za upore�iva�e sred�e vrednosti dve populacije

Imamo tri ili vixe grupa (populacija) ili delimo populaciju na tri ili
vixe grupa

Testiramo da li postoji razlika me�u sred�im vrednostima grupa

Uopxte�e nezavisnog T -testa | jednofaktorska disperziona analiza

Uopxte�e sparenog T -testa | blok dizajn
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Jednofaktorska disperziona analiza

Imamo k populacija na kojima prouqavamo isto obele�je. Izvlaqe se
uzorci obima n1, n2, ..., nk. Svakoj grupi daje se isti tretman. Testiramo
nultu hipotezu da su efekti tretmana isti u svim populacijama, dok je
alternativna hipoteza da postoji bar neka razlika.

Imamo jednu populaciju na kojoj �elio da ispitamo efekte razliqitih
tretmana. Sluqajni uzorak obima n delimo na k poduzoraka obima n1, n2,
..., nk. Svaka grupa dobija razliqit tretman. Testiramo nultu hipotezu da
su efekti svih tretmana jednaki, dok je alternativna da postoji bar neka
razlika.

U oba sluqaja je nulta hipoteza

H0 : µ1 = µ2 = · · · = µk,

dok je alternativna

H1 : µi 6= µj za bar neko i i j.
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Jednofaktorska disperziona analiza

S obzirom da su zbirovi i sred�e vrednosti po grupama (i po svim grupama)
va�ni za da	u analizu, dajemo ovde �ihove oznake

Xij { j-ti element u i-toj grupi

ni { broj elemenata u i-toj grupi

Ti• =
∑ni
j=1 Xij { zbir elemenata u i-toj grupi

X̄i• = Ti•
ni

{ sred�a vrednost elemenata u i-toj grupi

T•• =
∑k
i=1

∑ni
j=1Xij =

∑k
i=1 Ti• { zbir svih elemenata uzorka

X̄•• = T••
n

{ sred�a vrednost svih elemenata uzorka
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Jednofaktorska disperziona analiza

Definicija

Model je

Xij = µ+ (µi − µ) + (Xij − µi),

gde je

µ sred�a vrednost svih populacija (cele populacije )

µi − µ efekat i-te grupe (i-tog tretmana)

Xij −µi sluqajno (individualno) odstupa�e u okviru i-te grupe (tretmana)

Pretpostavke modela

k uzoraka iz k grupa me�usobno su nezavisni

unutar svake grupe sluqajna promen	iva koja se prouqava ima normalnu
raspodelu sa sred�om vrednox�u µi i istom disperzijom σ2.
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Jednofaktorska disperziona analiza

Taqastim oce�iva�em nepoznatih parametara modela dobija se

Xij − X̄•• = (X̄i• − X̄••) + (Xij − X̄i•),

gde je X̄i• sred�a vrednost uzorka iz i-te grupe, dok je X̄•• sred�a vrednost
svih elemenata svih uzoraka.

Sabira�em kvadrata ovih jednaqina za svako Xij dobija se

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − X̄••)2 =
k∑
i=1

(X̄i• − X̄••)2 +
k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − X̄i•)2,

gde je∑k
i=1

∑ni
j=1(Xij − X̄••)2 = SST, ukupno odstupa�e svih elemenata uzorka

od zajedniqke sred�e vrednosti (ukupna varijabilnost celog uzorka)∑k
i=1(X̄i• − X̄••)2 = SSG, odstupa�e sred�ih vrednosti grupa od

zajedniqke sred�e vrednosti (ukupno odstupa�e me�u grupama) | to je ono
xto ispitujemo da li postoji∑k
i=1

∑ni
j=1(Xij − X̄i•)2 = SSE, odstupa�e elemenata uzorka od sred�e

vrednosti svoje grupe (individualno odstupa�e unutar grupa) | sluqajna
grexka
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Jednofaktorska disperziona analiza

SST = SSG + SSE

Ukoliko je uticaj SSG znaqajniji od SSE odbaci�emo nultu hipotezu

Definicija

Sred�e odstupa�e po grupama MSG i sred�e odstupa�e unutar grupa MSE
raqunaju se kao

MSG =
SSG

k − 1
, MSE =

SSE

n− k
.

Test statistika je

F0 =
MSG

MSE
,

koja ima Fixerovu raspodelu s parametrima ν1 = k − 1 i ν2 = n− k.

p- vrednost testa je povrxina Fixerove Fk−1,n−k raspodele desno od
vrednosti f0 koju je test statistika uzela u uzorku.
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Raqunske formule

SST =

k∑
i=1

ni∑
j=1

X2
ij −

T 2
••
n
,

SSG =

k∑
i=1

T 2
i•
ni
− T 2

••
n
,

SSE = SST− SSG.



Biostatistika

Statistika

Jednofaktorska disperziona analiza

Sociolog ispituje uticaj broja dece u porodici na samostalnost osobe, na
populaciji brucoxa jednog univerziteta. Populacija je pode	ena na qetiri
grupe, porodice s jednim, dvoje, troje ili vixe od troje dece. Uzeti su uzorci
obima 15,15,14 i 13 i svakom je dato da popuni anketni list na osnovu qijeg je
rezultata proce�ena samostalnost osobe. Testiramo nultu hipotezu
H0 : µ1 = µ2 = µ3 = µ4. Dobijeni podaci su:

Broj dece u porodici
jedno dvoje troje vixe od 3
59.1 61.2 73.4 73.1
84.4 71.0 69.3 95.7
76.0 46.6 64.9 91.1
59.5 54.0 48.7 49.7
60.1 66.6 67.7 94.9
73.4 56.6 72.5 65.8
64.1 70.5 68.8 75.8
69.4 72.8 79.9 77.2
56.4 58.5 77.7 86.2
67.1 48.7 79.2 61.1
97.6 63.3 56.7 83.1
58.5 74.8 60.1 95.6
70.7 53.1 69.8 83.8
51.8 69.9 58.2
53.2 65.5

Iz podataka dobijamo najpre

T1• = 1001.3

T2• = 933.1

T3• = 946.9

T4• = 1033.1

T•• = 3914.4.
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Jednofaktorska disperziona analiza

Koriste�i raqunske formule dobijamo

4∑
i=1

ni∑
j=1

x2
ij = 59.12 + 84.42 + · · ·+ 83.82 = 277845.9

T 2
••
n

=
3914.42

57
= 268816.27

SST = 277845.9− 268816.27 = 9029.63

4∑
i=1

T 2
i•
ni

=
1001.32

15
+

933.12

15
+

946.92

14
+

1033.12

13
= 271029.07

SSG = 271029.07− 268816.27 = 2212.80

SSE = SST− SSG = 9029.63− 2212.80 = 6816.83
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Jednofaktorska disperziona analiza

MSG =
SSG

k − 1
=

2212.80

3
= 737.60

MSE =
SSE

n− k
=

6816.83

53
= 128.62

f0 =
MSG

MSE
= 5.73

Kako je 5.73 > 2.79, vrednosti iz Fixerove F3,53 raspodele za 0.05, p-vrednost
testa ma�a je od 0.05, pa zak	uqujemo da postoji uticaj broja dece u porodici
na samostalnost osobe.
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Naknadno upore�iva�e

Ukoliko nemamo dovo	no dokaza da odbacimo nultu hipotezu o jednakosti
sred�ih vrednosti, analiza se tu zavrxava. Nismo uspeli da prona�emo
razliku me�u populacijama.

Ukoliko smo odbacili nultu hipotezu, to znaqi da postoji bar neka
razlika me�u sred�im vrednostima, ali jox uvek nemamo odgovor me�u
kojim grupama postoji razlika. Analiza nije zavrxena, potrebno je
naknadno upore�iva�e

Obradi�emo dva metoda naknadnog upore�iva�a: Bonferonijeve T -testove
i Xefeov metod vixestrukog upore�iva�a
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Bonferonijevi T -testovi

Ako upore�ujemo k grupa, imamo
(k
2

)
= k(k − 1)/2 mogu1ih parova sred�ih

vrednosti koji se razlikuju.

Bonferonijev metod upore�uje grupu svaku sa svakom, tj. obav	a k(k− 1)/2
standardnih T -testova

Test statistika za upore�iva�e µi i µj je

T0 =
|X̄i• − X̄i•|√
MSE( 1

ni
+ 1
nj

)
,

koja ima Studentovu raspodelu s parametrom n− k.
Poxto istovremeno radimo k(k − 1)/2 testova, p-vrednost svakog od �ih
mora biti ma�a od 2α

k(k−1)
.

Nije uvek obavezno obaviti svih k(k − 1)/2 testova, ve� istra�ivaq mo�e
izabrati one gde smatra da �e otkriti razliku.
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Bonferonijevi T -testovi

Ispituje se uticaj razliqite temperature na izbaciva�e toksiqnih materija.
Dobijeni su podaci:

Temperatura
I II III IV V
40 36 49 47 55
45 42 51 49 60
42 38 53 51 62
48 39 53 52 63
50 37 52 50 59
51 40 50 51 61

Najpre radimo jednofaktorsku dis-
perzionu analizu. Raqunamo SST =
1648.80, SSG = 1458.13, SSE =
190.67, MSG = 364.53, MSG =
7.63, f0 = 47.78, pa kako je p-
vrednost ma�a od 0.05, odbacujemo
nultu hipotezu o nepostoja�u uticaja
razliqitih temperatura.

�elimo sada, na nivou α = 0.1 da otkrijemo za koje temperature je znaqajno
razliqita koliqina izbaqenih materija. Poxto imamo 5 · 4/2 = 10 kombinacija,
treba da obavimo 10 testova na nivou 0.01. Na primer, ako testiramo µ1 = µ2

protiv µ1 6= µ2 imamo da je

t0 =
|46.0− 38.7|√

7.63( 1
6

+ 1
6

)
= 4.58.

Kako je, za T25 raspodelu, p-vrednost testa ma�a od 0.01, zak	uqujemo da
postoji razlika u koliqini odbaqenih materija pri temperaturama I i II.

Sliqno se testovi obav	aju i u ostalim sluqajevima.
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Xefeov metod

Omogu�ava pore�e�e vixe od dve grupe putem linearnih kontrasta

Definicija

Neka su µ1, µ2, . . . , µk sred�e vrednosti k populacija. Svaka linearna funkcija
oblika

k∑
i=1

aiµi,

gde je
∑k
i=1 ai = 0, naziva se linearnim kontrastom.

Primeri linearnih kontrasta: µ1 − µ2,
1
2
µ1 + 1

2
µ2 − µ3, 2µ1 − µ2 − µ3,...
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Xefeov metod

Odredimo kontrast koji nam oslikava naxu pretpostavku: npr ako upore�ujemo
prvu i tre�u grupu, kontrast je µ1 − µ3, ako upore�ujemo prvu i drugu s tre�om,
onda je µ1+µ2

2
− µ3, itd.

Definicija

Neka su µ1, µ2, . . . , µk sred�e vrednosti k populacija. S verovatno�om 1− α svi
kontrasti upadaju u interval

k∑
i=1

aiX̄i − L ≤
k∑
i=1

aiµi ≤
k∑
i=1

aiX̄i − L,

gde je

L2 = (k − 1)fαMSE
k∑
i=1

a2
i

ni
,

a fα je vrednost iz Fixerove raspodele s parametrima k − 1 i n− k takva da je
povrxina desno od �e jednaka α.

Ukoliko interval sadr�i nulu smatramo da je kontrast zadovo	en, u suprotnom
postoji razlika.
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Xefeov metod

Instruktor tenisa upore�uje qetiri metode uqe�a: 1) trening, 2) trening uz
predava�a o tehnici, 3) trening uz gleda�e video materijala, 4) trening uz
predava�a i video materijale.
Polaznici su pode	eni u qetiri grupe i nakon obuke su polagali praktiqni
ispit. Dobijeni su slede�i podaci:

n1 = 16, T1• = 1200; n2 = 18, T2• = 1353; n3 = 17, T3• = 1453; n4 = 17,
T4• = 1336.

Mo�e se izraqunati MSG = 407.30, MSE = 96.97, f0 = 4.20. p-vrednost testa je
ma�a od 0.05, pa mo�emo odbaciti nultu hipotezu da vrsta treninga nema
uticaja na rezultate.
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Xefeov metod

�elimo sada da uporedimo postoji li razlika izme�u metoda uqe�a koji
uk	uquju video materijale (3 i 4) i onih bez �ih. Formiramo kontrast

µ1 + µ2

2
−
µ3 − µ4

2

i ispitujemo da li je on jednak nuli, xto bi znaqilo da nema razlike u ovim
metodama uqe�a.

Raqunamo x̄1• = 75.0, x̄2• = 75.17, x̄3• = 85.47, x̄4• = 78.59,

L2 = 3 · 2.578 · 96.97 ·
( (1/2)2

16
+

(1/2)2

18
+

(−1/2)2

17
+

(−1/2)2

17

)
= 47.28.

Xefeov 95% interval povere�a je

(75.0 + 75.17

2
−

85.47 + 78.59

2
− 6.88,

75.0 + 75.17

2
−

85.47 + 78.59

2
+ 6.88

)
= (−13.83,−0.07)

Poxto ovaj interval ne sadr�i nulu, odnosno sadr�i smao negativne brojeve,
zak	uqujemo da su metode s video materijalom delotvornije od onih bez �ih.
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Blok dizajn

Uopxte�e sparenog T -testa

Koristi se kada je pored uticaja na osnovu kojeg delimo u grupe postoji i
drugi uticaj koji �elimo da kontrolixemo

Na osnovu tog uticaja delimo uzorak na blokove tako da u okviru svake
grupe po jedan element uzorka pripada svakom od blokova

�elimo da ispitamo postoji li razlika u qetiri vrste asfalta za
asfaltira�e autoputa. Promen	iva koju merimo je stepen istroxenosti nakon
godinu dana. Me�utim, pored kvaliteta asfalta na istroxenost utiqu i drugi
faktori, kao xto su frekventnost saobra�aja i vremenske prilike. Zato
odre�ujemo tri razliqitih mesta (blokove) na kojima postav	amo qetiri
razliqite vrsta asfalta (grupe).
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Blok dizajn

U opxtem sluqaju imamo ovakvu tabelu

grupa
blok 1 2 3 · · · k
1 X11 X21 X31 · · · Xk1 T•1
2 X12 X22 X32 · · · Xk2 T•2
3 X13 X23 X33 · · · Xk3 T•3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
b X1b X2b X3b · · · Xkb T•b

T1• T2• T3• · · · Tk• T••

Xij { element u i-toj grupi i j-tom bloku

k | broj grupa (i broj elemenata u okviru jednog bloka)

b | broj blokova (i broj elemenata u okviru jedne grupe)

kb { ukupan broj elemenata

Ti• =
∑b
j=1 Xij { zbir elemenata u i-toj grupi

T•j =
∑k
i=1 Xij { zbir elemenata u j-tom bloku

T•• =
∑k
i=1

∑b
j=1Xij | zbir svih elemenata uzorka
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Blok dizajn

Definicija

Model je

Xij = µ+ (µi − µ) + (µ•j − µ) + (Xij − µi − µ•j + µ),

gde je

µ sred�a vrednost svih populacija (cele populacije )

µi − µ efekat i-te grupe (i-tog tretmana)

µ•j efekat j-tog bloka

Xij −µi sluqajno (individualno) odstupa�e u okviru i-te grupe (tretmana)

Nulta i alternativna hipoteza su iste H0 : µ1 = · · · = µk, H1 : postoji bar jedna
razlika
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Blok dizajn

Korix�e�em taqkastih ocena parametara modela dobija se

SST = SSG + SSB + SSE,

gde je

SST ukupno odstupa�e svih elemenata uzorka od zajedniqke sred�e
vrednosti (ukupna varijabilnost celog uzorka)

SSG odstupa�e sred�ih vrednosti grupa od zajedniqke sred�e vrednosti
(ukupno odstupa�e me�u grupama)

SSB odstupa�e pod uticajem razliqitih blokova

SSE sluqajno individualno odstupa�e
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Blok dizajn

Definicija

Sred�e odstupa�e po grupama MSG, sred�a odstupa�a zbog blokova MSB, i
sred�e odstupa�e unutar grupa MSE raqunaju se kao

MSG =
SSG

k − 1
, MSB =

SSB

b− 1
, MSE =

SSE

(k − 1)(b− 1)
.

Test statistika je

F0 =
MSG

MSE
,

koja ima Fixerovu raspodelu s parametrima ν1 = k − 1 i ν2 = (k − 1)(b− 1).

p- vrednost testa je povrxina Fixerove Fk−1,(k−1)(b−1) raspodele desno od
vrednosti f0 koju je test statistika uzela u uzorku.

Napomena

Blok dizajn treba koristiti ako je uticaj blokova ve�i od sluqajnog uticaja, tj.
MSB > MSE, inaqe je bo	e koristiti jednofaktorsku disperzionu analizu.



Biostatistika

Statistika

Raqunske formule

SST =

k∑
i=1

b∑
j=1

X2
ij −

T 2
••
kb

,

SSG =
k∑
i=1

T 2
i•
b
− T 2

••
kb

,

SSB =

b∑
j=1

T 2
•j
k
− T 2

••
kb

,

SSE = SST− SSG− SSB.
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Blok dizajn

vrsta asfalta
blok 1 2 3 4
1 42.7 39.3 48.5 32.8 T•1 =163.3
2 50.0 38.0 49.7 40.2 T•2 =177.9
3 51.9 46.3 53.5 51.1 T•3 =202.8

T1• =144.6 T2• =123.6 T3• =151.7 T4• =124.1 T•• =544.0

Najpre izraqunamo
∑k
i=1

∑b
j=1 x

2
ij = 25136.76,

T2
••
kb

= 24661.33,∑k
i=1

T2
i•
b

= 24.866.61 i
∑b
j=1

T2
•j
k

= 24.860.79.

Dobijamo da je SST = 205.28, SSG = 199.46, SSB = 475.43, SSE = 70.69

Sledi da je MSG = 68.43, MSB = 99.73, MSE = 11.78. Kako je MSB > MSE,
blok dizajn je dobar izbor modela.

Test statistika uzima vrednost f0 = 5.81. Na osnovu tablice Fixerove F3,6

raspodele dobijamo da je povrxina desno od 4.757 jednaka 0.05. Znaqi da je
naxa p-vrednost testa ma�a od 0.05, pa zak	uqujemo da postoji razlika me�u
razliqitim vrstama asfalta.
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Testovi slodobni od raspodele

Mnoge statistiqke procedure kao xto su

T -testovi za jedan i dva uzorka

Linearna regresija i korelacija

Disperziona analiza

zasnovani su na pretpostavci da neka sluqajna promen	iva, tj. obele�je
populacije ima normalnu raspodelu.

Ako raspodela nije normalna, onda koristimo testove slobodne od

raspodele.
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Testovi na jednom uzorku

Kod normalne raspodele testirali smo hipotezu o parametru sred�e
vrednosti µ

Poxto je normalna raspodela simetriqna, µ je tako�e i �ena medijana

Testovi slobodni od raspodele testiraju hipoteze o nepoznatoj medijani

Medijana raspodele je broj M takav da va�i

P{X ≤M} = P{X ≥M} =
1

2
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Test znakova

Imamo uzorak X1, . . . , Xn iz raspodele koja ima nepoznatu medijanu M i
�elimo da testiramo u vezi s �enom vrednox�u.

Nulta hipoteza je H0 : M = M0, a alternativa, u zavisnosti xta �elimo
da ispitamo, M < M0, M > M0 ili M 6= M0.

Od svakog elementa uzorka oduzmemo M0 i prebrojimo koliko ima
pozitivnih (q+), a koliko negativnih razlika (q−).

Ukoliko imamo neku nulu, smatramo je pozitivnom ako je H1 : M < M0, a
negativnom ako je H1 : M > M0

Sluqajna promen	iva Q+ je broj pozitivnih razlika (u opxtem uzorku), a
Q− broj negativnih razlika.

Obe statistike Q+ i Q− imaju binomnu raspodelu s parametrima n i 1
2
.
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Test znakova

Ako je alternativa

M < M0, tada je p-vrednost testa verovatno�a da je Q+ ma�e od q+,
koliko ih ima u naxem uzorku, tj.

p = P{Q+ ≤ q+},

M > M0, tada je p-vrednost testa verovatno�a da je Q− ma�e od q−,
koliko ih ima u naxem uzorku, tj.

p = P{Q− ≤ q−},

M 6= M0, tada je p-vrednost testa dvostruka vrednost ma�e od ove dve
verovatno�e.
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Test znakova

Ranija socioloxka istra�iva�a pokazala su da je medijalna starost devojqica
na prvom sastanku bila 14 godina. Smatra se da danas poqi�u mla�e da izlaze.
Ispitano je 15 sluqajno izabranih devojqica i dobijen je uzorak

13.0 12.5 13.5 14.2 11.5
12.5 15.0 15.5 13.5 13.0
16.0 15.5 13.7 12.0 14.5

Testiramo H0 : M = 14 protiv H1 : M < 14. Poxto je 6 brojeva iz uzorka ve�ih
od 14, dobijamo da je q+ = 6.

p-vrednost testa je P{Q+ ≤ 6} = 0.3016, gde je ova vrednost dobijena bilo
sabira�em binomnih verovatno�a od 0 do 6, bilo iz tablice binomnih
verovatno�a.

Poxto je p-vrednost velika zak	uqak je da nemamo dovo	no dokaza da su
devojqice na prvom sastanku u proseku mla�e od 14 godina.
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Vilkoksonov test oznaqenih rangova

Ukoliko imamo indicija da je raspodela simetriqna (a nije normalna)
mo�emo koristiti Vilkoksonov test oznaqenih rangova

Testira se nulta hipoteza H0 : M = M0, gde je M0 pretpostav	ena
vrednost medijane raspodele

Formiraju se razlike D1 = X1 −M0, D2 = X2 −M0, ... , Dn = Xn −M0

Apsolutne vrednosti |Di| pore�aju se po veliqini od najma�e do najve�e i
svakoj se dodeli rang od 1 do n.

Ako ima jednakih elemenata me�u |Di|, onda im se dode	uje sred�a
vrednost �ihovih rangova (npr. ako su prvi i drugi jednaki, onda dobijaju
rang po 1.5)

Test statistike su

W− =
∑

po negativnim Di

Ri ili W+ =
∑

po pozitivnim Di

Ri

Dobijena vrednost ovih statistika upore�uje se s vrednox�u iz tablice
testa oznaqenih rangova
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Vilkoksonov test oznaqenih rangova

Ako je alternativa

M > M0, onda posmatramo statistiku W−

M < M0, onda posmatramo statistiku W+

M 6= M0, onda posmatramo ma�u vrednost od W− i W+

jednostrani dvostrani n = 17 n = 18 n = 19 n = 20 n = 21 n = 22
P = 0.05 P = 0.1 41 47 54 60 68 75
P = 0.025 P = 0.05 35 40 46 52 59 66
P = 0.01 P = 0.02 28 33 38 43 49 56
P = 0.005 P = 0.01 23 28 32 37 43 49

Ako je n = 18, a testiramo protiv alternative M > M0 i dobijemo
W− = 35, tada iz tablice vidimo da je 35 izme�u 33 i 40, xto su
vrednosti za p = 0.01 i p = 0.025 (gledano za jednostrani test), pa je
p-vrednost testa 0.01 < p < 0.025.

Ako je n = 21, a testiramo protiv alternative M 6= M0 i dobijemo
W+ = 85 i W− = 146, tada iz tablice vidimo da je ma�i od ova dva
broja, 85, ve�i od 68, xto je vrednost za p = 0.1 (gledano za dvostrani
test) pa je p-vrednost testa p > 0.1.
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Vilkoksonov test oznaqenih rangova

Godine 1969. me�u belcima u SAD procenat nepismenih bio je 0.7%. Sum�a se
da je u ve�im gradovima taj procenat ve�i. Dobijen je uzorak procenata
nepismenih u 20 velikih gradova

0.6 0.5 0.62 1.7 0.75
1.0 0.69 0.8 0.8 0.57
0.9 1.5 0.95 0.53 1.1
1.2 2.0 0.65 0.79 0.61

Uz pretpostavku o simetriji raspodele, testiramo H0 : M = 0.7 protiv
H1 : M > 0.7 testom oznaqenih rangova.

Najpre oduzmemo 0.7 od svake vrednosti u tabeli i dobijemo

-0.1 -0.2 -0.08 1.0 0.05
0.3 -0.01 0.1 0.1 -0.13
0.2 0.8 0.25 -0.17 0.4
0.5 1.3 -0.05 0.09 -0.09
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Vilkoksonov test oznaqenih rangova

Zatim formiramo tabelu

|Di| 0.01 0.05 0.05 0.08 0.09 0.09 0.1 0.1 0.1 0.13
znak − + − − + − + + − −

rang Ri 1 2.5 2.5 4 5.5 5.5 8 8 8 10

|Di| 0.17 0.2 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.8 1.0 1.3
znak − + − + + + + + + +

rang Ri 11 12.5 12.5 14 15 16 17 18 19 20

Zbir rangova s negativnim znakom je W− = 54.5. Poxto je 54.5 izme�u 52 i 60,
p-vrednost testa je izme�u 0.025 i 0.05, pa na nivou znaqajnosti 0.05
zak	uqujemo da je medijalni procenat nepismenih u velikim gradovim ve�i nego
na nacionalnom nivou.
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Shema bira�a odgovaraju�eg testa za hipotezu o

parametru polo�aja

Postoje li dokazi da raspodela nije normalna?

Disperzija je poznata?

Z-test

da

T-test za

jedan uzorak

ne

ne

Postoji li simetrija?

Test oznaqenih

rangova

da

Test

znakova

ne

da
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Sluqaj sparenih uzoraka

Test znakova i test oznaqenih rangova mo�emo primeniti i u sluqaju dva
sparena uzorka X1, . . . , Xn i Y1, . . . , Yn

�elimo da testiramo da su proseqne (medijalne) vrednosti jednake za ove
dve promen	ive (H0 : MX = MY ), a ne pretpostav	amo normalnu
raspodelu

Formiramo razlike D1 = X1 − Y1, ... , Dn = Xn − Yn i dobijemo novi
uzorak D1, . . . , Dn

Testiramo hipotezu da je MD = 0 protiv neke od alternativa

U sluqaju da ne pretpostav	amo simetriju koristimo test znakova

U sluqaju kada pretpostav	amo simetriju koristimo test oznaqenih
rangova
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Test znakova za sparene uzorke

Proizvo�aq hidratantnih sapuna �eli dokaz da je �egov sapun bo	i od
konkurentskog. Uzet je uzorak od 10 �ena koje su dve nede	e prale jedu polovinu
lica jednim, a drugu drugim sapunom. Zatim im je izmeren stepen vla�osti
ko�e. Dobijeni su rezultati

sapun proizvo�aqa 5.0 4.3 7.3 2.1 9.8 6.9 10.0 1.5 8.2 7.3
konkurentski sapun 6.1 4.5 6.0 2.0 7.5 8.0 9.2 1.0 8.0 6.9

znak razlike − − + + + − + + + +

Testiramo hipotezu H0 : MD = MX−Y = 0 protiv H1 : MD = MX−Y > 0. Test
statistika Q− ima binomnu raspodelu s parametrima 10 i 1

2
, a u ovom uzorku

uzela je vrednost 3. p-vrednost testa je

P{Q− ≤ 3} = 0.1719,

odakle zak	uqujemo da nemamo dokaza da je sapun tog proizvo�aqa bo	i od
konkutentskog. La�na reklama mogla imati ozbi	ne posledice, te je ne bi
trebalo praviti.
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Test oznaqenih rangova za sparene uzorke

Farmaceutska kompanija ima dva metoda za ispitiva�e kvaliteta leka protiv
pqeli�eg uboda. Sum�a se da je metoda A \stro�ija", tj. da se tom metodom
dobijaju stalno ni�e mere kvaliteta leka. Dobijeni su podaci

Metod A (Xi) 1.5 1.4 1.4 1.0 1.1 0.9 1.3 1.2 1.1 0.9 0.7 1.8
Metod B (Yi) 2.0 1.8 0.7 1.3 1.2 1.5 1.1 0.9 1.5 1.7 0.9 0.9
Di = Xi − Yi -0.5 -0.4 0.7 -0.3 -0.1 -0.6 0.2 0.3 -0.4 -0.8 -0.2 0.9

|Di| 0.1 0.2 0.2 0.3 0.3 0.4 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
znak − − + − + − − − − + − +

rang Ri 1 2.5 2.5 4.5 4.5 6.5 6.5 8 9 10 11 12

Uz pretpostavku simetrije, testiramo H0 : MA−B = 0 protiv H1 : MA−B < 0.
Zbir pozitivnih rangova je W+ = 29. Iz tablice vidimo da je 29 ve�e od 17, pa
je p-vrednost (jednostranog) testa ve�a od 0.05. Na nivou znaqajnosti 0.05
zak	uqujemo da nema dovo	no dokaza da metoda A daje ni�e mere kvaliteta leka.
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Statistika

Shema bira�a testa za sluqaj sparenih uzoraka

Postoje li dokazi da raspodela nije normalna?

Spareni T-test

ne

Postoji li simetrija?

Test oznaqenih

rangova

da

Test

znakova

ne

da
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Vilkoksonov test zbira rangova

U sluqaju da �elimo da uporedimo medijane kod dva nezavisna uzorka
koristimo Vilkoksonov test zbira rangova

Neka je jedan uzorak X1, . . . , Xm, a drugi Y1, . . . , Yn i neka je m ≤ n
Testiramo nultu hipotezu H0 : MX = MY

Svakom elementu dodelimo rang koji bi imao u objedi�enom uzorku

Statistika Wm je zbir rangova elemenata iz ma�eg uzorka (obima m)

Dobijena vrednost ovih statistika upore�uje se s vrednox�u iz tablice
testa zbira rangova
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Vilkoksonov test zbira rangova

Ako je alternativa

MX > MY , onda upore�ujemo Wm s desnim brojem iz tablice
MX < MY , onda upore�ujemo Wm s levim brojem iz tablice
MX 6= MY , onda upore�ujemo Wm s bli�om vrednox�u od ta dva broja

P = 0.025 jednostrani; P = 0.05 dvostrani

n m = 15 m = 16 m = 17 m = 18 m = 19 m = 20 m = 21
n = m 185,280 212,316 240,355 271,395 303,438 337,483 373,530

n = m + 1 190,290 271,327 246,366 277,407 310,450 345,495 381,543
n = m + 2 195,300 223,337 252,377 284,418 317,462 352,508 389,556
n = m + 3 201,309 229,347 258,388 290,430 324,474 359,521 397,569

P = 0.05 jednostrani; P = 0.1 dvostrani

n m = 15 m = 16 m = 17 m = 18 m = 19 m = 20 m = 21
n = m 192,273 220,308 249,346 280,386 314,427 349,471 386,517

n = m + 1 198,282 226,318 256,356 287,397 321,439 356,484 394,530
n = m + 2 203,292 232,328 262,367 294,408 328,451 364,496 402,543
n = m + 3 209,301 238,338 268,378 301,419 336,462 372,508 410,556

Ako je m = 18, a n = 21, a alternativa nam je MX > MY , i dobijemo u
uzorku Wm = 425, tada, poxto je 425 izme�u 419 i 430, dobijamo da je
p-vrednost testa (gledamo jednostrani) izme�u 0.025 i 0.05
Ako je m = 21, a n = 21, a alternativa nam je MX 6= MY , i dobijemo u
uzorku Wm = 405, tada, poxto je 405 ve�e od 386 da je p-vrednost testa
(gledamo dvostrani) ve�a od 0.1.
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Vilkoksonov test zbira rangova

Ispituje se efekat obuke na uspexnost agenata osigura�a. Uzorak od 22 agenta
pripravnika pode	en je sluqajno na dve grupe, X, koji zu zatim obuqavani, i Y ,
koji nisu dobili dodatni trening. Na kraju je svako od �ih testiran u radu s
klijentima i dobio ocenu od 0 do 10. Podaci su dati u tabeli.

X 8.1 7.9 9.0 4.3 7.0 9.1 7.2 8.0 9.0 3.1
Y 9.1 6.3 2.5 6.0 0.0 2.0 7.0 5.5 1.0 9.0 9.7 5.1

Testiramo hipotezu da je MX = MY protiv alternative da je MX > MY .
Formiramo tabelu rangova.

vrednost 0.0 1.0 2.0 2.5 3.1 4.3 5.1 5.5 6.0 6.3 7.0
grupa Y Y Y Y X X Y Y Y Y Y
rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11.5

vrednost 7.0 7.2 7.9 8.0 8.1 9.0 9.0 9.0 9.1 9.1 9.7
grupa X X X X X X X Y X Y Y
rang 11.5 13 14 15 16 18 18 18 20.5 20.5 22

Zbir rangova za X, Wm = 137. Na osnovu tabele, za m = 10 i n = 12, vidimo da
je 137 ma�e od 141, pa je p-vrednost testa ve�a od 0.05. Na nivou α = 0.05
nemamo dokaza da se obukom posti�u bo	i rezultati.
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Statistika

Shema bira�a testa za sluqaj nezavisnih uzoraka

Postoje li dokazi da raspodela nije normalna?

Nezavisni T-test

ne

Test zbira rangova

da
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Sluqaj vixe uzoraka

Imamo k grupa i �elimo da testiramo da su proseqne vrednosti nekog
obele�ja u svim grupama jednake

Ukoliko pretpostav	amo normalnu raspodelu obele�ja, koristimo
jednofaktorsku disperzionu analizu (ako su uzorci nezavisni) ili blok
dizajn (ako su zavisni)

Ako imamo dokaze da raspodela obele�ja nije normalna, onda koristimo

Kruskal-Valisov test ako su uzorci nezavisni
Fridmanov test ako su uzorci zavisni
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Kruskal-Valisov test

Imamo k grupa i nezavisne uzorke u svakoj od �ih obima ni (ukupno n)

Testiramo hipotezu da su im medijane jednake H0 : M1 = · · · = Mk

Odredimo rangove svih elemenata uzorka i neka je Ri zbir rangova u i-toj
grupi

Test statistika je

H =
12

n(n+ 1)

k∑
i=1

R2
i

ni
− 3(n+ 1).

H ima χ2 raspodelu s parametrom k − 1

p-vrednost testa je povrxina χ2
k−1 raspodele desno od h0, vrednosti koju

je H uzelo u uzorku.
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Kruskal-Valisov test

Upore�uje se nivo zaga�enosti tri velike reke. Koliqina zaga�e�a izmerena je
na po pet mesta u svakoj reci. Dobijeni su podaci (u zagradama je rang svakog
elementa uzorka)

prva reka druga reka tre�a reka

2.7 (13) 2.9 (14) 0.6 (1)
1.4 (4) 2.4 (11.5) 1.2 (2.5)
2.0 (8) 3.7 (15) 1.5 (5)
1.2 (2.5) 1.6 (6) 1.7 (7)
2.1 (9.5) 2.4 (11.5) 2.1 (9.5)

Iz tabele dobijamo da su zbirovi rangova R1 = 37, R2 = 58, R3 = 25. Vrednost
test statistike u ovom uzorku je

h0 =
12

15 · 16

(372

5
+

582

5
+

252

5

)
= 5.58.

U tablici za χ2
2 raspodelu vidimo da je 5.58 izme�u 4.61 i 5.99, pa je

p-vrednost testa izme�u 0.05 i 0.1. Zak	uqak donosimo u zavisnosti od
nivoa znaqajnosti α. Ako je α = 0.05, onda nema dovo	no dokaza o
razliqitom nivou zaga�enosti reka.
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Fridmanov test

Imamo k grupa i b blokova, ukupno kb elemenata (isto kao kod blok
dizajna)

Testiramo hipotezu da su im medijane jednake H0 : M1 = · · · = Mk

Odredimo rangove elemenata u okviru svojih blokova i neka je Ri zbir
rangova u i-toj grupi

Test statistika je

S =
12

bk(k + 1)

k∑
i=1

(
Ri −

b(k + 1)

2

)2
.

S ima χ2 raspodelu s parametrom k − 1

p-vrednost testa je povrxina χ2
k−1 raspodele desno od s0, vrednosti koju

je S uzelo u uzorku.
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Fridmanov test

Upore�uje se kvalitet tri vrste koqnice za bicikle. Smatra se da i marka
bicikle ima uticaja na performansu koqnica, pa je uzeto xest poznatijih
marki i formirano 6 blokova. Svaka koqnica testirana je na svakom biciklu i
meren je broj nede	a korix�e�a pre prvog servisa. Dobijeni su podaci (u
zagradama je rang po bloku)

vrsta koqnice
marka bicikla A B C

S 5.2 (2) 7.3 (3) 3.0 (1)
V 6.8 (1) 8.9 (3) 7.5 (2)
JH 6.3 (2.5) 6.3 (2.5) 6.0 (1)
R 13.0 (1.5) 14.8 (3) 13.0 (1.5)
C 12.8 (2.5) 12.8 (2.5) 11.0 (1)
Ra 15.0 (2) 15.2 (3) 14.5 (1)

Iz tabele dobijamo da su zbirovi rangova R1 = 11.5, R2 = 17, R3 = 7.5.
Vrednost test statisitke u ovom uzorku je

s0 =
12

6 · 3 · 4
(
(11.5− 12)2 + (17− 12)2 + (7.5− 12)2)

)
= 7.58.

U tablici za χ2
2 raspodelu vidimo da je 7.58 izme�u 7.38 i 9.21, pa je

p-vrednost testa izme�u 0.01 i 0.025, xto znaqi da zak	uqujemo da postoji
razlika izme�u ovih vrsta koqnica. Sude�i po tome xto koqnica B ima
uvek najvixi rang, preporuquje se �ena upotreba.
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Statistika

Shema bira�a testa za sluqaj vixe uzoraka

Postoje li dokazi da raspodela nije normalna?

Drugi uticaj?

Jednofaktorska

disperziona

analiza

ne

Blok

dizajn

da

ne

Drugi uticaj?

Kruskal-Valisov

test

ne

Fridmanov

test

da

da
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